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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ І МЕТОД РІШЕННЯ УЗАГАЛЬНЕНОЇ ЗАДАЧІ 

ДІРІХЛЕ ТЕПЛООБМІНУ ЗРІЗАНОГО КОНУСА 

 

Алмра�ія. У праррі вндохд нмбу�мвала �ард�арзфла �м�дйь  омжоатулку  рд�нд-

оаруолзт нмйів �йя жоіжалмгм кмлупа у взгйя�і коаимвмї    жа�афі �ард�арзфлмї сі-

жзкз �йя  гіндобмйіфлмгм оівлялля рднймномві�лмпрі ж гоалзфлз�з у�мва�з Діоітйд, 

а ракме   жлаи�длм  рд�ндоаруолд нмйд у взгйя�і жбіелзт оя�ів.  

Кйюфмві пймва: км�нйдкплзи оя� Фуо'є, коаимва жа�афа Діоітйд, ілрдгоайьлд ндодр-

вмодлля Ланйапа, фап одйакпа�ії. 

 

Постановка проблеми. На сьогоднішній день ціна обтічників для ракет 

близько 5-7 мільйонів доларів.  Вага обтічника Falcon 9 з діаметром 5,2 метра 

близько 1,9 тонни. До вибору теплового захисту обтічника підходять з особли-

вою ретельністю, адже обтічник повинен захищати від аеродинамічного нагрі-

ву, від випромінювання, від перепадів температури. Наприклад, Falcon Heavy 

проходить звуковий бар'єр приблизно на висоті 10 км, і потім розганяється до 

7-8 махів (2-3км/с). На цих висотах повітря все ще досить щільне і відбувається 

сильний розігрів від аеродинамічного нагріву обтічника зі швидким охоло-

дженням у верхніх шарах атмосфери [1,2]. Течії з великими числами Маха су-

проводжуються газодинамічними та фізико-хімічними ефектами. При обті-

канні затупленого тіла утворюється ударна хвиля, яка відходить від тіла, зали-

шаючись в околиці лобової точки практично еквідистантній його поверхні. Фі-

зико-хімічні ефекти обумовлені зростанням температури, спричиненні галь-

муванням газу за ударною хвилею. При цьому відбувається перехід кінетичної 

енергії потоку, що набігає в теплову, збуджуються коливальні ступеня свобод 

молекул газу, починається його дисоціація і навіть іонізація. Крім того, при ве-

ликих швидкостях, вплив скінченності величини швидкості поширення тепла 

на теплообмін стає помітним.  

Ось чому до числа проблем, що представляє великий теоретичний і прак-

тичний інтерес, відноситься проблема вивчення температурних полів, що  ви-
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никають в обтічників для ракет, що мають форму зрізаного конуса, якій обер-

тається навколо своєї осі, з урахуванням скінченності величини швидкості по-

ширення тепла 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Аналіз праць [3-6] показав, що 

теплообмін в тілах обертання, які обертаються, вивчений в даний час ще недо-

статньо. В [6] показано, що чисельні методи дослідження нестаціонарних не-

осесиметричних задач теплообміну циліндра, якій обертається, є не завжди 

ефективними, якщо мова йде про обчислення при великих швидкостях обер-

тання, а відомі моделі не дають змогу обчислювати  температуру в обтічниках 

для ракет, з урахуванням кутової швидкості обертання та  кінцевої швидкості 

поширення тепла. 

Мета статті. Для моделювання температурного поля  слід представити 

форму обтічників для ракет у вигляді зрізаного конуса, і зробити ряд розумних 

спрощень. Метою роботи є побудова нової математичної моделі розрахунку 

температурних полів  для зрізаного конуса, яка наближено моделює темпера-

туру в обтічників для ракет, у вигляді крайової задачі математичної фізики а 

також знаходження рішень отриманої крайової задачі. 

Викладення основного матеріалу дослідження. Розглянемо розрахунок 

температурного поля зрізаного конуса у циліндричній системі коорди-

нат ( )j   висотою  з твірною лінією  Ч+==x     (рис.1).  

 

Рисунок 1– Зрізаний конус з твірною лінією x=  

 

У початковий момент часу температура конуса постійна , а на бічній 

поверхні відоме значення температури ( )j . На торцах відомі значення те-

мператури ( )j  і ( )j при =  і =  відповідно. В [6] отримано уза-

гальнене рівняння переносу енергії для рушійного елемента суцільного сере-

довища, з  урахуванням скінченності величини швидкості поширення тепла. 

Згідно [6]  узагальнене рівняння балансу енергії твердого тіла,  яке обертається,  

з постійною  кутовою  швидкістю w  навколо осі OZ, теплофізичні  властивості 
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якого не залежать від температури, а внутрішні джерела тепла відсутні,  в цилі-

ндричній системи координат  приймає вигляд: 
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де -g щільність середовища; – питома теплоємність;t – час реласції, 

( )j   – температура середовища; l – коефіцієнт теплопровідності; – 

час.  

Математично задача визначення температурного поля конуса складається 

в інтегруванні диференціального рівняння теплопровідності (1) в області 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }ҐОООО= pjxj , що з урахуванням при-

йнятих допущень запишеться у виді: 
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з початковими умовами 
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і граничними  умовами 

                       ( ) ( )jjxq =                                       (4) 

 

                             ( ) ( )jjq Q=     ( ) ( )jjq L=                        (5) 

де 
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-

-
=

j
q  – відносна температура тіла;  g

l
=

 
– коефіцієнт тем-

пературопровідності;  

( ) ( ) ( ){ }
j

jjj= ; ( ) ( ) ( ) ( )pjjj ОLQ . 

Тоді рішення крайової задачі (2)–(5) ( )jq  є двічі неперервно дифе-

ренційованим за j , один раз за t в області D і неперервним на  [103], 

тобто ( ) ( ) ( )IОjq , а функції ( ) ( ) ( )jjj QL   ( )jq  

можуть бути розкладені в комплексний ряд Фур'є [7] 
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З огляду на те, що ( )jq  функція дійсна, надалі обмежимося розгля-

дом ( )q  для n=0,1,2,…, тому що ( )q  і ( )-q  будуть комплексно 

спряженими [7]. Підставляючи значення функцій з (6) у (2)- (5),  одержимо 

систему диференціальних рівнянь 
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з початковими умовами 
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і граничними умовами 

( ) ( ) ( ) ( )=xq ,   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L=Q= qq ,                     (9) 

де    ( ) ===-= wJwJ   =1,2. 

Для розв‖язання крайової задачі (7)-(9) застосовуємо  інтегральне перет-

ворення: 

( ) ( ) ( ) srrrmm ЧЧ= тт                                             (10) 

Власні функції ( )rm   і власні значення  m  знаходяться із розв‖язку 

задачі: 
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( ) ( ) ( )=== xmmm                                   (12) 

Власні функції ( )rm  і власні значення  m  (11)- (12) находяться по 

формулам, які приведені в [8], а формула оберненого перетворення має вигляд: 
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Застосовуємо до системи диференціальних рівнянь (7) інтегральне перет-

ворення (10). У результаті одержуємо систему диференціальних рівнянь 
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Криволінійний інтеграл обчислюється по замкненому додатно орієнтова-

ному контуру (рис.2.)   

 

Рисунок 2 – Замкнутий контур із твірною V=  

 

Застосовуємо до системи диференціальних рівнянь (14)  с початковими 

умовами (15)  інтегральне перетворення  Лапласа [9]: 
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Розв‖язавши систему рівнянь (16) одержуємо: 
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Застосовуючи до зображення функцій (17) формули оберненого перетво-

рення Лапласа [9], одержуємо оригінали функцій: 
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Таким чином, з урахуванням формул обернених перетворень (6) і (13)  

одержуємо температурне поле зрізаного конуса, якій обертається з постійною 

кутовою швидкістю    w     навколо осі OZ, із урахуванням  кінцевої швидкості 

поширення тепла: 
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де ( ) ( ) ( ) ( )mqmq  визначаються за формулами (18), (19). 

Висновки. Вперше побудована математична модель розрахунку темпера-

турних полів  для зрізаного конуса, яка наближено моделює розподіл темпера-

турних полів, які виникають в обтічниках для ракет,  з урахуванням кутової 

швидкості обертання та  кінцевої швидкості поширення тепла у вигляді крайо-

вої    задачі математичної фізики для гіперболічного рівняння теплопровіднос-

ті з граничними умовами Діріхле.  В роботі побудоване  нове інтегральне пере-

творення для двовимірного  кінцевого  простору, із застосуванням якого знай-

дено  температурне поле  у вигляді збіжного ряду. Знайдений розв‖язок  може 

знайти застосування  для прогнозування можливої величини термомеханічних 

напруг, сприяти правильному  вибору технологічних параметрів, об'єктивного 
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контролю, дозволяє намітити шляхи вдосконалення теплового захисту  обтіч-

ників для ракет. 
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Mathematical model and method of solving the generalized  

dirichle problem of heat exchange of a cut count 

The choice of thermal protection of the rocket fairing is approached with special care, be-

cause the fairing must protect against aerodynamic heating, radiation, temperature changes. 

Currents with large Mach numbers are accompanied by gas-dynamic and physicochemical effects. 

When flowing around the blunt body, a shock wave is formed, which departs from the body, re-

maining in the vicinity of the frontal point almost equidistant to its surface. Physico-chemical 

effects are due to rising temperatures caused by the inhibition of gas by the shock wave. At the 

same time there is a transition of kinetic energy of a stream rushing in thermal, fluctuating de-

grees of freedoms of gas molecules are excited, its dissociation and even ionization begins. 

Therefore, among the problems of great theoretical and practical interest is the problem of 

studying the temperature fields arising in the fairings for missiles in the form of a truncated 

cone, which rotate around its axis, given the finiteness of the rate of heat propagation. 

In the article the mathematical model of calculation of temperature fields for a truncated 

cone is constructed for the first time which approximately models distribution of temperature 

fields which arise in fairings for rockets, with 

taking into account the angular velocity and the final speed heat distribution in the form of a 

boundary value problem of mathematical physics for hyperbolic equation of thermal conductivity 

with boundary conditions Dirichlet. A new integral transformation for a two-dimensional finite 

space is constructed, in the application of which the temperature field in the form of a conver-

gent series is found. The solution found can be used to predict the possible value of thermome-

chanical stresses, to promote the correct choice of technological parameters, objective control, 

allows to identify ways to improve the thermal protection of fairings for missiles. 
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