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Анотація. Процедура оцінки невизначеності результату є основною при розробці нових 

алгоритмів обробки інформації, приладів визначення і опрацювання даних. Метою 

статті є оцінювання складових невизначеності результату, що виникають при аналізі 

спектрів вільних коливань: невизначеність від розтікання спектру, невизначеність по 

амплітуді і частоті аналізованих спектрів. Досліджено вплив застосування віконної 

функції на результати спектрального аналізу сигналів складної форми. Проаналізовано 

зміни складової невизначеності результату при застосуванні гаусівського вікна під час 

аналізу досліджуваних спектрів вільних коливань. Проведено оцінку впливу 

невизначеності на результат спектрального аналізу по амплітуді і по частоті 

дискретизації спектрів. Окреслено умови зменшення цих складових невизначеності. 

Ключові слова: спектральний аналіз, невизначеність, віконна функція, накладання 

спектрів, час дискретизації. 

 

Постановка проблеми. В сучасному світі системи і засоби вимірювання, 

аналізу та відтворення сигналів застосовуються практично в усіх сферах науки і 

техніки. Основним у використанні таких приладів є отриманий результат та 

його точність. Точність результату вимірювань залежить від багатьох факторів: 

вплив навколишнього середовища (температури, вологості і т.д.), необхідність 

втручання оператора, внутрішні завади досліджуваного об’єкту та багато іншо-

го. При визначенні і відображенні результату вимірювання необхідно врахову-

вати всі ці чинники, тому постає завдання в отриманні коректного результату з 

високою точністю. На сьогоднішньому етапі розвитку науки для вираження ко-

ректного результату застосовують не похибку (або точність) вимірювання, а ві-

дображення результату вимірювання з певною невизначеністю. Більшість сис-

тем і засобів вимірювання є багатофункціональними: вимірюють одразу декі-

лька значень, виконують декілька операцій, в 

ідображають зміну декількох параметрів і т.д. Процедура оцінювання і 

вираження невизначеності результату вимірювання була введена лише у 1993 
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році [1] і ще не до кінця досліджена, а тому не пристосована до усіх алгоритмів, 

приладів і систем метрологічного забезпечення в Україні. При розробці нових 

алгоритмів і приладів постає проблема аналізу і розробки процедури оціню-

вання невизначеності результату вимірювання під час вирішення поставленої 

задачі. 

Аналіз літератури. Раніше при вирішенні метрологічних задач вимірю-

вання, дослідження, обробки, передачі інформації та інших обов’язковою опе-

рацією була операція аналізу похибок вимірювання. На сьогоднішній день її 

заміняє пошук та вираження невизначеності результату вимірювання. Про що 

свідчить документ Спільного комітету керівництва з метрології від 2009 року 

(JCGM 104:2009 – [2]): в ньому вказано, що метою вимірювання є надання інфо-

рмації про величину, яка цікавить – вимірювану величину.  З міжнародного 

словника з метрології (International Vocabulary of Metrology – VIM 3rd  

edition, [3]): термін «невизначеність вимірювання» – це невід’ємний параметр, 

який характеризує на основі обґрунтованої інформації розподіл величин, що 

відносяться до вимірюваної величини. З посібника для вираження невизначе-

ності вимірювань (GUM 1995 with minor corrections – [4]): «невизначеність (у 

вимірюваннях)» – параметр, пов’язаний з результатом вимірювання, що хара-

ктеризує розсіювання значень, які обґрунтовано можна пов’язати з вимірюва-

ною величиною. Для вираження невизначеності результату вимірювання про-

водиться знаходження і розрахунок відхилення знайденої величини від 

ймовірного ідеального значення шуканої величини. Невизначеність вимірю-

вання поділяється на невизначеність типу А – складові, оцінені статистичними 

способами і невизначеність типу В – складові, оцінені методами відмінними 

від статистичних. У підручнику з основ теорії невизначеності вимірювань [5]: 

компоненти категорії А характеризуються оціненими дисперсіями (або оціне-

ними «стандартними відхиленнями») і числом степенів вільності, компоненти 

категорії В повинні характеризуватися величинами, які можна розглядати як 

наближення до відповідних дисперсій, існування яких допускається.  

Метою статті є оцінювання складових невизначеності результату спект-

рального аналізу. 

Викладення основного матеріалу. В більшості випадків при вирішенні 

задачі спектрального аналізу невизначеність вимірювання зводиться до розра-

хунку наступних складових: частотна невизначеність і невизначеність амплі-

тудного значення [6], [7], [8]. Також необхідно враховувати складову невизна-

ченості фази. Для даної статті використано алгоритм дослідження, застосова-
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ний у [9], а саме визначення інформативних параметрів сигналу за допомогою 

спектрального аналізу (використання перетворення Фур’є) та застосування ві-

конної гаусівської функції. Отже, першим етапом є отримання спектру дослі-

джуваного сигналу за формулою: 

 ( )X(jw) = jwtx t e dt
+∞

−

−∞

⋅∫ , (1) 

другий етап: введення віконної функції, тоді отримаємо наступну формулу: 

 ( ) ( , )X(jw) = jwtx t g t a e dt
+∞

−

−∞

⋅ ⋅∫ , (2) 

де: 

2

2

( )

4( , )

t b

ag t a e
−

−
⋅= – віконна функція Гауса, в якій a – ширина вікна, а b – зсув 

вікна по часовій осі. Підставивши віконну функцію в (2) отримаємо: 

 

2 2

2 2

( ) ( )

4 4( ) ( )X(jw) =
t b t b

jwt
jwta ax t e e dt x t e dt

− −+∞ +∞− − −
−⋅ ⋅

−∞ −∞

⋅ ⋅ = ⋅∫ ∫ . (3) 

Для спрощення розрахунків перейдемо до дискретної форми подання пе-

ретворення Фур’є: 

 

2

2

( )

4( )X (jw) =
n t b

jwn t
a

d
n

x n t e
∆ −∞ − − ∆

⋅

=−∞

∆ ⋅∑ , (4) 

де n  – кількість відліків дискретизації, а t∆  – крок дискретизації. Застосуємо 

формулу Ейлера до рівняння (4): 

 

 

 

 

  (5) 

нехай функція X (jw)d – парна, тоді рівняння (5) можна звести до косинусної 

форми ряду Фур’є: 
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Т

х х n t d t
Т −

= ∆ ∆∫ – постійна складова, що являє собою середнє значення 

функції за період, а nХ – амплітудне значення n-го відліку вхідного дискрети-

зованого сигналу. Для подальшого знаходження складових невизначеності спе-

ктрального аналізу за досліджувану функцію будемо приймати вираз (6). 
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Одними з основних складових невизначеності спектрального аналізу є не-

визначеності, що виникають від ефекту «розтікання спектра». Розтікання спек-

тра відбувається якщо при визначенні спектра корисного сигналу використову-

ється дискретне перетворення Фур’є з нецілим числом періодів. В такому ви-

падку з’являються стрибки на границях періодів послідовності, як наслідок у 

шуканому спектрі виникають додаткові паразитні значення, які не відносяться 

ні до корисного сигналу, ні до шумів, які він містить. На практиці при отри-

манні спектра гармонійного періодичного сигналу причиною розтікання спек-

тра є застосування вибірки перетворення Фур’є, розмір якої не кратний періоду 

досліджуваного сигналу. Для більш точного дослідження сигналу при спектра-

льному аналізі збільшують кількість відліків для побудови спектра. Ті відліки, 

значення яких не є цілим числом призводять до стрибків сигналу, які відобра-

жаються на спектрі у вигляді паразитних гармонік. Для згладжування цих 

стрибків і застосовують віконні функції, які мають максимальне значення у 

центрі і плавно спадають до країв послідовності. Отже, розтікання спектру 

призводить до виникнення наступних складових невизначеності при спектра-

льному аналізі: 

- накладання спектрів, через це неможливо визначити до якої з основних 

гармонік відноситься енергія, що лежить в межах інтервалу накладання; 

- розширення основних пелюсток спектру, через що відбувається змен-

шення енергії основної гармоніки; 

- виникнення додаткових гармонік в спектрі сигналу за рахунок некрат-

них частоти досліджуваного сигналу і частоти вибірки при перетворенні Фур'є. 

Для прикладу в середовищі MathCad досліджено косинусний затухаючий 

сигнал виду: 

, 

де іх – добуток номера відліку на відношення довжини сигналу до довжини 

вибірки перетворення, 0.. 1і N= − . На рисунку 1 зображено спектр досліджува-

ного сигналу – червоного кольору (Fj – величина амплітуди по лівій осі орди-

нат) і спектр цього ж сигналу помноженого на віконну функцію Гауса  – синього 

кольору (Gj – величина амплітуди по правій осі ординат). 
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Рисунок 1 – Спектри досліджуваного сигналу (Fj) і його добутку  

на віконну функцію Гауса (Gj) 

 

Як бачимо, основна енергія сигналу зосереджена на частотах рівних 

1 0 . .jf ум од=  і 
2 0,125 . .jf ум од= . Основна відмінність полягає у величині амплітуд 

основних гармонік: при перетворенні Фур’є повного сигналу величина основ-

них гармонік: .1 3, 27оснА =  і 
.2 10, 25оснА = , коли при перетворенні Фур’є сигналу, 

обмеженого віконною функцією величина основних гармонік становить 

.1 0,56оснА =  і .2 1,4оснА = . Також з даного рисунку можемо побачити розширення 

основних пелюсток у спектрі сигналу, обмеженого вікном, які повторюють фо-

рму віконної функції Гауса. Слід зазначити, що при зменшенні ширини вікна 

зменшується амплітуда основних гармонік і збільшується амплітуда бокових 

гармонік, що призводить до вирівнювання спектру по всій частотній осі і не-

можливості визначити на якій саме частоті зосереджена основна енергія сиг-

налу. Отже, в даному випадку застосування вагового вікна призводить до зме-

ншення інформативності процедури спектрального аналізу. 

Для дослідження невизначеностей проведено також аналіз реального сиг-

налу виду: 

 
Рисунок 2 – Досліджуваний сигнал 
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На рисунку 3 відображено графіки спектра досліджуваного сигналу (Sj – 

синього кольору) і спектра досліджуваного сигналу, обмеженого віконною фун-

кцією Гауса (Fj – червоного кольору). 

 
Рисунок 3 – Спектри досліджуваного реального сигналу (Sj) і його добутку  

на віконну функцію Гауса (Fj) 

 

Віконна функція Гауса обмежувала сигнал на проміжку [0; 125]. В даному 

випадку також спостерігаємо зменшення амплітуди основних гармонік спектра 

сигналу, обмеженого вікном і розмивання цього ж спектра по всій частотній 

осі. Це може свідчити про неефективність застосування віконних функцій при 

спектральному аналізі сигналів. З іншого боку, при збільшенні масштабу спек-

тра обмеженого сигналу отримаємо графік, зображений на рисунку 4. 

 
Рисунок 4 – Спектр обмеженого реального сигналу у збільшеному масштабі 

 

Спектр реального сигналу містить 5 пікових значень з амплітудами від 

min1 61А =  до max1 241А = , в той час як спектр обмеженого сигналу має всього два 

піки: min 2 7А =  і max 2 14,5А = . Окрім того, з рисунків 3 і 4 можна побачити змі-
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щення гармоніки з максимальним значенням амплітуди, а саме: на спектрі ре-

ального сигналу ця гармоніка знаходиться на частоті: max1 0,014 . .f ум од= , а на 

спектрі обмеженого сигналу: max 2 0, 012 . .f ум од= . Такі відмінності можна розці-

нювати як розширення основних пелюсток з більшою амплітудою і перекриття 

ними додаткових гармонік з меншою амплітудою, тобто перекривання частини 

інформації про наявність гармонійних складових у полігармонічному сигналі. 

Тому в даному прикладі можемо сказати, що має місце наявність складових 

невизначеності від накладання спектрів і розширення основних пелюсток дос-

ліджуваного спектру. 

З іншого боку, не слід нехтувати і спектром  сигналу, обмеженого вікон-

ною функцією, адже відсутність додаткових пікових значень може свідчити 

про відсутність паразитних гармонійних складових на виділеному проміжку 

реального вихідного сигналу. 

Ще одна складова невизначеності спектрального аналізу: невизначеність 

амплітуди. Для розгляду цієї невизначеності в якості досліджуваної функції 

беремо (6). За основу алгоритму оцінювання невизначеності обираємо алго-

ритм оцінки невизначеності результатів прямих багаторазових вимірювань  

за [10]. Виходячи з (6) амплітудні значення дискретного косинусного перетво-

рення Фур’є рівні: 

 
/2 2

2

/2

( )
( ) cos( ) cos( )

4cos( )

T
n

nA n

n T

c n t b
X x n t wn t d t

j a
ϕ

ϕ −

 ∆ −
= = ∆ ⋅ − − ∆ ∆ ⋅ 

∫ , (7) 

де nϕ  – фаза n-ї гармоніки спектру. 

За вказаним вище алгоритмом необхідно розрахувати середнє значення 

амплітуд: 

 

/ 2 2

2
1 /2

( )
( ) cos( ) cos( )

4

TN

n
n T

nA

n t b
x n t wn t d t

j a
X

N

ϕ
= −

 ∆ −
∆ ⋅ − − ∆ ∆ ⋅ =

∑ ∫
, (8) 

нехай 
2

2

( )

4

n t b
wn t

j a
α

∆ −
− − ∆ =

⋅
. Тоді стандартна невизначеність середнього зна-

чення амплітуди буде розраховуватися за формулою: 
2

/ 2 / 2

1 1/ 2 / 2

( ) cos( ) cos( ) ( ) cos( ) cos( )

( 1)

T TN N

n n
n nT T

A

N x n t d t x n t d t

u
N N

α ϕ α ϕ
= =− −

    
⋅ ∆ ⋅ ∆ − ∆ ⋅ ∆         =

−

∑ ∑∫ ∫
. (9) 
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З формули бачимо, що невизначеність амплітуди буде мінімальною при 

cos( ) 0α → , тобто при 3
...

2 2 2

kπ π π
α = = = =  і т.д. при 1,3,5...k = Розрахуємо необ-

хідний час дискретизації за цих умов: 

 

              (10) 

Отже, результат невизначеності по амплітуді буде мінімальним, якщо бу-

де виконуватися рівність (10). 

Наступною складовою, яку необхідно оцінити є невизначеність від апрок-

симації при відновленні сигналу після спектрального аналізу. Ця складова за-

лежить від частоти дискретизації 1
df t

=
∆

, тобто від кроку дискретизації, і спо-

собу апроксимації. Найбільш поширеною є кусково-лінійна апроксимація. Для 

кусково-лінійної апроксимації застосовуються ступеневі поліноми першого 

порядку. При такому наближенні крива в проміжках між двома відомими зна-

ченнями заміняється відрізком прямої. Тоді найбільше значення невизначено-

сті буде на тих проміжках зміни кривої, де друга похідна матиме найбільше 

значення. Складову невизначеності тоді можна розрахувати за формулою: 

 
2 2

2 21 1

2 2

п
ап п

д

f
u t f

f

⋅π ⋅
= = ⋅π ⋅∆ ⋅

⋅
, (11) 

де 
1

пf n
T

=  – частота повного сигналу. Якщо спектр обмежений частотою обмf , а 

інтервал дискретизації задовольняє умову 
1

2 обм

t
f

∆ =
⋅

, то період повторення 

спектра буде вдвічі більший за обмf  і, відповідно, зменшиться значення неви-

значеності відтворення сигналу.  

Висновки. В даній публікації було проаналізовано основні складові неви-

значеності спектрального аналізу. На прикладах показано як застосування ві-

конної функції у спектральному аналізі впливає на результати дослідження си-

гналів складної форми з локально зосередженими параметрами. Основними 

складовими невизначеності спектрального аналізу є невизначеності від розті-

кання спектру, а саме: накладання спектрів, через це неможливо визначити до 

якої з основних гармонік відноситься енергія, що лежить в межах інтервалу на-

кладання; розширення основних пелюсток спектру, через що відбувається зме-

ншення енергії основної гармоніки; виникнення додаткових гармонік в спект-

рі сигналу за рахунок некратних частоти досліджуваного сигналу і частоти ви-

2

2 2 2

(1 ) 1

2 24 (1 ) / 4

b k k
n t w n t

j a b j a w

π π −
− ∆ − = ⇒ ∆ = − ⋅ 

⋅ − ⋅ − 
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бірки при перетворенні Фур'є. За умов зменшення ширини вікна збільшується 

невизначеність знаходження частот з найбільшими енергіями. Також на зага-

льну невизначеність впливають складові невизначеності по амплітуді і частоті 

сигналу. Надалі планується дослідження впливу динамічної невизначеності на 

загальний результат спектрального аналізу. 
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Utilization of machine and their elements is actual science and practical task 

Basic physical and mechanical properties of heatcover composition material that is 

used for making of protective screens are experimentally investigated. For this purpose on 

the example of flowed plastic STEF executed (with the use of traditional charts) research 

at small (less than 1 m/s) and high (more than 3 m/s) rate-of-change of  ladening. At 
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small speeds of ladening durability of material was investigated at superficial 

deformation, tension, bend and change. At high speeds work of destruction and shock 

viscidity  was determined. Organization and realization of experiments were done 

according to rules of planning experiments. All investigations were made with the using 

kinds of experimental equipment which had according certifications of control their 

quality and accuracy. Obtained results were treated by methods of mathematical 

statistics and researches of their dispersions.  

The results of experimental researches drawn on at the decision of concrete design-

engineering tasks, in particular, at development of equipment and choice of the modes of 

crushing of composition materials during their utilization (although, undoubtedly, the 

obtained data have more wide value). For example, data of intruding conical elements in 

material were used for selecting optimal angles for working elements of equipment. 

Correlations between power parameters of intruding process were used for selecting 

power parameters of equipment for crushing of composition materials.  

Equipment and technology for crushing of composition materials during their 

utilization, which are designed on the base of these investigations, have new useful 

technical and technological specialties, that is why, authors obtained document of 

intellectual property on this object.  
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