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ÓÄÊ 76: 515.2 

Â.ª. Ìèõàéëåíêî, Î.Â.Êàùåíêî 

Á²ÎÄÅÇÀÉÍ ßÊ ÎÑÍÎÂÀ ÑÓ×ÀÑÍÎÃÎ ÄÈÇÀÉÍÓ 

Íàïðèê³íö³ ÕÕ ñòîë³òòÿ â ïåðåë³êó ñïåö³àëüíîñòåé âèùèõ íàâ-

÷àëüíèõ çàêëàä³â ïîðÿä ³ç êëàñè÷íèìè ñïåö³àëüíîñòÿìè – 

àðõ³òåêòóðîþ, îáðàçîòâîð÷èì òà äåêîðàòèâíî-ïðèêëàäíèì ìèñòåöòâîì 

ç’ÿâèâñÿ äèçàéí. Ó ñó÷àñíîìó âèçíà÷åíí³ äèçàéí öå: ïî-ïåðøå - õó-

äîæíº êîíñòðóþâàííÿ òà îôîðìëåííÿ ðå÷åé, çíàðÿäü ïðàö³, ïðîìè-

ñëîâî¿ ïðîäóêö³¿, åëåìåíò³â íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà; ïî-äðóãå – 

õóäîæíüî-êîíñòðóêòèâíà ä³ÿëüí³ñòü, ñïðÿìîâàíà íà ñòâîðåííÿ íîâèõ 

âèä³â ³ òèï³â âèðîá³â, ÿê³ ìàþòü â³äïîâ³äàòè âèìîãàì ñóñï³ëüñòâà ùî-

äî ¿õ êîðèñíîñò³, çðó÷íîñò³ â åêñïëóàòàö³¿, êðàñè òîùî. 

Ç ðîçâèòêîì ðèíêîâî¿ åêîíîì³êè çíà÷åííÿ äèçàéíó â Óêðà¿í³ 

ñòð³ìêî çðîñòàº. Êîðîòêèé ³ñòîðè÷íèé åêñêóðñ ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî 

âèíèêíåííÿ òà ôóíêö³îíóâàííÿ äèçàéíó â Óêðà¿í³ áóëî áåçïîñåðåäíüî 

ïîâ’ÿçàíå ç íàÿâí³ñòþ â³äïîâ³äíîãî ³íæåíåðíî-òåõí³÷íîãî ñåðåäîâèùà. 

Äàâàâñÿ âçíàêè òàêîæ âèñîêèé õóäîæíüî-ïðîìèñëîâèé ïîòåíö³àë, 

ÿêèé æèâèâñÿ íàðîäíèìè ïðîìèñëàìè. Ïîêàçîâèì º òå, ùî â ê³íö³ 

Õ²Õ - íà ïî÷àòêó ÕÕ ñòîë³òü ó á³ëüøîñò³ âèùèõ ³ ñåðåäí³õ íàâ÷àëü-

íèõ çàêëàä³â Óêðà¿íè âèêëàäàëèñÿ òàê³ äèñöèïë³íè, ÿê ðèñóíîê, æè-

âîïèñ, òåîð³ÿ ñòèë³â (ñó÷àñíèé êóðñ îñíîâ êîìïîçèö³¿), êðåñëåííÿ, ùî 

ñïðèÿëî çàãàëüí³é ³ ôàõîâ³é åñòåòè÷í³é ï³äãîòîâö³ ñïåö³àë³ñò³â, à ðà-

çîì ç òèì ³ ïðîåêòóâàííþ ÿê³ñíèõ  êîíêóðåíòíîñïðîìîæíèõ âèðîá³â. 

Íà æàëü, ³ç ÷àñîì, ïî÷èíàþ÷è ³ç 70-õ ðîê³â ÕÕ ñò., ö³ íàäáàííÿ áóëè 

âòðà÷åí³. Àðõ³òåêòóðà, îáðàçîòâîð÷å ìèñòåöòâî êåðóâàëèñÿ ³äåîëîã³÷-

íèìè ïðèíöèïàìè ñîö³àë³ñòè÷íîãî ðåàë³çìó, à ïðîìèñëîâå âèðîáíèö-

òâî ïåðåòâîðèëîñÿ â îðäèíàðíî ñåð³éíå. Â óìîâàõ ïëàíîâîãî âåäåííÿ 

ãîñïîäàðñòâà ç ³ñíóþ÷îþ ñèñòåìîþ ðîçïîä³ëó, ïðè â³äñóòíîñò³ êîíêó-

ðåíö³¿ íå áóëî ñòèìóë³â äëÿ ðîçâèòêó äèçàéíó. Íàâ³òü öåé òåðì³í áóâ 

â³äñóòí³é, à âèêîðèñòîâóâàâñÿ òåðì³í «õóäîæíº êîíñòðóþâàííÿ». 

Ñüîãîäí³ º î÷åâèäíèì, ùî åêîíîì³÷íèé ³ êóëüòóðíèé ðîçâèòîê 

Óêðà¿íè, ï³äâèùåííÿ äîáðîáóòó ³ äóõîâíîñò³ íàðîäó íåìîæëèâ³ áåç 

çàëó÷åííÿ äèçàéíåð³â äî ïðîöåñó ñòâîðåííÿ îá’ºêò³â íàâêîëèøíüîãî 

ñåðåäîâèùà, ïðîìèñëîâèõ âèðîá³â, îäÿãó, ð³çíîìàí³òíîãî îáëàäíàííÿ 

òà ãðàô³÷íî¿ ïðîäóêö³¿. 
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Óêðà¿íà íèí³ ïåðåæèâàº ïåð³îä ïåðåáóäîâè âñüîãî íàðîäíîãî ãîñ-

ïîäàðñòâà íà íîâèõ ðèíêîâèõ óìîâàõ. Áóäü-ÿêèé âèð³á ÷è òîâàð ëåã-

êî¿ òà âàæêî¿ ïðîìèñëîâîñò³ ïîâèíåí áóòè íå ò³ëüêè ì³öíèì, êîðèñ-

íèì, àëå é ïðèâàáëèâèì, êðàñèâèì, ñó÷àñíèì. Íà ïðîòÿç³  äåñÿòê³â 

ðîê³â â óìîâàõ ñóö³ëüíîãî äåô³öèòó öèì ïèòàííÿì íà âíóòð³øíüîìó 

ðèíêó íå ïðèä³ëÿëîñÿ óâàãè, à ùî ñòîñóºòüñÿ åêñïîðòó, òî îñíîâíèìè 

éîãî ïðåäìåòàìè áóëè ñèðîâèíà òà íàï³âñèðîâèíà. ²ñòîð³ÿ Óêðà¿íè 

ñâ³ä÷èòü, ùî ¿¿ íàðîä çàâæäè ïðèä³ëÿâ óâàãó åñòåòè÷í³é ñêëàäîâ³é, 

ùî ðåàë³çîâóâàëîñÿ â äåêîðàòèâíî-ïðèêëàäíîìó, óæèòêîâîìó ìèñòåö-

òâ³, â ïîáóò³ ³ â íàâêîëèøíüîìó ñåðåäîâèù³. Öÿ åñòåòèêà áóëà ò³ñíî 

ïîâ’ÿçàíà ç ïðèðîäîþ Óêðà¿íè, ç ¿¿ òâàðèííèì ³ ðîñëèííèì ñâ³òîì. Çà 

áàãàòîì³ëüéîííó ³ñòîð³þ ïðèðîäà ñòàðàííî ïîòóðáóâàëàñÿ ïðî ð³çíî-

ìàí³òí³ñòü ñâî¿õ ôîðì ³ ôàðá. Áóäó÷è ¿¿ íåâ³ä’ºìíîþ ÷àñòèíîþ, ìè 

ùîäíÿ ñòèêàºìîñÿ ç íèìè: îäíèõ ïðîñòî íå ïîì³÷àºìî, ³íø³ âèêëè-

êàþòü ó íàñ çàõâàò òà æâàâèé ³íòåðåñ. Àëå ÷è òàê äàëåê³ âîíè îäíå 

â³ä îäíîãî? Äîñèòü îçáðî¿òèñÿ âèì³ðþâàëüíèìè ³íñòðóìåíòàìè, ³ ìè 

ç’ÿñóºìî, ùî ôîðìè, ÿê³ çäàâàëèñÿ òàêèì  ð³çíèìè, çäåá³ëüøîãî áëè-

æ÷³, àí³æ ð³çí³. Ó ä³éñíî áåçäîíí³é êîìîð³ ôîðì æèâî¿ ïðèðîäè íå-

îäì³ííî çíàéäóòüñÿ ÷óäîâ³ çðàçêè äîâåðøåíèõ êîíñòðóêö³é òà ìåõàí³-

çì³â; çíàéäóòüñÿ òàì òàêîæ  äîáðå çíàéîì³ «³íæåíåðí³ ð³øåííÿ», 

ðîçðîáêà ÿêèõ âèìàãàëà á ó ëþäåé çíà÷íèõ âèòðàò ñèë òà ÷àñó. Àëå 

ä³àëîã ç ïðèðîäîþ íå ïðîñòèé. Ìè â³ä÷óâàºìî äåô³öèò çàñîá³â ñï³ëêó-

âàííÿ ç íåþ. Ðîçðîáëåí³ ìåòîäè òà ïðèéîìè, ùî â³äêðèâàþòü äåÿê³ 

«áóä³âåëüí³» ïðèíöèïè æèâî¿ ïðèðîäè, ñâ³ä÷àòü ïðî íåîáõ³äí³ñòü 

á³ëüø ãëèáîêîãî ¿õ ðîçãëÿäó. 

Â ê³íö³ ÕÕ ñòîë³òòÿ ç’ÿâèâñÿ òåðì³í «á³îäèçàéí», ÿêèé ïîºäíàâ 

äâ³ íàóêè - á³îí³êó òà äèçàéí. Ñïëàâ öèõ äâîõ íàóê âèÿâèâñÿ äóæå 

åôåêòèâíèì ÿê â òåîðåòè÷íîìó, òàê ³ â ïðàêòè÷íîìó íàïðÿìêàõ. Â 

ñâî¿é «Ìåòàô³çèö³» Àð³ñòîòåëü ïèñàâ: «...ïðèðîäà ³ ìèñòåöòâî – öå äâ³ 

îñíîâí³ ðóø³éí³ ñèëè ñâ³òó...». Äàâíüîðèìñüêèé àðõ³òåêòîð Â³òðóâ³é 

ó ñâîºìó òâîð³ ïðî àðõ³òåêòóðó ÷àñòî ïîñèëàºòüñÿ íà ïðèðîäó ÿê äæå-

ðåëî âèâ÷åííÿ òà íàñë³äóâàííÿ. ²òàë³éñüêèé àðõ³òåêòîð Àëüáåðò³ 

ââàæàâ, ùî çàäà÷à ìèòöÿ ïîëÿãàº â íàñë³äóâàíí³ ïðèðîä³, ÿêà º 

«êðàùèì ìàéñòðîì ôîðì». Ëåîíàðäî äà Â³í÷³ íàçèâàâ æèâîïèñ äî÷-

êîþ àáî îíó÷êîþ ïðèðîäè, à ìèòåöü ïîâèíåí çíàõîäèòè ïðåêðàñí³ 

ïðîïîðö³¿, çàêëàäåí³ â ïðèðîä³. Ä³äðî ââàæàâ, ùî «â ïðèðîä³ íåìàº 

í³÷îãî íåïðàâèëüíîãî ³ ùî ãàðìîí³ÿ íàéêðàùî¿ êàðòèíè º ñëàáèì íà-
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ñë³äóâàííÿì ãàðìîí³éíîñò³ ïðèðîäè». Â Êè¿âñüê³é Ðóñ³ îäíèì ç ïåð-

øèõ çàãîâîðèâ ïðî êðàñó ïðèðîäè Âîëîäèìèð Ìîíîìàõ. Ðîñ³éñüêîìó 

òà óêðà¿íñüêîìó ÷èòà÷åâ³  íà êðàñó ïðèðîäè â³äêðèëè î÷³ ïîåòè 

Î.Ïóøê³í, Ì.Ëåðìîíòîâ, Òàðàñ Øåâ÷åíêî, Ëåñÿ Óêðà¿íêà, ²âàí Ôðà-

íêî, Ô.Òþò÷åâ, À.Ôåò, ïèñüìåííèêè ².Òóðãåíºâ, À.×åõîâ, ².Áóí³í, 

Ìèõàéëî Êîöþáèíñüêèé, Ïàíàñ Ìèðíèé. 

Àìåðèêàíñüêèé äîñë³äíèê Ð.Óëüðèõ ï³äðàõóâàâ, ùî äî á³ëüøîñò³ 

ëàóðåàò³â Íîáåë³âñüêî¿ ïðåì³¿ ãåí³àëüí³ ³äå¿ ïðèéøëè ï³ä ÷àñ ïðîãó-

ëÿíîê ïî êðàñèâèõ ëàíäøàôòàõ. 

Îäí³ºþ ç òðüîõ ã³ëîê äèçàéíó º ³íäóñòð³àëüíèé äèçàéí, ó ÿêîìó 

âèêîðèñòàííÿ «ïàòåíò³â» æèâî¿ ïðèðîäè äàº ö³êàâ³ ðåçóëüòàòè. Âèíà-

õ³äíèêè áàãàòî ïðàöþâàëè íàä ïðîáëåìîþ êîíñòðóþâàííÿ íàä³éíîãî 

ïðèñòðîþ äëÿ áóð³ííÿ ñâåðäëîâèí. Áóëî ñòâîðåíî ê³ëüêà äåñÿòê³â 

êîíñòðóêö³é íîæ³â, àëå ä³éøîâøè äî òâåðäèõ ïîð³ä, âñ³ íîæ³ òóïèëè-

ñÿ, òîä³ âèíàõ³äíèêè çâåðíóëè óâàãó íà çóáè ÿê âèìåðëèõ ïàëåîÿùå-

ð³â, òàê ³ áîáðà òà íóòð³¿. Ö³ çóáè ìàþòü ñïåöèô³÷íó ôîðìó, ÿêà 

ñïðèÿº ¿õíüîìó çàãîñòðåííþ ïðè ðîáîò³. Ñïèðàþ÷èñü íà öþ ³äåþ, áó-

ëè ñòâîðåí³ ð³çö³ íå ò³ëüêè äëÿ áóð³ííÿ ñâåðäëîâèí, àëå é äëÿ îáðîá-

êè ìåòàë³â. Çàïîçè÷èâøè ó ï³íãâ³íà ñïîñ³á ïåðåñóâàííÿ ïî ñí³ãó òà 

òîíêîìó ëüîäó, êîëè â³í ëÿãàº íà æèâ³ò ³ â³äøòîâõóºòüñÿ ëàñòàìè, 

êîíñòðóêòîðè ç Íèæíüîãî Íîâãîðîäó ñòâîðèëè ñí³ãîõîäíó ìàøèíó 

«Ï³íãâ³í». Á³îïðîòîòèïè øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè êîíñòðóþ-

âàíí³ ñ³ëüñüêîãîñïîäàðñüêî¿ òåõí³êè. Òàê íà îñíîâ³ ïðîòîòèïó ç ðèþ-

÷èìè ê³íö³âêàìè æó÷ê³â âîâ÷êà ³ íîñîðîãà áóëè ðîçðîáëåí³ íîâ³ êîíñ-

òðóêö³¿ ïëîñêîð³çàëüíèõ ðîáî÷èõ îðãàí³â ³ç çóáàìè íà ëåìåøàõ ³ ñòî-

ÿêó.  Ðèþ÷³ ôîðìè ò³ëà êðîòà ïîñëóæèëè ³äåºþ äëÿ ñòâîðåííÿ ðîáî-

÷èõ îðãàí³â ñòð³ëü÷àñòîãî òèïó. Ï³ä êåð³âíèöòâîì ïðîôåñîðà 

Â.².Êîðàáåëüñüêîãî ðîçðîáëåí³ ðîáî÷³ îðãàíè äëÿ ðèõë³ííÿ ãðóíòó íà 

ð³çíèõ ãëèáèíàõ. Òàê³ îðãàíè ìàþòü êðèâ³ ë³í³éí³ ëàïè, çäàòí³ ³íòåí-

ñèô³êóâàòè ðèõë³ííÿ çà ðàõóíîê çíàêîçì³ííèõ äåôîðìàö³é. Ïðîòîòè-

ïè æèâî¿ ïðèðîäè âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ ³ äëÿ ïëàâàþ÷èõ çàñîá³â – 

÷îâí³â òà êîðàáë³â. Îäíèì ³ç íàéøâèäøèõ ïëàâàþ÷èõ ïðåäñòàâíèê³â 

æèâî¿ ïðèðîäè º ðèáà-ìå÷, ìàêñèìàëüíà øâèäê³ñòü ïëàâàííÿ ÿêî¿ äî-

ñÿãàº 130 êì/ãîä. Ðèáà-ìå÷ â³äçíà÷àºòüñÿ ñâîºð³äíîþ ôîðìîþ ò³ëà äî-

âæèíîþ äî 2 ì.  Âèñîêó åôåêòèâí³ñòü ìàº õâîñòîâèé ïëàâíèê, âåëè-

÷èíà ÿêîãî ïåðåâèùóº íàéá³ëüøó  òîâùèíó ò³ëà ó 2,2 ðàçè. Ðîëü æî-
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ðñòêîãî ñòàá³ë³çàòîðà ìå÷-ðèáè â³ä³ãðàº ñïèííèé ïëàâíèê  îáò³÷íî¿ 

ôîðìè. 

 Âèðîáè ëþäèíè ïîñòóïîâî óäîñêîíàëþþòüñÿ, à ÿêùî âîíè ñòà-

ð³þòü, àáî ¿õ ñòàº çàíàäòî áàãàòî, ¿õ ë³êâ³äóþòü. Â æèâ³é ïðèðîä³ ïî-

ìåðë³  îá’ºêòè º îñíîâîþ äëÿ íîâîãî æèòòÿ. Íà æàëü,  ñó÷àñíà ëþäè-

íà ç ö³ºþ ïðîáëåìîþ ïîêè ùî íå ñïðàâëÿºòüñÿ.  Âåëè÷åçí³ â³äõîäè 

âèðîáíèöòâà, çàáðóäíåííÿ ð³÷îê, ìîð³â òà ïîâ³òðÿ, óòâîðåííÿ â àòìî-

ñôåð³ îçîíîâèõ ä³ðîê, çàãàëüíå ïîòåïë³ííÿ âðåøò³-ðåøò ïðèâåäóòü äî 

ãëîáàëüíî¿ êàòàñòðîôè, ÿêùî ëþäèíà íå  óñâ³äîìèòü âñþ ñåðéîçí³ñòü 

ñèòóàö³¿. Æèâà ïðèðîäà çàâæäè áóëà ïðèêëàäîì ³ äëÿ àðõ³òåêòóðè, 

ÿêà ³ñíóº âæå 5 òèñÿ÷ ðîê³â. Îñîáëèâî êîðèñíèì º ïðèêëàä æèâî¿ 

ïðèðîäè ïðè áóä³âíèöòâ³ ç ëåãêèõ êîíñòðóêö³é, òîáòî - ÿê ïðè ì³í³-

ìàëüí³é âèòðàò³ ìàòåð³àëó òà ïðàö³ îòðèìàòè ìàêñèìàëüíèé ðåçóëü-

òàò. Ïðîîáðàçàìè òîíêîñò³ííèõ îáîëîíîê, òåíòîâèõ òà âàíòîâèõ ïî-

êðèòò³â, ïíåâìàòè÷íèõ êîíñòðóêö³é º òâîðè ïðåäñòàâíèê³â æèâî¿ 

ïðèðîäè. Öå ïàóòèíà, ÿêà õàðàêòåðèçóºòüñÿ âèñîêîþ ì³öí³ñòþ ïðè 

ìàë³é âàç³, öå ïòàøèí³ ãí³çäà, öå ðàêîâèíè ìîëþñê³â òîùî. 

Â õðàì³ Ñàãðàäà Ôàì³ë³à â Áàðñåëîí³ (²ñïàí³ÿ, àðõ³òåêòîð Àíòî-

í³î Ãàóä³) ðîçòàøóâàííÿ â³êîí, ô³ãóðí³ âîäîñò³÷í³ æîëîáè, øïèë³ âå-

ðøèí áàøò âèêëèêàí³ òèïîâèìè  äëÿ ö³º¿ ì³ñöåâîñò³ òâàðèííèì òà 

ðîñëèííèì ñâ³òîì: òóò ÿù³ðêè, ìîðñüê³ òà ñóõîïóòí³ ñëèìàêè, ñàëà-

ìàíäðè, æàáè, ïóãîëîâêè òà çá³ëüøåí³ êîëîñêè ðîñëèí. Ïëàñòèêà Ãà-

óä³, ùî âèðàæåíà ó ôîðìàõ òà êîëüîðîâèõ â³äò³íêàõ, çàñíîâàíà íà 

ãëèáîêîìó âèâ÷åíí³ ïðèðîäè. Ïðî öå ñâ³ä÷àòü éîãî âëàñí³ ñëîâà: «Öå 

äåðåâî ïîðÿä ç ìîºþ ìàéñòåðíåþ – ì³é ó÷èòåëü». Îá’ºêòàì òà ïðåäìå-

òàì, ñòâîðåíèì ëþäèíîþ, ïðèòàìàíí³ òàê³ çàêîíîì³ðíîñò³ ÿê ðèòì, 

ð³âíîâàãà, äèíàì³÷í³ñòü òà ñòàòè÷í³ñòü ôîðìè, ñèìåòð³ÿ òà àñèìåòð³ÿ, 

ìàñøòàá ³ ìàñøòàáí³ñòü, ïðîïîðö³¿, êîíòðàñò ³ íþàíñ. Âñ³ ö³ çàêîíî-

ì³ðíîñò³ ëþäèíà òàêîæ âçÿëà ç ïðèðîäè. 

Âåëèêó ðîëü æèâà ïðèðîäà â³ä³ãðàº ³ â ãðàô³÷íîìó äèçàéí³. Çîê-

ðåìà, òóò ïðîâ³äíèì ôàêòîðîì º êîë³ð. Áàðâèñò³ñòü ïðèðîäè º íåâè÷å-

ðïíèì äæåðåëîì åìîö³éíèõ â³ä÷óòò³â òà åñòåòè÷íèõ ïåðåæèâàíü ëþ-

äèíè. Ïðèêëàäîì íàñë³äóâàííÿ êîëüîðàì ïðèðîäè º ßïîí³ÿ ç ¿¿ ìà-

ëüîâíè÷îþ ³ áàðâèñòîþ ïðèðîäîþ, ç ¿¿ çì³íàìè ó â³äïîâ³äíîñò³ ç ïî-

ðàìè ðîêó. Çàâäÿêè öüîìó ó ÿïîíö³â ðîçâèíóëàñÿ âèñîêà ÷óòëèâ³ñòü 

äî êîëüîð³â ³ â³äò³íê³â, ÿêà â³äáèëàñÿ íà äåêîðàòèâíî-ïðèêëàäíîìó 

ìèñòåöòâ³, ÿê ïðîôåñ³éíîìó, òàê ³ íàðîäíîìó. Òàê ó ðîìàíòè÷íèõ 
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ðîçïîâ³äÿõ ïðèäâîðíèõ äàì çãàäóþòüñÿ íàçâè ð³çíèõ êîëüîð³â, ê³ëü-

ê³ñòü ÿêèõ äîõîäèòü äî 170 íàéìåíóâàíü. Òå æ ìîæíà ñêàçàòè é ïðî 

Óêðà¿íó, äå ùå ç ÷àñ³â Òðèï³ëëÿ (²Ó – ²²² ñò.äî  í.å.) ñïîñòåð³ãàâñÿ ò³-

ñíèé çâ’ÿçîê ëþäèíè ç ïðèðîäîþ. Ïðî öå ñâ³ä÷àòü àðõåîëîã³÷í³ ðîç-

êîïêè. Ö³êàâî, ùî ð³çí³ ðàéîíè Óêðà¿íè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñâî¿ìè 

îñîáëèâîñòÿìè â ôîðìàõ, êîëüîðàõ, îðíàìåíòèö³ ïðåäìåò³â, ñòâîðå-

íèõ ëþäèíîþ. Â öåíòðàëüí³é Óêðà¿í³ ñòðîêàò³ñòü ïîëòàâñüêèõ êâ³ò³â, 

ïîëîã³ ïàãîðáè òà ñîíÿ÷í³ñòü íåáà â³äáèëèñÿ ó ÿñêðàâèõ âèøèâêàõ 

ñîðî÷îê, â á³ëèõ õàòàõ ç îêðóãëèìè ñîëîì’ÿíèìè ñòð³õàìè. ²íøà êî-

ëîðèñòèêà â Êàðïàòàõ ç òóìàííèìè ñèâèìè ãîðàìè, ñèí³ìè ñìåð³÷êà-

ìè, òåìíèìè ñòð³ìêèìè ïîòîêàìè, ÿê³ â³äáèëèñÿ ó ãîñòðîäàõèõ äå-

ðåâ’ÿíèõ áóä³âëÿõ, à îäÿã ìàº êîíòðàñòíèé ãåîìåòðè÷íèé îðíàìåíò ç³ 

çíà÷íîþ ÷àñòêîþ ÷îðíîãî êîëüîðó. Êîëüîðè Óêðà¿íè ïðîÿâëÿþòüñÿ ó 

ñâîºìó áàãàòîáàðâíîìó ðîçìà¿òò³ â ð³çíèõ ðàéîíàõ, ó â³äïîâ³äíîñò³ ç 

ïåðåâàæàþ÷èìè êîëüîðàìè, êë³ìàòîì ³ ëàíäøàôòîì. Ôëîðà Óêðà¿íè 

çäåá³ëüøîãî ìîæå áóòè îõàðàêòåðèçîâàíà êîíòðàñòíèìè ñïîëó÷åííÿ-

ìè ð³çíîìàí³òíîãî çà òîíàëüí³ñòþ çåëåíîãî ³ á³ëîãî êîëüîð³â òà íàñè-

÷åíèìè ÷åðâîíèì,  æîâòîãàðÿ÷èì, æîâòèì òà ñèí³ì êîëüîðàìè êâ³ò³â 

àáî ÿã³ä (ìàê, ðîìàøêà, ñîíÿøíèê, âîëîøêà, êàëèíà, âèøíÿ, ÷îðíî-

áðèâö³, ìàëüâà, áàðâ³íîê, êóëüáàáà). 

Â 1965 ðîö³ àìåðèêàíñüêèé àðõ³òåêòîð ×àðëüç Ìóð âèêîíàâ ³í-

òåð’ºð âåëèêîãî áóäèíêó â Êàë³ôîðí³¿, â ÿêîìó íà ñò³íàõ áóëè íàíå-

ñåí³ âåëè÷åçí³ êîëüîðîâ³ êâàäðàòè ³ êîëà. Öåé ïðèéîì Ìóð íàçâàâ ñó-

ïåðãðàô³êîþ. Äæåðåëà ñóïåðãðàô³êè ñïîñòåð³ãàëèñÿ â ìàòåð³àëüí³é 

êóëüòóð³ ùå çà ìèíóëèõ ÷àñ³â, àëå îñîáëèâîãî ðîçâèòêó ñóïåðãðàô³êà 

íàáóëà â ÕÕ ñòîë³òò³. Öå ñóïðåìàòè÷í³ êîíñòðóêö³¿ Ê.Ìàëåâè÷à, àð-

õ³òåêòóðíà ïîë³õðîì³ÿ Á.Òàóòà, ãðàô³÷í³ åêñïåðèìåíòè ß.×åðí³õîâà, 

çîêðåìà, éîãî ñåð³ÿ «Ñ³ò÷àñòèé îðíàìåíò». Ñóïåðãðàô³êà îäåðæàëà 

çíà÷íå ïîøèðåííÿ â ßïîí³¿. Íà ïî÷àòêó 70-õ ðîê³â àðõ³òåêòîð Ò³êà-

äçàâà ôàðáóº áóäèíêè â ÿñêðàâ³ êîëüîðè, àðõ³òåêòîð Òàíàêà âèêîðèñ-

òîâóº íà ôàñàäàõ ïîïåðå÷í³ êîëüîðîâ³ ñìóãè. Òàêèì ÷èíîì åôåêòèâíå 

âèêîðèñòàííÿ á³îäèçàéíó ìàëî á  ñïðèÿòè ñòàíîâëåííþ íàö³îíàëüíîãî 

óêðà¿íñüêîãî äèçàéíó. Íà ïðåâåëèêèé æàëü, ñòàíîâëåííÿ ïðîôåñ³éíî-

ãî äèçàéíó íà ïî÷àòêó ÕÕ ñòîë³òòÿ â Óêðà¿í³ áóëî íåóêðà¿íñüêèì, 

îäí³ºþ ç ïðè÷èí áóëî òå, ùî ó ñâ³äîìîñò³ çíà÷íî¿ ÷àñòèíè íàñåëåííÿ 

Óêðà¿íè âñå óêðà¿íñüêå áóëî ïîâ’ÿçàíå ëèøå ç ñåëîì. Öå êóëüòèâóâà-

ëîñÿ ñïî÷àòêó öàðñüêîþ Ðîñ³ºþ, çîêðåìà Ïåòðîì ² òà Êàòåðèíîþ ²², à 
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ï³çí³øå ðàäÿíñüêîþ ³äåîëîã³ºþ â ÑÐÑÐ. Äëÿ äîñÿãíåííÿ îíîâëåíî¿ 

íàö³îíàëüíî¿ ³äåíòè÷íîñò³ ñë³ä ãëèáîêî äîñë³äèòè ìàòåð³àëè, 

ïîâ’ÿçàí³ ç íàðîäæåííÿì òà ðîçâèòêîì íîâ³òíüîãî íàö³îíàëüíî îð³ºí-

òîâàíîãî äèçàéíó â ßïîí³¿, Ô³íëÿíä³¿ òà ²òàë³¿. Ñàìå â öèõ êðà¿íàõ 

ñôîðìóâàâñÿ äèçàéí, ùî âò³ëþº ãëèáèíí³ íàö³îíàëüí³ ñóòíîñò³ ìîâîþ 

ñó÷àñíèõ â³çóàëüíèõ ôîðì. Îäí³ºþ ç³ ñêëàäîâèõ òàêîãî íàðîäæåííÿ 

ïîâèííî ñòàòè âèêîðèñòàííÿ â äèçàéí³ ³äåé ³ ôîðì òâàðèííîãî òà ðîñ-

ëèííîãî ñâ³òó Óêðà¿íè. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ³äåíòè÷í³ñòü íèí³øíüî¿ 

óêðà¿íñüêî¿ íàö³¿ ïîâí³ñòþ íå çá³ãàºòüñÿ ç ò³ºþ, ùî áóëà  çà ÷àñ³â 

Øåâ÷åíêà, ÷è êîçà÷÷èíè, ÷è Êè¿âñüêî¿ Ðóñ³ – í³ â ïîáóò³, í³ â ñïðèé-

íÿòò³ ëþäåé. Òîìó òðåáà ñòâîðþâàòè ñâîº ñüîãîäí³øíº õàðàêòåðíå îá-

ëè÷÷ÿ, ç óðàõóâàííÿì âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ñó÷àñíèõ ÷èííèê³â. Ïîêèùî 

íå ïîñòàâëåíà çàäà÷à ñòâîðåííÿ «óêðà¿íñüêîãî äèçàéíó», à ³ñíóº ëèøå 

«äèçàéí íà çåìë³ Óêðà¿íè». Íà ñòîð³íêàõ ³ñíóþ÷î¿ é äîñèòü ÷èñåëüíî¿ 

äèçàéíåðñüêî¿ ïðåñè â³äñóòíÿ äèñêóñ³ÿ ì³æ äèçàéíåðàìè ñòîñîâíî 

«óêðà¿íñüêîãî äèçàéíó». Ïàðàäîêñîì º òå, ùî âñ³ àðõ³òåêòóðíî-

äèçàéíåðñüê³ æóðíàëè âèäàþòüñÿ, ïåðåâàæíî, ðîñ³éñüêîþ ìîâîþ. Îñ-

íîâíîþ òåîðåòè÷íîþ áàçîþ ðîçâèòêó á³îäèçàéíó º ñï³ëüí³ñòü ³íôîð-

ìàö³éíî¿ îñíîâè ïðîöåñ³â ôîðìîóòâîðåííÿ â ïðèðîä³ ³ â øòó÷íî ñòâî-

ðþâàíîìó ñåðåäîâèù³. Öå â³äíîñèòüñÿ äî îñîáëèâîñòåé ôóíêö³îíóâàí-

íÿ á³îñèñòåì, ¿õ âçàºìîçâ’ÿçêó ³ ³ºðàðõ³÷íîñò³ ïîáóäîâè, ùî â³äïîâ³äàº 

òèïîëîã³çàö³¿ îá’ºêò³â øòó÷íîãî ñåðåäîâèùà òà ¿õ ñï³ââ³äíîøåííþ 

ì³æ ñîáîþ. 

Ñï³ëüí³ñòü (â îñíîâíîìó) ³íôîðìàö³éíî¿ áàçè ôîðìîóòâîðåííÿ â  

ïðèðîä³ òà òåõí³ö³, àðõ³òåêòóð³, äèçàéí³, ìèñòåöòâ³ äîçâîëÿº ðîçâèâà-

òè ïðèíöèï àíàëîã³¿ äâîõ ð³çíèõ çà ö³ëüîâèì ïðèçíà÷åííÿì ñèñòåì íà 

ð³çíèõ ð³âíÿõ [1, 2] äëÿ îñâîºííÿ ïðèðîäí³õ ôîðì ç ìåòîþ â³äòâîðåí-

íÿ  ¿õ ö³ëüîâèõ õàðàêòåðèñòèê â øòó÷íî ñòâîðþâàíèõ îá’ºêòàõ. Ïðè 

öüîìó ìîæëèâå â³äòâîðåííÿ ÿêîñòåé á³îôîðì íà ð³âí³ îáðàçó, ôîðìè, 

õàðàêòåðó ä³¿, êîìïëåêñíî àáî ÷àñòêîâî. 

Îáðàçíå ìîäåëþâàííÿ á³îôîðì â äèçàéí³ ïåðåäáà÷àº â³äòâîðåííÿ 

îñíîâíèõ îçíàê ïðèðîäíîãî àíàëîãà çà ôîðìîþ, ñòðóêòóðîþ ïîáóäîâè, 

êîëüîðîì, õàðàêòåðîì ä³¿, êîìïîíîâêè, ãåîìåòð³¿ ïîáóäîâè òîùî. 

Íàéïîøèðåí³øîþ ñôåðîþ çàñòîñóâàííÿ îáðàçíîãî ìîäåëþâàííÿ á³î-

ôîðì º ãðàô³÷íèé äèçàéí (ñòèë³çàö³ÿ á³îôîðì íà îñíîâ³ ïîáóäîâè àñî-

ö³àòèâíèõ ðÿä³â ïðè ðîçðîáö³ òîâàðíèõ çíàê³â, ëîãîòèï³â, ñèìâîë³â 

òîùî), â òåõí³ö³ ³ àðõ³òåêòóð³ – ïðè íàäàíí³ âèðîáó, îá’ºêòó îçíàê 
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ïðèðîäíîãî (áåç ìîäåëþâàííÿ ³íøèõ îçíàê). Ä³àïàçîí ìîäåëåé â öüî-

ìó âèïàäêó ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ðÿäîì «êîï³ÿ – ñòèë³çàö³ÿ – ñè-

ìâîë». 

Ìîäåë³ ôóíêö³îíàëüíèõ ÿêîñòåé á³îôîðì âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè 

ðîçðîáö³ ìåõàí³÷íèõ ïðèñòðî¿â (á³îìåõàí³÷í³ ìîäåë³), ïðè ðîçðîáö³ 

àåðî-, ã³äðîäèíàì³÷íèõ ôîðì. Ñôåðîþ çàñòîñóâàííÿ ìîäåëåé º òåõí³-

êà, àðõ³òåêòóðà, ìåäèöèíà. Ñòðóêòóðí³ ìîäåë³ äîçâîëÿþòü â³äòâîðèòè 

ñïîñ³á êîìïîíîâêè ò³ëà àáî ïîâåðõí³ á³îôîðì ïðè êîíñòðóþâàíí³ áëî-

÷íèõ àáî ñòðèæíåâèõ ñèñòåì.  

Ãåîìåòðè÷íå ìîäåëþâàííÿ ïðèðîäí³õ ôîðì äîçâîëÿº ïåðåíåñòè â 

ïðàêòè÷íó ãàëóçü êîï³þ ïîâåðõí³ á³îôîðìè àáî ñïîñ³á ¿¿ óòâîðåííÿ 

ïðè çì³í³ îñíîâíèõ ïàðàìåòð³â. Ìîäåëþâàííÿ á³îôîðì íà â³äòâîðåííÿ 

ô³çè÷íèõ àíàëîã³é äîçâîëÿº îòðèìàòè òàêó äèçàéí-ôîðìó, ÿêà çà 

ïðèíöèïîì ðîáîòè êîíñòðóêö³¿ (êàðêàñó, îáîëîíêè) «ïîâòîðþº» ðàö³-

îíàëüíó (îïòèìàëüíó) ¿¿ ôîðìó.  Ó òàáëèö³ 1 ïîäàíèé çâ’ÿçîê ãàëóçåé 

ä³ÿëüíîñò³ ç âèäàìè ìîäåëþâàííÿ (õóäîæíüî-êîìïîçèö³éíèì, êîíñ-

òðóêòèâíèì, ñèñòåìíèì). Ó òàáëèö³ 2 ³ëþñòðóº ïðîáëåìíî-àñïåêòí³ 

çâ’ÿçêè ó ñèñòåì³ “âèäè ìîäåëþâàííÿ – ñïîñîáè ïîäàííÿ ³íôîðìàö³é-

íèõ îçíàê îá’ºêòó ìîäåëþâàííÿ” ó êîíòåêñò³ á³îäåçàéíó. 
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Ä
è
çà
é
í
 

Ñåðåäîâèù-

íèé 
+ + +  

Ñèñòåìà ðîç-

ñåëåííÿ 
   + + 

Áóäèíêè ³ 

ñïîðóäè 
+ + + + + 

À
ð
õ
³ò
åê
òó
ð
à 

²íòåð’ºð + +   

Òàáëèöÿ 2 

Àñïåêò Ãàëóçü Ïðîáëåìà Ïèòàííÿ Ìåòîä 

Ô³ëîñîôñü-

êèé 
Åñòåòèêà 

Åñòåòèêà 

ñåðåäîâèùà 

Äîñë³äæåííÿ çàêî-

íîì³ðíîñò³ åñòåòè÷-

íîãî ñåðåäîâèùà 

Åâðèñòè÷-

íèé àíàë³ç 

Ìåòîäîëî-

ã³÷íèé 

Òåîð³ÿ äèçàé-

íó, àðõ³òåêòó-

ðè,  ìèñòåöòâà 

Ãàðìîí³çàö³ÿ 

ð³øåíü 

Çàêîíîì³ðíîñò³ õó-

äîæíüî-åñòåòè÷íî¿ 

îñíîâè ôîðìè 

Ñòàòèñòè÷-

íèé àíàë³ç 

Ìåòîäè÷-

íèé 

Ìåòîäè 

ïðîåêòóâàííÿ, 

êîíñòðóþâàííÿ 

Ô³çè÷í³ îñíîâè 

ôîðìîóòâîðåí-

íÿ 

Ñèíòåç ìîäåëåé 

Ñòðóêòóíèé 

àíàë³ç, ÷èñ-

ëîâèé åêñ-

ïåðèìåíò 

Òåõí³÷íèé 

Ðåàë³çàö³ÿ 

òåîðåòè÷íèõ  

ïîëîæåíü 

Â³äòâîðåííÿ 

ÿêîñòåé á³î-

ïðîòîòèï³â 

Âèêîíàííÿ ïðîåêòó 

çîáðàæåííÿ 

Ïðîåêòíå 

ìîäåëþâàí-

íÿ 

Ïîëó÷åíî 16.03.2006 ã. 
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Ç ÏÐÈÊËÀÄÍÎ¯ ÃÅÎÌÅÒÐ²¯ 

Â ÷åðâí³ öüîãî ðîêó ìèíàº ñ³ì ðîê³â â³ä äàòè ðåºñòðàö³¿ Ì³í³ñ-

òåðñòâîì þñòèö³¿ Óêðà¿íè ñòàòóòó „Óêðà¿íñüêî¿ àñîö³àö³¿ ç ïðèêëàä-

íî¿ ãåîìåòð³¿”. Öåé ñòðîê – ñîë³äíèé ³ ìîæíà áóëî á îòðèìàòè ñåðéîç-

í³ ðåçóëüòàòè ä³ÿëüíîñò³ Àñîö³àö³¿ â íàóêîâîìó, ìåòîäè÷íîìó, ³íæå-

íåðíîìó òà îðãàí³çàö³éíîìó íàïðÿìêàõ. 

Áåçóìîâíî, ïåâí³ óñï³õè ìàþòü ì³ñöå, àëå ¿õ ìîãëî áóòè çíà÷íî 

á³ëüøå, ÿêùî á âïëèâ Àñîö³àö³¿ ðîçøèðèâñÿ íà âñþ Óêðà¿íó. Â ñòàòó-

ò³ Àñîö³àö³¿ çàïèñàíî, ùî ìåòîþ ¿¿ ôóíêö³îíóâàííÿ º çàäîâîëåííÿ òà 

çàõèñò çàêîííèõ ñîö³àëüíèõ, åêîíîì³÷íèõ, òâîð÷èõ òà ³íøèõ ñï³ëü-

íèõ ³íòåðåñ³â ñâî¿õ ÷ëåí³â ³ ñïðèÿííÿ âñåá³÷íîìó ðîçâèòêîâ³ ïðèêëà-

äíî¿ ãåîìåòð³¿. Ñòðàòåã³÷íà ìåòà ôóíêö³îíóâàííÿ Àñîö³àö³¿ – ïîêðà-

ùåííÿ âèêëàäàííÿ ãðàô³÷íèõ äèñöèïë³í â Óêðà¿í³, âèðîáíèöòâî òà 

ðåàëüíå âïðîâàäæåííÿ íàóêîâî-òåõí³÷íîãî ïðîäóêòó, à òàêîæ êàäðîâå 

â³äòâîðåííÿ òà ðîçøèðåííÿ ãåîìåòðè÷íî¿ øêîëè Óêðà¿íè øëÿõîì ¿¿ 

ö³ë³ñíîãî ðîçâèòêó â ðèíêîâèõ óìîâàõ. 

Ó á³ëüøîñò³ îáëàñòåé Óêðà¿íè ñòâîðåíî ïîíàä 30 îñåðåäê³â Àñî-

ö³àö³¿, àëå ò³ëüêè ê³ëüêà ç íèõ (Êè¿âñüêèé, Õàðê³âñüêèé, Ìåë³òîïîëü-

ñüêèé, Îäåñüêèé, Ìèêîëà¿âñüêèé, Ëüâ³âñüêèé, Êðèìñüêèé) àêòèâíî 

ïðàöþþòü, à ðåøòà, â êðàùîìó ðàç³, îáìåæóºòüñÿ çáèðàííÿì ð³÷íèõ 

âíåñê³â. Äîñâ³ä ðîáîòè ôàõ³âö³â ç Õàðêîâà ñâ³ä÷èòü, ùî äëÿ ïðîäóê-

òèâíî¿ ðîáîòè îñåðåäê³â íåîáõ³äíå ðåã³îíàëüíå îá’ºäíàííÿ ç îðãàí³çà-

ö³ºþ íåôîðìàëüíîãî óïðàâë³ííÿ. Ïîçèòèâíèé ïðèêëàä â öüîìó â³ä-

íîøåíí³ – ïë³äíà ñï³âïðàöÿ õàðê³âñüêèõ ïðîôåñîð³â Ë.Ì. Êóöåíêà òà 

Þ.Ì. Òîðìîñîâà. ª íåîáõ³äíèì ïîñèëåííÿ âçàºìîä³¿ Àñîö³àö³¿ òà ¿¿ 

îñåðåäê³â ç êåð³âíèöòâîì âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàä³â â ðåã³îíàõ ÷å-

ðåç îðãàí³çàö³þ ñï³ëüíèõ ç³ ñïåö³àë³ñòàìè - ñóì³æíèêàìè çàõîä³â: ñå-

ì³íàð³â, êîíôåðåíö³é, â òîìó ÷èñë³ ñòóäåíòñüêèõ òîùî. Ïîçèòèâí³ 

ïðèêëàäè â öüîìó ïèòàíí³ – êîíôåðåíö³¿ ç åíåðãîçáåðåæåííÿ, åêîëî-

ã³¿ òà äèçàéíó â Êðèìó, êîíôåðåíö³¿ ç ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â 

Õåðñîí³ òîùî. 

 

© Â.ª. Ìèõàéëåíêî, Â.Î. Ïëîñêèé, 2006 
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Ñóòòºâèìè ðåçóëüòàòàìè çà öåé ÷àñ º âèäàííÿ ï³äðó÷íèê³â òà 

íàâ÷àëüíèõ ïîñ³áíèê³â, íàïèñàíèõ äåðæàâíîþ ìîâîþ. Öå ïåðø çà 

âñå, íàâ÷àëüíèé êîìïëåêñ, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç ï³äðó÷íèêà „²íæåíåðíà 

òà êîìï’þòåðíà ãðàô³êà” (äâà âèäàííÿ) òà „Çá³ðíèêà çàäà÷ ç ³íæåíåð-

íî¿ òà êîìï’þòåðíî¿ ãðàô³êè” (Â.ª. Ìèõàéëåíêî, Â.Ì. Íàéäèø, À.Ì. 

Ï³äêîðèòîâ, ².À. Ñêèäàí), ï³äðó÷íèê „Îñíîâè ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþ-

âàííÿ” (Þ.Ì. Êîâàëüîâ), ï³äðó÷íèêè „²íæåíåðíà ãðàô³êà” (Â.ª. Ìè-

õàéëåíêî, Â.Â. Âàí³í, ÑÌ. Êîâàëüîâ) (äâà âèäàííÿ), „Íàðèñíà ãåîìåò-

ð³ÿ” (Â.ª. Ìèõàéëåíêî, Ì.Ô. ªâñòèôåºâ, Ñ.Ì. Êîâàëüîâ, Î.Â. Êàùåí-

êî), „²íæåíåðíà ãðàô³êà: êðåñëåííÿ, êîìï’þòåðíà ãðàô³êà” (çà ðåä. 

À.Ï. Âåðõîëè), „Îôîðìëåííÿ êîíñòðóêòîðñüêî¿ äîêóìåíòàö³¿” 

(Â.Â.Âàí³í òà ³í.). Äëÿ äèçàéíåð³â òà àðõ³òåêòîð³â âèéøîâ ïîñ³áíèê 

„Îñíîâè êîìïîçèö³¿” (Â.ª. Ìèõàéëåíêî, Ì.². ßêîâëºâ). Çàâåðøóºòüñÿ 

ðîáîòà ïî ñòâîðåííþ ïîñ³áíèêà äëÿ àñï³ðàíò³â òà ïîøóêóâà÷³â, ïðè-

ñâÿ÷åíîãî ñïåö³àëüíèì ïèòàííÿì ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Âèéø-

ëà â ñâ³ò ïðîãðàìà ç íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿, ³íæåíåðíî¿ òà êîìï’þòåðíî¿ 

ãðàô³êè äëÿ òðüîõ ð³âí³â âèêëàäàííÿ, â çàëåæíîñò³ â³ä ÷èñëà íàâ÷à-

ëüíèõ ãîäèí. Çàâåðøóºòüñÿ ðîáîòà íàä íàâ÷àëüíèì ïîñ³áíèêîì „Îñ-

íîâè á³îäèçàéíó” (Â.ª. Ìèõàéëåíêî, Î.Â. Êàùåíêî). Õàðê³âñüêèìè 

â÷åíèìè ñòâîðþºòüñÿ ïåðøèé ìóëüòèìåä³éíèé ï³äðó÷íèê ç íàðèñíî¿ 

ãåîìåòð³¿. 

Ð³ê òîìó êåð³âíèöòâó âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàä³â, äå íàóêîâî¿ òà 

ñåðéîçíî¿ ìåòîäè÷íî¿ ðîáîòè ç ïðèêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ íå âåäåòüñÿ, Àñî-

ö³àö³ºþ áóëè íàïðàâëåí³ ëèñòè ç ïðîïîçèö³ÿìè ïðî ñï³âïðàöþ òà íà-

äàííÿ äîïîìîãè, àëå ìàéæå í³ÿêî¿ ðåàêö³¿ íà äàíó ³í³ö³àòèâó â³ä êå-

ð³âíèöòâà âóç³â òà â³äïîâ³äíèõ êàôåäð íåìàº. Î÷åâèäíî, öå ï³äêðåñ-

ëþº äîñèòü ïîøèðåíå ñòàâëåííÿ äî ãðàô³÷íèõ äèñöèïë³í â ðåã³îíàõ, 

äå â³äñóòíÿ àêòèâíà íàóêîâà ä³ÿëüí³ñòü ç íàøî¿ ñïåö³àëüíîñò³, ÿê äî 

äðóãîðÿäíî¿ òà àðõà¿÷íî¿ äèñöèïë³íè. 

Â Óêðà¿í³ âèõîäÿòü ÷îòèðè íàóêîâî-òåõí³÷í³ çá³ðíèêè. Á³ëüøå 40 

ðîê³â âèõîäèòü çá³ðíèê „Ïðèêëàäíà ãåîìåòð³ÿ, ³íæåíåðíà ãðàô³êà”, 

ïåðøèì â³äïîâ³äàëüíèì ðåäàêòîðîì ÿêî¿ áóâ çàñíîâíèê óêðà¿íñüêî¿ 

øêîëè â ãàëóç³ ïðèêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ ïðîôåñîð Ñ.Ì. Êîëîòîâ. Çàðàç 

çá³ðíèêè ç ïðèêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ âèõîäÿòü â Õàðêîâ³ òà Ìåë³òîïîë³, à 

çà ñïåö³àëüí³ñòþ 05.01.03 â Êèºâ³ ïî÷àâ âèõîäèòè çá³ðíèê „Òåõí³÷íà 

åñòåòèêà ³ äèçàéí”. 
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Çá³ðíèê „Ïðèêëàäíà ãåîìåòð³ÿ òà ³íæåíåðíà ãðàô³êà” âæå äîñÿã-

íóâ òàêîãî ñòàíó, ùî éîãî ñë³ä âèâîäèòè íà ì³æíàðîäíèé ð³âåíü. Ðî-

áî÷èìè ìîâàìè ó íüîìó ìîæóòü áóòè óêðà¿íñüêà, àíãë³éñüêà òà ðîñ³é-

ñüêà. Äî ñêëàäó ðåäàêö³éíî¿ êîëåã³¿ çá³ðíèêà âæå âêëþ÷åíî êåð³âíè-

ê³â Ì³æíàðîäíî¿ ñï³ëêè ç ãåîìåòð³¿ òà ãðàô³êè ïðîô. Ãþíòåðà Âàéñà 

(ÔÐÍ) òà ïðîô. Ãåëüìóòà Øòàõåëÿ (Àâñòð³ÿ). 

Îäíèì ç íàéâàæëèâ³øèõ çàâäàíü Àñîö³àö³¿ áóëî ³ º ï³äãîòîâêà 

íàóêîâèõ êàäð³â. Îáóìîâëåíî öå ÿê ïîñòàð³ííÿì êàäð³â, òàê ³ çíè-

æåííÿì ³íòåðåñó ñó÷àñíî¿ ìîëîä³ äî íàóêîâî¿ ðîáîòè. ßêùî 15-20 ðî-

ê³â òîìó, íàïðèêëàä, íà äâîõ êàôåäðàõ ó Êè¿âñêîìó íàö³îíàëüíîìó 

óí³âåðñèòåò³ áóä³âíèöòâà ³ àðõ³òåêòóðè (ÊÍÓÁÀ), ÿê³ ãîòóþòü ñïåö³à-

ë³ñò³â çà ñïåö³àëüí³ñòþ 05.01.01, îäíî÷àñíî íàâ÷àëîñÿ ïîíàä 20 àñï³-

ðàíò³â, òî çàðàç ò³ëüêè 5; ÿêùî çà ÷àñ³â ÑÐÑÐ íà êàôåäðàõ íàâ÷àëèñÿ 

ïðåäñòàâíèêè áàãàòüîõ ñîþçíèõ ðåñïóáë³ê, îñîáëèâî ñåðåäíüîàç³àòñü-

êèõ, òî òåïåð íàâ÷àþòüñÿ ëèøå ïðåäñòàâíèêè Óêðà¿íè ç ïðè÷èíè âè-

ñîêî¿ âàðòîñò³ íàâ÷àííÿ â àñï³ðàíòóð³.  

Ïàðó ðîê³â òîìó  â ãàçåò³ „Óðÿäîâèé êóð’ºð” îïóáë³êîâàíî ñòàò-

òþ Â.ª.Ìèõàéëåíêà „Íåâèêîðèñòàíèé êàï³òàë”, â ÿê³é ïèñàëîñÿ, ùî 

ó âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ Óêðà¿íè íàêîïè÷åíî âåëèêèé êàï³òàë 

ó ñïðàâ³ ï³äãîòîâêè êàíäèäàò³â òà äîêòîð³â íàóê, ÿêèé çàðàç çîâñ³ì íå 

âèêîðèñòîâóºòüñÿ. Ê³ëüêà ì³ñÿö³â òîìó ìè çâåðíóëèñÿ äî ïðåçèäåíòà 

Óêðà¿íè ç àíàëîã³÷íèì ëèñòîì, äîäàâøè äî ëèñòà êñåðîêîï³þ ç „Óðÿ-

äîâîãî êóð’ºðà”. Áåçóìîâíî, öå çâåðíåííÿ íå ä³éøëî äî Ïðåçèäåíòà, 

îñê³ëüêè ìè îòðèìàëè íà öåé ëèñò ôîðìàëüíó â³äïèñêó, ùî öåé ëèñò 

ïåðåäàíî äî ïðåçèä³¿ Íàö³îíàëüíî¿ àêàäåì³¿ íàóê äëÿ ðåàãóâàííÿ, õî-

÷à ó âóçàõ Óêðà¿íè ï³äãîòîâêà íàóêîâèõ êàäð³â ìàëà çíà÷íî á³ëüøèé 

ìàñøòàá, í³æ ó ³íñòèòóòàõ ÍÀÍ Óêðà¿íè. Ìè ïåðåêîíàí³, ùî íåîá-

õ³äíî íà ì³æäåðæàâíîìó ð³âí³ ðîçãëÿíóòè ïèòàííÿ ïðî ï³äãîòîâêó â 

Óêðà¿í³ íàóêîâî-ïåäàãîã³÷íèõ êàäð³â â îáì³í íà òóðêìåíñüêèé ãàç, 

êàçàõñòàíñüêó ì³äü, óçáåöüêó áàâîâíó, ìîëäîâñüê³ ôðóêòè òîùî. Äó-

ìàºì, ùî òåïåð â³ä ³ìåí³ íàøî¿ àñîö³àö³¿ ñë³ä íàïèñàòè â³äïîâ³äíå 

çâåðíåííÿ äî Êàá³íåòó Ì³í³ñòð³â Óêðà¿íè. Íàñòàâ òàêîæ ÷àñ âíåñòè 

ñóòòºâ³ çì³íè òà äîïîâíåííÿ äî ïàñïîðòó ñïåö³àëüíîñò³ „Ïðèêëàäíà 

ãåîìåòð³ÿ òà ³íæåíåðíà ãðàô³êà” òà äî ïðîãðàìè ï³äãîòîâêè êàíäè-

äàòñüêèõ åêçàìåí³â ç ö³º¿ ñïåö³àëüíîñò³. Êåð³âíèöòâî Àñîö³àö³¿ âæå 

îòðèìàëî â³äïîâ³äí³ ïðîïîçèö³¿ ç Ìåë³òîïîëÿ (ïðîô. Â.Ì.Íàéäèø) òà 

Õàðêîâà (ïðîô. Êóöåíêî Ë.Ì.). Ìè áóäåìî íàäçâè÷àéíî âäÿ÷í³ âñ³ì 
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ñïåö³àë³ñòàì, ÿê³ õîò³ëè á âèñëîâèòèñü ç öüîãî ïðèâîäó, äëÿ òîãî ùîá 

íîâ³ ðåäàêö³¿ ïàñïîðòó òà ïðîãðàìè áóëè ÿêíàéá³ëüøå çáàëàíñîâàí³ òà 

ç ìàêñèìàëüíîþ ïîâíîòîþ âðàõîâóâàëè íàïðÿìêè íàóêîâèõ ³íòåðåñ³â 

âñ³º¿ óêðà¿íñüêî¿ ãåîìåòðè÷íî¿ ñï³ëüíîòè. 

Â Óêðà¿í³ ùîð³÷íî ïðîâîäÿòüñÿ ì³æíàðîäí³ êîíôåðåíö³¿ ç ïðè-

êëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ òà òåõí³÷íî¿ åñòåòèêè. Ó 2002 ðîö³ Àñîö³àö³ÿ îðãà-

í³çóâàëà òà ïðîâåëà Õ Âñåñâ³òíþ êîíôåðåíö³þ ç ãåîìåòð³¿ òà ãðàô³êè 

(ICGG), â ÿê³é âçÿëè ó÷àñòü ïðåäñòàâíèêè 24 êðà¿í. Çàâäÿêè ïðîâå-

äåííþ ö³º¿ êîíôåðåíö³¿ Óêðà¿íà áóëà âèçíàíà ÿê äåðæàâà, äå óñï³øíî 

ðîçâèâàþòüñÿ ïðèêëàäíà ãåîìåòð³ÿ òà ãðàô³êà.  

Ó 2005 ðîö³ â Õàðêîâ³ áóëî óñï³øíî ïðîâåäåíî ïåðøó óêðà¿íñü-

êî-ðîñ³éñüêó êîíôåðåíö³þ. Â 2007 ðîö³ ïëàíóºòüñÿ ïðîâåñòè ðîñ³éñü-

êî-óêðà¿íñüêó êîíôåðåíö³þ â Áºëãîðîä³. 

Çà îñòàíí³ ðîêè àêòèâ³çóâàëàñÿ ðîáîòà ïî ï³äãîòîâö³ ³ çàõèñòó 

äîêòîðñüêèõ äèñåðòàö³é. Öüîìó ñïðèÿº ðîáîòà ì³æâóç³âñüêîãî äîêòî-

ðàíòñüêîãî ñåì³íàðó ïðè ÊÍÓÁÀ, ÿêèé ïðîâîäèòüñÿ ðàç íà êâàðòàë. 

Äîêòîðàíòè ïî 2-3 ðàçè äîïîâ³äàþòü íà ñåì³íàð³, âðàõîâóþ÷è çàóâà-

æåííÿ òà ïîáàæàííÿ éîãî ó÷àñíèê³â. Ïîä³áí³ ñåì³íàðè, î÷åâèäíî, 

ìàþòü ³ñíóâàòè ³ äëÿ ïîïåðåäíüîãî çíàéîìñòâà ç êàíäèäàòñüêèìè äè-

ñåðòàö³ÿìè.  

Äóæå âàæëèâå ïèòàííÿ äëÿ Óêðà¿íè – â³äðîäæåííÿ òåõí³÷íî¿ åñ-

òåòèêè ÿê  òåîðåòè÷íî¿ îñíîâè äèçàéíó. Óêðà¿íö³ çàâæäè â³äçíà÷àëè-

ñÿ âèñîêèì åñòåòè÷íèì ñìàêîì, - ñòîñóºòüñÿ öå ³íòåð’ºðó ñ³ëüñüêî¿ 

õàòè, íàðîäíîãî êîñòþìó, âèðîáó ç äåðåâà ÷è êåðàì³êè òîùî. Íà ïðå-

âåëèêèé æàëü, çàðàç îñíîâíèìè ïðîäóêòàìè óêðà¿íñüêîãî åêñïîðòó º 

ñèðîâèíà òà íàï³âñèðîâèíà. Îäí³ºþ ç ïðè÷èí òàêîãî ñòàíîâèùà º òà-

êîæ ³ íåäîñòàòí³é åñòåòè÷íèé ð³âåíü ïðîäóêö³¿, ùî âèïóñêàºòüñÿ â 

Óêðà¿í³. Ïðîôåñ³éíî-ïðîåêòíèé äèçàéí ùå íå ñòàâ åêîíîì³÷íî-

êóëüòóðíèì ÿâèùåì ³ îäí³ºþ ç ïðè÷èí öüîãî º â³äñóòí³ñòü â³äïîâ³ä-

íèõ âèñîêîêâàë³ô³êîâàíèõ êàäð³â ç òåõí³÷íî¿ åñòåòèêè – ³ ïåðø çà âñå 

– êàíäèäàò³â òà äîêòîð³â íàóê. Òðåáà ³ñòîòíî ðîçøèðèòè àñï³ðàíòóðó ³ 

äîêòîðàíòóðó â ö³é ãàëóç³, à òàêîæ âèäàòè â³äïîâ³äí³ ï³äðó÷íèêè òà 

íàâ÷àëüí³ ïîñ³áíèêè. Ñï³ëêà äèçàéíåð³â Óêðà¿íè, íà æàëü, íå â³ä³-

ãðàº ñåðéîçíî¿ ðîë³ â ö³é ãàëóç³, ³ñíóþ÷è ñêîð³øå íà ïàïåð³. Ñó÷àñíà 

ñåðåäíÿ øêîëà òàêîæ íå äàº âèïóñêíèêàì íåîáõ³äíî¿ õóäîæíüî¿ òà 

ãðàô³÷íî¿ ï³äãîòîâêè. 
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10-15 ðîê³â òîìó ó íàñ ³ñíóâàëà ö³êàâà ³ êîðèñíà ïðàêòèêà, êîëè 

êîæíèé àñï³ðàíò òà ïîøóêóâà÷, êð³ì ïóáë³êàö³¿ ñòàòåé ó ôàõîâèõ 

çá³ðíèêàõ, ïîäàâàâ çàÿâêó íà àâòîðñüêå ñâ³äîöòâî ÷è ïàòåíò. Íàøà 

íàóêà º ïðèêëàäíîþ ³ â á³ëüøîñò³ äèñåðòàö³éíèõ ðîá³ò º îá’ºêò, ïðî-

öåñ ÷è ÿâèùå, íà ÿê³ ìîæíà îôîðìèòè çàÿâêè. Ñë³ä áóëî á ïîíîâèòè 

òàêó ïðàêòèêó, õî÷à ñóòòºâîþ ïåðåïîíîþ öüîìó º çíà÷íà âàðò³ñòü ïà-

òåíòóâàííÿ. Ìàºìî íàä³þ, ùî ç ðîçâèòêîì ðåñóðñíîãî çàáåçïå÷åííÿ 

Àñîö³àö³¿ îñòàííÿ ìîãëà á ñïîíñîðóâàòè îôîðìëåííÿ íàéá³ëüø ö³êà-

âèõ âèíàõîä³â. 

Ñïðîáà ³íôîðìàòèâíî âïîðÿäêóâàòè íàóêîâ³ òà íàóêîâî-ìåòîäè÷í³ 

äîñÿãíåííÿ â÷åíèõ-ãåîìåòð³â ó ôîðì³ “Ïàñïîðò³â ðîçðîáîê” ïîêè ùî 

íå ïðèâåëè äî î÷³êóâàíîãî ðåçóëüòàòó.  Àñîö³àö³ÿ âäÿ÷íà âñ³ì àâòî-

ðàì, ÿê³ ï³äòðèìàëè öþ ³í³ö³àòèâó. Àëå, ïîïðè ðîç’ÿñíåííÿ ìåòè ïà-

ñïîðòèçàö³¿ – â³äêðèòè ðîçðîáêè äëÿ êîìåðö³éíîãî âèêîðèñòàííÿ íà 

êîðèñòü àâòîð³â, îá’ºì ìàòåð³àëó, îòðèìàíîãî âèêîíàâ÷îþ äèðåêö³ºþ, 

º íåçíà÷íèì. 

Ó íàñ ïîêè ùî íå âñòàíîâëåíî ò³ñíèõ çâ’ÿçê³â ç âèðîáíèöòâîì, 

õî÷à ³ º äåÿê³ ïîçèòèâí³ âèêëþ÷åííÿ. Öå çâ’ÿçêè ïðîôåñîðà Â.Ì. Êî-

ð÷èíñüêîãî ç Äåðæàâíèì  êêîíñòðóêòîðñüêèì áþðî „Ï³âäåííå” (êîñ-

ì³÷í³ òåõíîëîã³¿, ì. Äí³ïðîïåòðîâñüê), ïðîôåñîðà Ë.Ì. Êóöåíêà ç Ì³-

í³ñòåðñòâîì ç íàäçâè÷àéíèõ ñèòóàö³é,  êàôåäðè Êè¿âñüêîãî íàö³îíà-

ëüíîãî òåõí³÷íîãî óí³âåðñèòåòó „ÊÏ²” ç Êè¿âñüêèì àâ³àö³éíèì çàâî-

äîì, ïðîôåñîðà Â.Ì. Áîðèñåíêà ç Ìèêîëà¿âñüêèì êîðàáëåáóä³âíèì 

çàâîäîì òîùî. Àëå ïîêè ùî öå íåñèñòåìí³ âèïàäêè. Êð³ì âïðîâà-

äæåííÿ íàóêîâèõ ðîçðîáîê, âèðîáíè÷íèê³â ñë³ä òàêîæ çàö³êàâëþâàòè 

ìîæëèâ³ñòþ çàõèñòó äèñåðòàö³é. 

Äóæå âàæëèâå ïèòàííÿ – ìåòîäè÷íå çàáåçïå÷åííÿ äèñòàíö³éíî¿ 

îñâ³òè ç ãðàô³÷íèõ äèñöèïë³í. Òàêà ôîðìà îñâ³òè ïîøèðåíà ó áàãà-

òüîõ êðà¿íàõ ñâ³òó. Òóò ìîæíà áóëî á ïî÷àòè ç íåâåëèêèõ çà îáñÿãîì 

êóðñ³â, íàïðèêëàä, äëÿ òåõíîëîã³÷íèõ ñïåö³àëüíîñòåé. 

Æèòòÿ ï³äêàçóº, ùî íàãàëüíèì º ïåðåõ³ä íàóêîâî¿ ³íôîðìàö³éíî¿ 

âçàºìîä³¿ â ìåæàõ Àñîö³àö³¿ íà íîâèé òåõíîëîã³÷íèé ð³âåíü. Î÷åâèä-

íî, ùî ³ñíóâàííÿ ñòàíäàðòíîãî ²íòåðíåò-ñàéòó Àñîö³àö³¿ íà ñüîãîäí³ 

íåäîñòàòíüî. Íåîáõ³äíî ñòâîðèòè ïîâíîö³ííèé ²íòåðíåò-ïîðòàë ç ïðè-

êëàäíî¿ ãåîìåòð³¿, äå ñë³ä íàäàâàòè äëÿ âèâ÷åííÿ íàéá³ëüø ö³êàâ³ 

ðîçä³ëè ï³äðó÷íèê³â òà ñòàòåé ç ³ñíóþ÷èõ çá³ðíèê³â, ìàòåð³àëè ç ï³ä-

ãîòîâêè äî êàíäèäàòñüêèõ ³ñïèò³â òîùî. 
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² ùå îäíå ñåðéîçíå çàóâàæåííÿ ùîäî àäàïòàö³¿ íàâ÷àëüíîãî ïðî-

öåñó ó âèùèõ òåõí³÷íèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ ó â³äïîâ³äíîñò³ ç Áî-

ëîíñüêîþ äåêëàðàö³ºþ. Äëÿ âõîäæåííÿ Óêðà¿íè äî ºâðîïåéñüêîãî òà 

ñâ³òîâîãî íàóêîâîãî ïðîñòîðó íåîáõ³äíå åôåêòèâíå çàïðîâàäæåííÿ ó 

ñèñòåìó âèùî¿ øêîëè êðåäèòíî ìîäóëüíî¿ òà àêóìóëþþ÷î¿ ñèñòåìè 

(ECTS), ùî ïåðåäáà÷àº ïîñèëåííÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè ñòóäåíò³â, âèêî-

ðèñòàííÿ íîâ³òí³õ ïåäàãîã³÷íèõ ìåòîäèê òîùî. Âïðîâàäæåííÿ ECTS 

òðåáà çä³éñíþâàòè ïîåòàïíî, íå âòðà÷àþ÷è ïðè öüîìó ö³ííèõ òà åôåê-

òèâíèõ ïðèéîì³â, íàïðàöüîâàíèõ ðàí³øå. 

Î÷åâèäíî, ùî çàäà÷, ÿê³ ïîòðåáóþòü îïåðàòèâíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ, 

á³ëüøå, í³æ äîñèòü. Äëÿ âïîðÿäêóâàííÿ îðãàí³çàö³éíî¿ ä³ÿëüíîñò³ 

Àñîö³àö³¿ íåîáõ³äíî ðîçðîáèòè òà çàòâåðäèòè îïåðàòèâíèé ïëàí ðîáî-

òè, à êîíòðîëü çà éîãî ðåàë³çàö³ºþ ïîêëàñòè íà Ðåâ³ç³éíó êîì³ñ³þ 

ÓÀÏÃ. 
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ÓÄÊ 514.18 

Â.Ì.Êîð÷èíñüêèé, Ä.Ì.Ñâèíàðåíêî 

²ÍÔÎÐÌÀÖ²ÉÍ² ÎÇÍÀÊÈ ÏÐÎÑÒÎÐÎÂÈÕ ÔÎÐÌ 

ÐÎÇÏÎÄ²Ë²Â ßÑÊÐÀÂÎÑÒÅÉ ÁÀÃÀÒÎÒÎÍÎÂÈÕ 

ÐÀÑÒÐÎÂÈÕ ÇÎÁÐÀÆÅÍÜ, ²ÍÂÀÐ²ÀÍÒÍ² ÄÎ 

ÀÔ²ÍÍÈÕ ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÜ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ðîçï³çíàâàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ôîðì çîáðà-

æåíü, îòðèìàíèõ öåíòðàëüíèì ïðîåêö³þâàííÿì, º îäí³ºþ ç îñíîâíèõ 

ïðîáëåì ó ðÿä³ ïðèêëàäíèõ îáëàñòåé, çîêðåìà ³íòåðïðåòàö³¿ âèäîâèõ 

äàíèõ äèñòàíö³éíîãî çîíäóâàííÿ Çåìë³ (ÄÇÇ) ç âåëèêîâèñîòíèõ íîñ³-

¿â. Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ òàêèõ äàíèõ º íåîäíîð³äíèé ðîçïîä³ë 

ÿñêðàâîñò³ ïî ïîëþ çîáðàæåííÿ, ÿêèé ìàº ñóòºâó ³íôîðìàö³éíó çíà-

÷óù³ñòü. Ïðèíöèïîâî âàæëèâèì º çàáåçïå÷åííÿ ³íâàð³àíòíîñò³ ïðîöå-

äóðè ðîçï³çíàâàííÿ äî ïîçèö³éíèõ óìîâ ôîðìîóòâîðåííÿ çîáðàæåíü, 

âàð³þâàííÿ ÿêèõ ñïðè÷èíÿº ïðîñòîðîâ³ ïåðåðîçïîä³ëè ¿õí³õ ÿñêðàâîñ-

òåé. Íàÿâí³ñòü òàêèõ ïåðåòâîðåíü, íåìèíó÷èõ â ðåàëüíèõ óìîâàõ 

ïðîåö³þâàííÿ, º ôàêòîðîì, ÿêèé ñóòòºâî ïåðåøêîäæàº çì³ñòîâí³é ³í-

òåðïðåòàö³¿ çîáðàæåíü, îäåðæàíèõ ó ð³çíèõ ñåàíñàõ ïðîåêö³þâàííÿ. 

Öå çóìîâëþº àêòóàëüí³ñòü ðîçðîáëåííÿ ñèñòåì ³íôîðìàö³éíèõ îçíàê 

(²Î) áàãàòîòîíîâèõ çîáðàæåíü, ³íâàð³àíòíèõ äî ïåðåòâîðåíü, ñïðè÷è-

íåíèõ çàçíà÷åíèìè ôàêòîðàìè. 

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü. ²ñíóþ÷³ ðåçóëüòàòè ùîäî âèçíà÷åí-

íÿ ïðîñòîðîâî-³íâàð³àíòíèõ ²Î îäåðæàí³ ó êîíòåêñò³ çàãàëüíî¿ ïðî-

áëåìàòèêè òåîð³¿ ðîçïîçíàâàííÿ îáðàç³â ³ ñòîñîâíî çîáðàæåíü îð³ºíòî-

âàí³ íà ¿õíº äâîòîíîâå (“÷îðíî-á³ëå”) ïîäàííÿ [1 - 3]. Ì³æ òèì, ñïå-

öèô³êà àïàðàòíèõ çàñîá³â ô³êñàö³¿ âèäîâèõ äàíèõ ÄÇÇ  çóìîâëþº áà-

ãàòîòîíîâèé (ç áàãàòüìà ð³âíÿìè ÿñêðàâîñòåé) ðàñòðîâèé õàðàêòåð 

îòðèìóâàíèõ. Çàçíà÷èìî, ùî ïðîáëåìà âèçíà÷åííÿ ²Î, ìíîæèíà ÿêèõ 

óòâîðþº ìåòðè÷íèé ïðîñò³ð (ÿê ³ ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ ¿îãî ìåòðèêè), 

íå º çàäà÷åþ çàãàëüíî¿ òåîð³¿ ðîçï³çíàâàííÿ îáðàç³â ³ ïðèéìàºòüñÿ àï-

ð³îðíî çàäàíîþ [4], õî÷à öÿ ïðîáëåìà º îñíîâîþ äëÿ åôåêòèâíîãî çà-

ñòîñóâàííÿ ìåòîä³â áàãàòîâèì³ðíî¿ òà ö³ëî÷èñåëüíî¿ ãåîìåòð³¿ äëÿ  

Ôîðìóëþâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³ (ïîñòàíîâêà çàâäàííÿ). Ìåòîþ ñòàòò³ 
º îçíà÷åííÿ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ³íôîðìàö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðî-

åêö³éíèõ áàãàòîòîíîâèõ çîáðàæåíü, ³íâàð³àíòíî¿ äî ãåîìåòðè÷íèõ ïå-

ðåòâîðåíü ãðóïè ïîä³áíîñòåé ó ïðîñòîð³ “ïëîùèíà ïðîåêö³é – ð³âåíü 

ÿñêðàâîñò³”. 

© Â.Ì.Êîð÷èíñüêèé, Ä.Ì.Ñâèíàðåíêî, 2006 
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Îñíîâíà ÷àñòèíà. Íåîäíîð³äíèé ðîçïîä³ë ÿñêðàâîñò³ ïðîåêö³éíî-

ãî ðàñòðîâîãî çîáðàæåííÿ ðîçãëÿäàºìî ÿê òðèâèì³ðíèé ãåîìåòðè÷íèé 

îá’ºêò (ïîâåðõíþ) ó 3-ïðîñòîð³ “ ïëîùèíà ïðîåêö³é - ð³âåíü ÿñêàâîñ-

ò³” (äàë³ 3-ÏÏÐß) ç äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò Oxyz, äå ï³äïðî-

ñò³ð Oxy ðîçòàøùîâàíèé ó ïëîùèí³ ïðîåêö³é, â³ñü Oz â³äïîâ³äàº ð³â-

íþ ÿñêðàâîñò³. Ïåðåòâîðåííÿ ãðóïè ïîä³áíîñòåé ó ïðîñòîð³ 3-ÏÏÐß 

ïîäàºòüñÿ âèðàçàìè 

.

;

;

3

2

1

zkz

byky

axkx

=′

+=′

+=′

 

 

(1) 

äå ik  - êîåô³ö³ºíòè ìàñøòàáóâàííÿ  ( 3,1=i ); a, b – âåëè÷èíè ïàðàëå-

ëüíèõ ïåðåíåñåíü ó ïëîùèí³ ïðîåö³þâàííÿ. Íàñë³äêîì âèìîãè ìàñø-

òàáíî¿ ³íâàð³àíòíîñò³ ²Î ïðîñòîðîâèõ ôîðì ðîçïîä³ë³â ÿñêðàâîñòåé º 

¿õíÿ áåçðîçì³ðí³ñòü. Çà îñíîâó ïîáóäîâè ïîä³áíî-³íâàð³àíòíèõ ²Î çî-

áðàæåíü ïðèéìåìî öåíòðîâàí³ äåêàðòîâ³ ìîìåíòè ïðîñòîðîâèõ ðîçïî-

ä³ë³â ÿñêðàâîñòåé 

( ) ( ) ( )
( )
∫
Ω

−−= dydzdxzyxFzbyaxm sqp
pqs ,, ,                        (2) 

äå p, q, s – ö³ë³ íåâ³ä’ºìí³ ÷èñëà (p+q+s=N - ïîðÿäîê ìîìåíòà); x, y – 

êîîðäèíàòè åëåìåíò³â çîáðàæåííÿ ó ïëîùèí³ ïðîåêö³þâàííÿ; ( )zyxF ,,  

- ³íäèêàòîðíà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÿñêðàâîñò³, ùî íàáóâàº çíà÷åííÿ 1 ó 

ìåæàõ çîáðàæåííÿ òà 0 – ïîçà íèìè. ²íòåãðóâàííÿ ó âèðàç³ (2) çä³éñ-

íþºòüñÿ ïî îáëàñò³ ó 3-ÏÏÐß, çàéíÿò³é ïðîñòîðîâèì ðîçïîä³ëîì ÿñê-

ðàâîñòåé. 

Áåçðîçì³ðí³ ìîìåíòè, ³íâàð³àíòí³ äî ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü òà 

ìàñøòàáóâàííÿ ó ïëîùèí³ Oxy  â³äøóêóºìî ó âèãëÿä³ 

A

dscqbpa

A
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sqp
sqp
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(3) 

äå iii cba ,, , d òà A – íåâ³äîì³ ñòàë³.  

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ç âèìîãè àô³ííî¿ ³íâàð³àíòíîñò³ âåëè÷èí 

pqsM  âèïëèâàº íàñòóïíà óìîâà: 






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(4) 
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Ùå îäíà óìîâà ïîëÿãàº â ³íâàð³àíòíîñò³ pqsM  ùîäî îïåðàö³¿ ³çî-

òðîïíîãî ìàñøòàáóâàííÿ  (êîåô³ö³ºíòè ìàñøòàáóâàííÿ îäíàêîâ³ ùîäî 

äëÿ óñ³õ êîîðäèíàòíèõ îñåé ïðîñòîðó 3-ÏÏÐß. 

Öèõ óìîâ äîñòàòíüî äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â ó âè-

ðàç³ (3), ó ðåçóëüòàò³ ÷îãî îòðèìóºìî:  
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m
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(5) 

äå 
10

24 +−−
=

sqp
A ,

10

24 +−+−
=

sqp
B ,

10

24 ++−−
=

sqp
C . 

²íâàð³àíòí³ñòü îäåðæàíèõ ²Î áóëà ïðîòåñòîâàíà íà çîáðàæåíí³ 

(ðèñ.1), ùî áóëî ï³ääàíå îïåðàö³¿ ìàñøòàáóâàííÿ ç ð³çíèìè êîåô³ö³º-

íòàìè âçäîâæ êîîðäèíàòíèõ îñåé Ox, Oy (â³äïîâ³äíî 21,kk ).×åðåç âå-

ëèêèé ðîçì³ð, îòðèìàí³ ó òàêèé ñïîñ³á çîáðàæåííÿ íå ïîäàþòüñÿ. Äëÿ 

îòðèìàíèõ çîáðàæåíü áóëè îá÷èñëåí³ áåçðîçì³ðí³ ìîìåíòè çà âèðàçîì 

(5) , à òàêîæ  â³äíîñí³ äåôåêòè ³íâàð³àíòíîñò³.  

Íà ðèñ. 2 ïîäàí³ ãðàô³êè çà-

ëåæíîñò³ â³äíîñíî¿ ïîõèáêè áåçðîç-

ì³ðíèõ ìîìåíò³â â³ä ïîðÿäêó ìîìå-

íò³â ( )sqp ++ , îá÷èñëåíèõ äëÿ çî-

áðàæåííÿ, ùî áóëî îòðèìàíå ç åòà-

ëîííîãî øëÿõîì ìàñøòàáóâàííÿ ç 

êîåô³ö³ºíòàìè 1,2,3 321 === kkk . 

Ãðàô³êó ç õðåñòèêàìè â³äïîâ³äàþòü 

ïàðàìåòðè ïåðåíîñó 220;0 == ba ; ç 

òî÷êàìè – 0;320 =−= ba ; ç êîëàìè – 

220;320 =−= ba . 

Íà ðèñ. 3 ïîäàí³ ãðàô³êè ïîõèáêè, îá÷èñëåíî¿ äëÿ çîáðàæåííÿ, 

ùî áóëî îòðèìàíå øëÿõîì ìàñøòàáóâàííÿ ç êîåô³ö³ºíòàìè 

1,3,2 321 === kkk . Ãðàô³êó ç ïëþñàìè â³äïîâ³äàþòü ïàðàìåòðè ïåðåíî-

ñó 330;0 == ba . Ãðàô³êó ç òî÷êàìè – 0;210 =−= ba . Ãðàô³êó ç êîëàìè 

– 330;210 =−= ba . 

 
Ðèñóíîê 1 
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ßê âèäíî ç ðèñóíê³â ïîõèáêà, ïðàêòè÷íî íå çàëåæèòü â³ä çì³íè 

êîåô³ö³ºíò³â ìàñøòàáóâàííÿ, ïðîòå âîíà º äîñèòü âåëèêîþ, ùî º íàñ-

ë³äêîì äóæå âåëèêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ïåðåíîñó  (ÿê³ íå çóñòð³÷à-

þòüñÿ íà ïðàêòèö³).  

  

Ðèñóíîê 2 Ðèñóíîê 3 

Íà ðèñóíêàõ 4 -7 íàâåäåíî ïîð³âíÿëüí³ ãðàô³êè â³äíîñíî¿ ïîõè-

áêè. Íà ðèñóíêàõ 4, 6 ãðàô³êó ç ïëþñàìè â³äïîâ³äàþòü ïàðàìåòðè ïå-

ðåíîñó 330;0 == ba ; ç òî÷êàìè – 33;0 == ba . Íà ðèñóíêàõ 5 òà 7 ãðà-

ô³êó ç ïëþñàìè â³äïîâ³äàþòü ïàðàìåòðè ïåðåíîñó 330;210 =−= ba ; ç 

òî÷êàìè – 33;21 =−= ba . ßê âèäíî ç ãðàô³ê³â, ïðè çìåíøåí³ íà ïîðÿ-

äîê ïàðàìåòð³â ïåðåíîñó âåëè÷èíà â³äíîñíî¿ ïîõèáêè çìåíøóºòüñÿ ó 

20 – 100 ðàç³â, ³ äëÿ ïðàêòè÷íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ïåðåíîñó çíàõî-

äèòüñÿ ó ïðèïóñòèìèõ ìåæàõ.  

Íà ðèñóíêàõ 8, 9 ïîäàí³ ãðàô³êè äåôåêòó ³íâð³àíòíîñò³ â³ä ïî-

ðÿäêó áåçðîçì³ðíèõ ²Î, îá÷èñëåíèõ ïðè íàâåäåíèõ âèùå ïàðàìåòðàõ 

ìàñøòàáíèõ ïåðåòâîðåíü òà ïåðåíåñåíü. 

  
Ðèñóíîê 4 Ðèñóíîê 5 
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Ðèñóíîê 6 Ðèñóíîê 7 

  
Ðèñóíîê  8 Ðèñóíîê 9 

 

Âèñíîâêè òà ïåðñïåêòèâè ïîäàëüøèõ äîñë³äæåíü. Ó ðîáîò³ çà-

ïðîïîíîâàíî ñèñòåìó ³íôîðìàö³éíèõ îçíàê áàãàòîòîíîâèõ ðàñòðîâèõ 

çîáðàæåíü, ³íâàð³àíòíó äî ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü, õàðàêòåðíèõ 

äëÿ òåõí³÷íèõ çàñîá³â ÄÇÇ. Âèêîðèñòàííÿ òàêèõ îçíàê ñóòòºâî ï³ä-

âèùóº äîñòîâ³ðí³ñòü ³íòåðïðåòàö³¿ âèäîâèõ äàíèõ. Ïåðñïåêòèâè ïîäà-

ëüøèõ äîñë³äæåíü çà ïðîáëåìàòèêîþ ðîáîòè ïîâ’ÿçàí³ ³ç ðîçðîáëåí-

íÿì íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó ïðîåêòèâíî-³íâàð³àíòíèõ ³í-

ôîðìàö³éíèõ îçíàê òà ïîøèðåííÿì îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò³â íà âèïà-

äîê áàãàòîñïåêòðàëüíèõ ïðîåêö³éíèõ çîáðàæåíü. 
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ÓÄÊ 528.71 

Â.Â. Ãíàòóøåíêî 

ÌÎÄÅËÜ ÎÐ²ªÍÒÓÂÀÍÍß ÏÀÐÈ ÇÍ²ÌÊ²Â, ÙÎ 

ÍÀËÅÆÀÒÜ ÎÄÍ²É ÏËÎÙÈÍ² 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè 

Â äàíèé ÷àñ óñ³ ñó÷àñí³ àåðîêîñì³÷í³ íîñ³¿ íàäàþòü ìîæëèâ³ñòü 

êîðèñòóâà÷ó îäåðæóâàòè ñòåðåîçîáðàæåííÿ îäí³º¿ ä³ëÿíêè çåìíî¿ ïî-

âåðõí³. Íà åòàï³ ïîïåðåäíüî¿ îáðîáêè òàêèõ äàíèõ, ÿê ïðàâèëî, âèíè-

êàº íåîáõ³äí³ñòü çíàííÿ åëåìåíò³â çîâí³øíüîãî ³ âíóòð³øíüîãî îð³ºí-

òóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ ñåíñîð³â (êàìåð). Àëå ó á³ëüøîñò³ âèïàäê³â âîíè 

íåâ³äîì³, òîìó ïîñòàº ïðîáëåìà ïîáóäîâè ³ âèêîðèñòàííÿ àäåêâàòíèõ 

ìîäåëåé ôîðìóâàííÿ çàçíà÷åíèõ çîáðàæåíü. 

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü 

Ñåðåä îñòàíí³õ äîñë³äæåíü ó äàíîìó íàïðÿìêó ñë³ä âèä³ëèòè ðî-

áîòè [1-5], â ÿêèõ ðîçãëÿäàþòüñÿ ìîæëèâîñò³ òà âèêîðèñòàííÿ áàãà-

òüîõ íàéåôåêòèâí³øèõ íà ñüîãîäí³ ìîäåëåé îð³ºíòóâàííÿ àåðîêîñì³÷-

íèõ çí³ìê³â. Àëå ïðè â³äïîâ³äíîìó ìîäåëþâàíí³ ñòåðåîçîáðàæåíü âî-

íè àáî º íååôåêòèâíèìè, àáî ¿õíÿ ïðîãðàìíà ðåàë³çàö³ÿ ïîòðåáóº  ïî-

òóæíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñ³â. 

Ôîðìóëþâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³ (ïîñòàíîâêà çàâäàííÿ) 

Ö³ îáñòàâèíè ñòàâëÿòü çàäà÷ó ïîáóäîâè àäåêâàòíî¿ ìîäåë³ îð³ºí-

òàö³¿ ñòåðåîçîáðàæåíü, ÿê³ á âðàõîâóâàëè îñîáëèâîñò³ ¿õíüîãî ôîðìî-

óòâîðåííÿ. 
 

©Â.Â. Ãíàòóøåíêî, 2006 
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Îñíîâíà ÷àñòèíà 

Ïðè îáðîáö³ äàíèõ ñòåðåîçéîìêè, îñîáëèâî îäåðæàíèõ ç ë³òàê³â, 

ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ë³òàëüíèé àïàðàò ðóõàºòüñÿ â îäí³é ïëîùèí³ 

(íàïðèêëàä, ïàðàëåëüíî ïîâåðõí³ Çåìë³), òîáòî îáèäâà çí³ìêà ñòåðåî-

ïàðè òàêîæ íàëåæàòü îäí³é ïëîùèíè. Òàêà ñèòóàö³ÿ ñõåìàòè÷íî ïî-

äàíà íà ðèñ. 1, ðèñ. 2. Òîìó áóäåìî ââàæàòè òàêó ñèòóàö³þ îêðåìèì 

âèïàäêîì ïàðàëåëüíî-ïðîåêö³éíî¿ ìîäåë³, ùî áóëà çàïðîïîíîâàíà â 

ðîáîò³ [6], ïðè öüîìó êóòè ωω ′= , ϕϕ ′= . Çàïèøåìî ïîâîðîòí³ ìàòðèö³ 

îêðåìî äëÿ óìîâíî ë³âîãî ³ ïðàâîãî çí³ìê³â ó íàñòóïíîìó âèãëÿä³: 

×
















−==
















=

ωω
ωωκϕω

cossin0

sincos0

001

333231

232221

131211

RRR

rrr

rrr

rrr

R  















 −

















−

×

100

0cossin

0sincos

cos0sin

010

sin0cos

κκ
κκ

ϕϕ

ϕϕ
,                                 (1) 

à äëÿ ïðàâîãî çí³ìêà ñòåðåîïàðè 
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Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2 

 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

24  ISSN 1562-9945 

Îá÷èñëèìî RRT ′  ³ çàïèøåìî ðåçóëüòàò ó êîìïàêòíîìó âèãëÿä³: 
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Âèðàç (10) ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ âèð³øåííÿ òî÷êîâî¿ â³ä-

ïîâ³äíîñò³ ì³æ äâîìà ñöåíàìè ³ â³äíîâëåííÿ ïàðàìåòð³â îð³ºíòóâàííÿ 

ñåíñîð³â. Ïðîâåäåí³ òåñòóâàííÿ çàïðîïîíîâàíî¿ ìîäåë³ ï³äòâåðäèëè ¿¿ 

àäåêâàòí³ñòü.  
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Âèñíîâêè òà ïåðñïåêòèâè ïîäàëüøèõ äîñë³äæåíü 

Çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü äîçâîëÿº êîðèñòóâà÷àì âèêîðèñòîâóâàòè 

âåëè÷åçíèé ïîòåíö³àë àåðîêîñì³÷íèõ ñòåðåîçîáðàæåíü, îñîáëèâî âè-

ñîêîãî ïðîñòîðîâîãî ðîçð³çíåííÿ, áåç íàÿâíîñò³ òî÷íî¿ ô³çè÷íî¿ ìîäåë³ 

ñåíñîð³â òà GCP.  

Íàø³ ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ áóäóòü ïðèñâÿ÷åí³ àíàë³çó ìîæëèâî-

ñòåé âèêîðèñòàííÿ äàíèõ ñòåðåîçéîìêè ç êîñì³÷íèõ àïàðàò³â EROS, 

SPOT, ASTER äëÿ ïîäàëüøî¿ ïîáóäîâè öèôðîâî¿ ìîäåë³ ðåëüºôó 

(DEM). 
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ÓÄÊ 539.3.01 
À.È.Ìèõàëåâ, À.È. Äåðåâÿíêî 

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ  

ÔÀÇÎÂÎÃÎ ÏÅÐÅÕÎÄÀ 

Ââåäåíèå. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà, êàê äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
öåññà àãðåãàöèè (ôîðìèðîâàíèå óñòîé÷èâûõ ñòðóêòóðíûõ îáðàçîâà-
íèé) â ñðåäå õàîòè÷åñêè äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ 
ÿâëÿþòñÿ ðàñòðîâûå èçîáðàæåíèÿ ìåòàëëîñòðóêòóð, êîòîðûå õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ êîíòóðàìè – ãðàíèöàìè ñòðóêòóðíûõ îáðàçîâàíèé, ïîëó-
÷åííûìè ñå÷åíèåì ïëîñêîñòüþ 3-ìåðíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. 
Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèå ôðàã-
ìåíòîâ èçîáðàæåíèÿ (ñêåéëèíã), ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå êàê 
ïðîÿâëåíèå ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ [1]. 

Àíàëèç ïóáëèêàöèé. Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ, äàííîìó â [2], áóäåì 
ñ÷èòàòü, ÷òî ôàçà - ýòî îäíîðîäíàÿ ÷àñòü òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, òî åñòü òåëî, ôèçè÷åñêèå è õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî âî âñåõ 
òî÷êàõ îäèíàêîâû è íå çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà âåùåñòâà. Ïðè ýòîì, 
ôàçû îòäåëåíû îäíà îò äðóãîé ïîâåðõíîñòÿìè ðàçäåëà. Òâåðäîå ñî-
ñòîÿíèå, æèäêîñòü,  ïàð - ïðèâû÷íûå ïðèìåðû ðàçíûõ ôàç îäíîãî è 
òîãî æå âåùåñòâà. Èõ ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð ïëîò-
íîñòü, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ è îïðåäåëÿþò  àãðåãàòíûå ñîñòîÿíèÿ. 
Îäíàêî ðàçëè÷íûå ôàçû îäíîãî è òîãî æå âåùåñòâà ñîâñåì íå îáÿçà-
òåëüíî ñóùåñòâóþò â ðàçíûõ àãðåãàòíûõ ñîñòîÿíèÿõ (ãðàôèò è àëìàç).  

Ãåîìåòðè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä ñâÿçàí ñ îáðàçîâàíèåì ñòðóê-
òóð, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ íîâûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, è íå 
îáóñëîâëåí èçìåíåíèåì àãðåãàòíîãî ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà [3]. Ïðè ýòîì 
ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ ñ îäíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ê ñîñòîÿ-
íèþ ñ äðóãîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ïðåäîïðåäåëÿåò íàëè÷èå 
ïðîìåæóòî÷íîé ôàçû – õàîñà, ïðåäïîëàãàþùåé ïîëíîå ðàçðóøåíèå 
ñòàðîé ñòðóêòóðû, è íå äîïóñêàåò åå òðàíñôîðìèðîâàíèå. 

Âîïðîñàì ôîðìèðîâàíèÿ ôðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð â ðåçóëüòàòå 
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïîñâÿùåíà ìíîãî÷èñëåííàÿ ëèòå-
ðàòóðà [3-6], â êîòîðîé ðàññìîòðåíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ. Òà-
êèì îáðàçîì, èãíîðèðóåòñÿ îñíîâíîé òåçèñ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè: 
õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå ïîðîæäàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè íåëèíåé-
íûìè ñèñòåìàìè.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ìî-
äåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ôîðìèðîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ñòðóêòóðíûõ îáðà-
çîâàíèé â ðàñïðåäåëåííûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Îñíîâíîé çàäà÷åé 
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå íà ðàçðàáîòàííîé êîìïüþòåðíîé ìîäå-
ëè âëèÿíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû (óñëîâèé) ôîðìèðîâàíèÿ íà ïàðà-
ìåòðû êëàñòåðíûõ îáðàçîâàíèé, êàê ðåçóëüòàòà ãåîìåòðè÷åñêîãî ôà-
çîâîãî ïåðåõîäà. 
© À.È.Ìèõàëåâ, À.È. Äåðåâÿíêî, 2006 
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Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Ðàññìîòðåí ýòàï ãåîìåòðè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà – ïðîöåññ àãðåãàöèÿ ÷àñòèö ñîâåðøàþùèõ õàîòè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ íà ïëîñêîñòè.  

Â ïðîöåññå äèôôóçèè, âûçâàííîé ýôôåêòîì ôàçîâîé ñèíõðîíèçà-
öèè ýëåìåíòîâ ðàñïðåäåëåííîé õàîòè÷åñêîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, 
ñèíåðãåòè÷åñêèå ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ïðèâîäÿò ê îáðàçîâàíèþ 
óñòîé÷èâûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå ðàñòóò, îñòàâàÿñü 
ñàìîïîäîáíûìè. Òàêàÿ ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ, íàïðèìåð òîíêîé ñòðó-
êòóðû íàíîìàòåðèàëîâ, ñîçäàåò ïðåäïîñûëêè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôðà-
êòàëüíî-êëàñòåðíîãî àíàëèçà ìèêðîñòðóêòóðû [4], îñíîâíûì ñâîéñò-
âîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ (ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ) 
ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü [5].  

Â ðåàëèçîâàííîé èìèòàöèîííîé ìîäåëè äèññèïàòèâíîãî ïðîöåñ-
ñà “ñëèïàíèÿ” ÷àñòèö, èõ êîëè÷åñòâî îïðåäåëÿåòñÿ äî íà÷àëà ýêñïå-
ðèìåíòà. Äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ôðàêòàëüíîãî êëàñòåðà, ïðè ñîõðàíåíèè 
óñëîâèé ðîñòà, ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü îñòàåòñÿ íåèçìåííîé âî âðå-
ìåíè, îäíàêî â ñëó÷àå ôîðìèðîâàíèÿ êëàñòåðîâ â îãðàíè÷åííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñ íåïðîíèöàåìûìè ãðàíèöàìè, êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ÷àñ-
òèö óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ìíîãîìîäîâîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìàññû êëàñòåðîâ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
à) χ=10, D=1.7299; á) χ=40, D=2.3101; â) χ=50, D=2.1794;

 ã) χ=100, D=2.6062. 
 

Ðèñóíîê 1 – Âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè χ íà ôðàêòàëüíóþ 
ðàçìåðíîñòü D êëàñòåðà. 
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Çàìåòíîå âëèÿíèå íà ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü êëàñòåðà, êîòî-
ðàÿ õàðàêòåðèçóåò ðûõëîñòü åãî ñòðóêòóðû, îêàçûâàåò êîýôôèöèåíò 
äèôôóçèè ñâîáîäíûõ ÷àñòèö (ðèñ.1). Äëÿ ôðàêòàëüíîãî êëàñòåðà ÷èñ-
ëî ÷àñòèö â êëàñòåðå ñâÿçàíî ñ åãî ðàäèóñîì R ñîîòíîøåíèåì [1] 

,)/( 0
DRRN ⋅= λ       (1) 

 
ãäå λ - êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé âèä óïàêîâêè ÷àñòèö â êëàñòåðå, 
R0- ðàäèóñ ýòèõ ÷àñòèö (ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçìåííûì), D–ðàçìåðíîñòü 
êëàñòåðà.  

Äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà 
F, âëîæåííîãî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Ån, ââåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ 
õàðàêòåðèñòèêó ôðàêòàëà - èíäåêñ ñâÿçíîñòè [8] 

θ  = 2(dθ-1),                  (2) 
ãäå dθ èìååò ñìûñë õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé 
íà F.  

 
 

Ðèñóíîê 2 - Çàâèñèìîñòü ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè îò êîýôôèöèåí-
òà äèôôóçèè  

 

Èíäåêñ ñâÿçíîñòè θ ðàâåí íóëþ äëÿ ãëàäêèõ ìíîæåñòâ, âêëþ÷àÿ 
åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà Ån ïðè n > 1, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå dθ = 1 òî äëÿ 
òàêèõ ìíîæåñòâ θ=0. 

Äëÿ ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà F, âëîæåííîãî â åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî Ån ïðè n ≥ 2, çíà÷åíèå èíäåêñà θ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì 
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè F è òîïîëîãèåé ïóñòîò, îáðàçóåìûõ ìíîæåñòâîì 
F. Ïðè ýòîì, åñëè F íå ñîäåðæèò âíóòðåííèõ ïóñòîò, òî θ[F] = 0, à 
ïðè èõ íàëè÷èè θ >0. Äëÿ F - ôðàêòàëüíîãî ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìíîæå-
ñòâà dθ>1 è θ > 0, à äëÿ íå ñâÿçíîãî èìååò ìåñòî óñëîâèå dθ<1 è θ <0. 
Ñëåäîâàòåëüíî, çíàê θ âûñòóïàåò èíäèêàòîðîì ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüè 
(íåñâÿçíîñòè) ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà F. 

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ 
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( ) ( )
1

d D
d

d
θ

χ
χ

χ
= + .     (3) 

ãäå D ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà F. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå 
D ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà. Ïîÿâëåíèå â âûðàæåíèè (3) ñëàãàå-
ìîãî ðàâíîãî 1 îáóñëîâëåíî çíà÷åíèåì ðàçìåðíîñòè íåôðàêòàëüíûõ 
ëèíèé íà ïëîñêîñòè. 

Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü, êàê èçâåñòíî [1], ÿâëÿåòñÿ 
èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ, 
îáóñëîâëåííîé òîïîëîãèåé èçîáðàæåíèÿ, ïîýòîìó ëþáûå èçìåíåíèÿ 
ñòðóêòóðû èçîáðàæåíèÿ âûçûâàþò èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ D. Ïðè ýòîì 
ñêà÷îê çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ñâÿçàí ñ ìîìåíòîì 
âîçíèêíîâåíèÿ îñîáåííîñòåé òîïîëîãèè. Ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ 
çàâèñèìîñòü (ðèñ.2) äåìîíñòðèðóåò ðàçðûâíûé õàðàêòåð ôðàêòàëüíîé 
ðàçìåðíîñòè ïðè χ=40, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò θ=0 è âûçâàíî 
ñóùåñòâîâàíèåì â êëàñòåðå «ïóñòîò» ïðè χ<40 è èõ èñ÷åçíîâåíèåì 
ïðè χ>40.  

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè â ðàçðàáîòàííîé ïðî-
ãðàììå âûäåëåíèÿ êîíòóðîâ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä «Triangular prism 
surface area» [9], ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ îáðàáîòêè ðàñòðîâîãî èçîáðà-
æåíèé â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî. Â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ íåñêîëüêèõ 
êëàñòåðîâ (ðèñ.3) ìåæäó íèìè îáðàçóåòñÿ ãðàíèöà çà ñ÷åò ãðàäèåíòà 
ïëîòíîñòè ñâîáîäíûõ ÷àñòèö. Ýòî ñëóæèò èëëþñòðàöèåé óñëîâèé ðîñ-
òà êëàñòåðîâ â ëîêàëüíîé îáëàñòè ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì ôàçîâîì ïåðå-
õîäå [7].  

 
 
 
 
 
 

 

Ðèñóíîê 3 – Îäíîâðåìåííûé ðîñò òðåõ ôðàêòàëüíûõ êëàñòåðîâ 

 
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòà ãðàíèöà íàáëþäàëàñü òîëüêî íà ñðåä-

íåé ôàçå ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà êëàñòåðîâ è â äàëüíåéøåì ðàçðóøà-
ëàñü. Òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ãðàíèöû ñâÿçàíà ñ îòñóòñòâèåì â àëãî-
ðèòìå ìîäåëèðîâàíèÿ óñëîâèÿ ïðåêðàùåíèÿ ðîñòà êëàñòåðà, êîòîðûé 
ïðîäîëæàåòñÿ äî “ïðèêëåèâàíèÿ” âñåõ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ê êëàñòåðàì. 

Âûâîäû. Ðàçðàáîòàííàÿ êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ðîñòà êëàñòåðîâ â 
ñðåäå õàîòè÷åñêè äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ðÿä ýôôå-
êòîâ, íåäîñòóïíûõ äëÿ íàáëþäåíèÿ â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè 
îãðàíè÷åííîé äèôôóçíîé àãðåãàöèè [6]. 

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà ñâÿçíîñòè ïî çíà÷å-
íèþ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî îöåíèòü êðèòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà χ ñâÿçàííîå ñ âîçíèêíîâåíèåì âíóòðåííèõ 

       



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945  31 

ïóñòîò â êëàñòåðå. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ýòîãî ìåòîäà 
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïî îáðàáîòêå ðàñòðîâûõ 
èçîáðàæåíèé ìèêðîøëèôîâ ìåòàëëè÷åñêèõ ñïëàâîâ. 
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Ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ (ñòðóêòóðû) òàêèå êàê: öåìåíòèò, ïåðëèò 

è ò.ï. ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàñòåðû, à â êà÷åñòâå èõ ïàðàìåò-

ðîâ ñîñòîÿíèÿ, â ðàìêàõ ôðàêòàëüíîãî ïîäõîäà, èñïîëüçóþò ôðàê-

òàëüíóþ ðàçìåðíîñòü Df èëè ìóëüòèôðàêòàëüíûå ñïåêòðû, âû÷èñëåí-

íûå ïî «ïëîñêîìó» èçîáðàæåíèþ èëè ïî èçîáðàæåíèÿì ñå÷åíèé [2-7]. 

Â òîæå âðåìÿ ñòðóêòóðà íàõîäèòñÿ â òðåõìåðíîì îáúåìå ðàñïëàâà 

è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîðèñòûé ôðàêòàëüíûé êëàñòåð. Â íåì 

îäíîâðåìåííî âîçìîæíà äâóñòîðîííÿÿ ïåðêîëÿöèÿ (ïðîòåêàíèå). Òî 

åñòü îáðàçóþòñÿ äâà âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïåðêîëÿöèîííûõ êëà-

ñòåðà: îäèí, ñîñòîÿùèé èç ÷àñòèö êëàñòåðà, äðóãîé - èç ìàòåðèàëà 

ñðåäû, îêðóæàþùåé êëàñòåð [1]. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå òåîðèè ïåðêîëÿöèè ê îïèñàíèþ è 

ìîäåëèðîâàíèþ ñòðóêòóð ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ïðè îïðåäåëåí-

íûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ïîçâîëèò ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ 3D ñòðóêòóðû 

ðàñïëàâà [8]. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ 3D ñòðîå-

íèÿ ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèé ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. 

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðêîëÿöèÿ 

Òåîðèÿ ïåðêîëÿöèè èìååò äåëî ñ ýôôåêòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ñî-

åäèíåííûõ ÿ÷ååê â ñëó÷àéíîé ñèñòåìå. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïåðêîëÿöèè ñî-

ñòîèò â îïðåäåëåíèè óñëîâèé ÷åòêîãî ïåðåõîäà èç ñâÿçíîãî (long-range 

connectivity) ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå ñ îòñóòñòâèåì äàëüíåé ñâÿçíîñòè 

(èëè íàîáîðîò). Òàêîé ïåðåõîä â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ïðè äîñòèæå-

íèè íåêîòîðîé îáîáùåííîé êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè èëè ïðè äîñòèæå-

íèè ïîðîãà ïåðêîëÿöèè. 

Ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ïî ïðèðîäå, íî ñõîæèõ ïî ïîâåäåíèþ 

ïðîöåññà: 

òàê íàçûâàåìàÿ ðåøåòî÷íàÿ ïåðêîëÿöèÿ, íàáëþäàåìàÿ â êîììó-

íèêàòèâíûõ ñèñòåìàõ; 

è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðêîëÿöèÿ, íàáëþäàåìàÿ, íàïðèìåð, â ìå-

òàëëè÷åñêèõ ôèëüìàõ è ïîðèñòûõ êëàñòåðàõ. 

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðêîëÿöèè ýòî d-ìåðíàÿ 

êîðîáêà (ðåøåòêà) â êîòîðóþ ñëó÷àéíûì îáðàçîì íàêèäàíû äâà òèïà 

øàðîâ: ïðîâîäÿùèå è èçîëÿòîðû. Ïðè ýòîì êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì 

ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ êðèòè÷åñêèì îòíîøåíèåì îáúåìîâ 

(critical volume fraction) [9]: 

 ( , ) ( , ) ( , )C CL d L d p L dφ ν= ⋅ ,  
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ãäå ( , )L dν  – êîýôôèöèåíò óïàêîâêè – çàâèñèò îò òèïà ðåøåòêè, 

( , )Cp L d  – ïîðîã ïåðêîëÿöèè (êðèòè÷åñêîå îòíîøåíèå ÷èñëà ïðîâî-

äÿùèõ øàðîâ ê íåïðîâîäÿùèì, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà îñòàåòñÿ ïðî-

âîäíèêîì ðèñ.1). Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ [9], âåëè-

÷èíà íå çàâèñèò îò òèïà ðåøåòêè (L) ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì 

èíâàðèàíòîì. Äðóãîé âàæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿ-

åòñÿ êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà: 

 ( )Cl r p p ν⋅ −∼ , (1) 

ãäå r – ðàçìåð ýëåìåíòîâ (ïîëèýäðû, øàðû, ýëëèïñîèäû), v - êðè-

òè÷åñêàÿ ýêñïîíåíòà [9], p - îòíîøåíèå ÷èñëà ïðîâîäÿùèõ ýëåìåíòîâ 

ê íå ïðîâîäÿùèì. 

 
Ðèñ. 1. Ïðîñòîé ïðèìåð ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðêîëÿöèè [12] 

Âåëè÷èíà (1) òåñíî ñâÿçàíà ñ âàæíûì äëÿ êëàñòåðà ïàðàìåòðîì – 

ìàññîé: 

 fs l∼ , (2) 

ãäå f - êðèòè÷åñêàÿ ýêñïîíåíòà. 

Ïðè÷åì äëÿ ñëó÷àÿ p=pC âñåãäà f<DE. Áîëåå òîãî, (DE–f) - ýòî äå-

ôèöèò ðàçìåðíîñòè èëè ñîðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñâÿ-

çûâàþùèì çâåíîì ìåæäó òåîðèåé ôðàêòàëîâ è ïåðêîëÿöèîííûìè 

êëàñòåðàìè. 

Ñâÿçü êîëè÷åñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ ïåðêîëÿöèîííîé ñèñòåìû è 

ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü íîâûå ìîäåëè 

äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóð ìåòàëëîâ è ïðîöåññîâ èõ ñòðóêòóðîîáðàçîâà-

íèÿ. 

Íàïðèìåð, åñëè ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ïåðêîëÿöè-

îííîé ñèñòåìû ïîëèýäðû [10], à, êñòàòè, èìåííî ïîëèýäðè÷åñêóþ 

ôîðìó ðàññìàòðèâàþò â ñòåðåîìåòðè÷åñêîé ìåòàëëîãðàôèè â êà÷åñòâå 
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ôîðìû çåðíà [8], òî ìîæíî ïîëó÷èòü ìîäåëè ïîäîáíûå ïîêàçàííîé íà 

ðèñ.2.à. 

Äðóãîé ïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîðèñòîãî êëàñòåðà ýëåìåíòû 

âûãîäíî ðàññìàòðèâàòü â âèäå öèëèíäðîâ, îêîíöîâàííûõ ïîëóñôåðà-

ìè (ò.í. ïðóòüÿ) [11], ÷òî ïîêàçàíî íà (ðèñ. 2.á). 

  
Ðèñ.2. Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðêîëÿöèîííûõ êëàñòåðîâ: à) 

ýëåìåíò ïîëèýäð, á) - «ïðóò» 

Âûâîäû 

Íàëè÷èå ñâÿçè ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà (ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåð-

íîñòü) è êîëè÷åñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ ïåðêîëÿöèîííûõ êëàñòåðîâ äàåò 

âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü êîìáèíèðîâàííûé ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â 

ïðèìåíåíèè ïåðêîëÿöèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ 3D-ñòðóêòóðû è àíàëè-

òè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ, ìåõàíè÷åñêèõ, à òàêæå 

ôðàêòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà ñ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêîé ïî-

ñëåäíèõ íà ðåàëüíûõ îáúåêòàõ [5,6], èñïîëüçóÿ ñâÿçü ôðàêòàëüíûõ 

õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ ïåðêîëÿöèîííûõ êëàñòåðîâ. 
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ÓÄÊ 515.1 

Ä.Ô.Êó÷êàðîâà 

 

ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ ÒÎÏÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ 

ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ ÍÀ ÐÅÃÓËßÐÍÎÉ ÑÅÒÈ ÈÑÕÎÄÍÛÕ 

ÄÀÍÍÛÕ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû.  Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ 

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ðåëüåôà íà çàäàííîé ñå-

òè (ðåãóëÿðíîé,  íåðåãóëÿðíîé) èñõîäíûõ äàííûõ. Ñòåïåíü ñîîòâåòñò-

âèÿ ìåæäó ïîñòðîåííîé ìîäåëüþ è ðåàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ çàâèñèò îò 

òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ëèíèé ðåëüåôà, íàèáîëåå ïîëíî 

îòðàæàþùèõ ãåîìîðôîëîãèþ ìîäåëèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. Ñòðóêòóð-

íûå ìîäåëè ðåëüåôà, èçâåñòíûå òàêæå ïîä íàçâàíèåì ïîëèýäðàëüíûõ, 

ïðåäïîëàãàþò ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòè â âèäå ñèñòåìû ìíîãîãðàí-

íèêîâ, ðåáðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå ýêñòðåìàëü-

íûå òî÷êè íà ñìåæíûõ ãîðèçîíòàëÿõ è ñòðóêòóðíûõ ëèíèÿõ ðåëüåôà. 

© Ä.Ô.Êó÷êàðîâà, 2006 
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Òðàäèöèîííûé ïîäõîä îñíîâàí íà ïîèñêå ïîäõîäÿùåé ïîâåðõíî-

ñòè, êîòîðóþ ìîæíî «íàòÿíóòü»  íà çàäàííûé êàðêàñ òî÷åê ñ ïîñëå-

äóþùèì îïðåäåëåíèåì åå îñîáåííîñòåé è ñòðóêòóðíûõ  ëèíèé. Îäíà-

êî ïðè òàêîì ïîäõîäå çà÷àñòóþ ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ ïåðâîíà÷àëüíîé 

èíôîðìàöèè î ïîâåðõíîñòè. Ðàçðàáîòêà ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè 

ðåëüåôà ñ ìàêñèìàëüíûì ñîõðàíåíèåì ïåðâîíà÷àëüíîé èíôîðìàöèè î 

ïîâåðõíîñòè – îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. 

Àíàëèç ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé. Ðàçðàáîòàíû 

ðàçëè÷íûå ñïîñîáû äèôôåðåíöèàöèè ó÷àñòêîâ ðåëüåôà íà îñíîâå ïî-

ñòðîåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö çíà÷åíèé âûñîò, ëèáî ìàòðèö îòíî-

ñèòåëüíûõ èõ ïðåâûøåíèé – ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìàòðèöû  

çíà÷åíèé âûñîò, âèçóàëèçàöèè ïîñëåäíåé, ðàçëè÷íîãî ðîäà êëàññèôè-

êàöèè ìàòðèö îòíîñèòåëüíûõ ïðåâûøåíèé âûñîò  (ïî êðèòåðèÿì 

Ïèðñîíà, Êîëìîãîðîâà – Ñìèðíîâà è ò.ä.) [1,2,3]. Âñå îíè  èñïîëüçó-

þò òðàäèöèîííûé ïîäõîä. Íåðåãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè, ê êîòîðûì îò-

íîñÿòñÿ è òîïîãðàôè÷åñêèå, îáëàäàþò ðàäîì ñâîéñòâ, êîòîðûå íå ó÷è-

òûâàþòñÿ ïðè òðàäèöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè. 

Öåëü ñòàòüè.  Íà îñíîâå êëàññèôèêàöèè òèïà òî÷åê òîïîãðàôè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòè (ÒÏ) ðàññìîòðåòü ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè ñòðóêòóð-

íûõ ëèíèé è îñîáåííîñòåé ïîâåðõíîñòè.  

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Êëàññèôèêàöèÿ òèïà òî÷åê è ëèíèé  òîïîãðàôè-

÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàññìîòðåíà â [4,5]. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà âûñîò 

íåêîòîðîãî ó÷àñòêà ðåëüåôà:  



















=

mnmm

n

n

zzz

zzz

zzz

z

.....

...................

.....

.....

21

22221

11211

     (1) 

ãäå ijz  - çíà÷åíèÿ âûñîò èñõîäíûõ òî÷åê èíöèäåíòíûõ íåêîòîðîé 

ÿ÷åéêå. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû ijz  (íåèçìåííûìè îñòàþòñÿ 

êðàéíèå ïðàâûé è ëåâûé ñòîëáöû, âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñòðîêè - ãðà-

íèöà îáëàñòè) âû÷èñëÿþòñÿ âòîðûå ÷àñòíûå è ñìåøàííàÿ ïðîèç-

âîäíûå  
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Îïðåäåëÿþòñÿ ãåññèàí À è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (Àõ,ó) 

ijij

ijij

y

z

yx

z

yx

z

x

z

A










∂

∂









∂∂

∂










∂∂
∂










∂
∂

=

2

22

2

2

2

 

õàðàêòåð êîòîðûõ âûÿâëÿåò òèï èññëåäóåìîé âåðøèíû. 

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: 

22

2

2

2

2

),(0

0

0

yxyAx

y

z

x

z

A

ij

ij λλ ′′−′−=≠










∂

∂
−










∂
∂

−

=   (3) 

Âåðøèíà ijz   ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé - âåðøè-

íîé òèïà 1α  (ðèñ .1) ïåðâîãî ïîðÿäêà: 
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Âåðøèíà ijz   ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà 

2α  (ðèñ.2) ïåðâîãî ïîðÿäêà; 
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Рис.1     Рис.2 
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Рис. 5 

 

Âåðøèíà ijz   ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé - 

âåðøèíîé òèïà γ  (ðèñ.3) ïåðâîãî ïîðÿäêà. 
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Âåðøèíà ijz   ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé — 

âåðøèíîé òèïà 321 ,, βββ (ðèñ.4) 
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Âåðøèíà  ijz  ÿâëÿåòñÿ íåêðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà γαα ,, 21 - ñ 

êîìïëåêñîì òî÷åê âòîðîãî ïîðÿäêà, âêëþ÷¸ííûõ â ìàêñèìàëüíóþ îê-

ðåñòíîñòü âåðøèíû  ijz  (ðèñ.5). Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ðàáîòû ñ âåùåñò-

âåííûìè ïåðåìåííûìè íà ÝÂÌ ìàëûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ  

2,12,1
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 áëèçêèå ê íóëþ èäåíòèôèöèðóþòñÿ êàê íóëè. 

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ìàòðèöà (1) ïðåîáðàçóåòñÿ â ìàòðèöó: 
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Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà [À] çíà÷åíèé âûñîò íåêîòîðîãî ó÷àñòêà 

ðåëüåôà: 

[ ]







































=

50.1331.1331.1343.1343.1341.1354.1355.1370.1382.13

41.1354.1350.1340.1354.1340.1350.1350.1374.1382.13

53.1352.1365.1342.1354.1352.1352.1364.1375.1381.13

60.1360.1370.1375.1355.1352.1365.1360.1375.1385.13

61.1375.1374.1360.1365.1375.1374.1385.1385.1385.13

73.1374.1385.1380.1375.1370.1385.1375.1382.1391.13

75.1380.1385.1372.1375.1374.1375.1385.1385.1391.13

82.1390.1390.1390.1380.1370.1380.1380.1380.1381.13

81.1390.1390.1380.1370.1380.1390.1380.1390.1381.13

80.1382.1380.1381.1390.1395.1384.1385.1390.1391.13

А  (9) 

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìàòðèöû è âû÷èñëåíèÿ ãåññèà-

íà  â êàæäîé òî÷êå  ìàòðèöà [A] ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó  

[ ]







































=′

50.1331.1331.1343.1343.1341.1354.1355.1370.1382.13

41.1382.13

53.1381.13

60.1385.13

61.1385.13

73.1391.13

75.1391.13

82.1381.13

81.1381.13

80.1382.1380.1381.1390.1395.1384.1385.1390.1391.13

11111111

11111111

11211121

11111111

11111111

11111211

11112111

11121121

βββββββα
βββββββα
αααβββαβ
αααβββββ
ββααβαβα
ααααβαβα
αααααββα
βββαβααα

А  

Àíàëèç ìàòðèöû [ ]А′  ñ ïðèâëå÷åíèåì ïðîãðàìì «Êëàñòåð» ïîçâîëÿåò 

âûÿâèòü ñòðóêòóðíûå ëèíèè  

[ ].,,,,,,,,,,,,,, 9.108.100.109787868676666555453526 аааааааааааааа  Àïïëèêàòû   òî-

÷åê, èíöèäåíòíûõ ñòðóêòóðíûì ëèíèÿì è áëèçëåæàùèõ òî÷åê àíàëèçè-

ðóþòñÿ è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå: xyyxxyyx 22 2222 −++−−  

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü ïîâåðõíîñòè. 
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Ðèñ. 6 

Âûâîäû. Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ìîäåëåé 

ÒÏ ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ó÷àñòêè ðåëüåôà ñ ìèíèìàëüíûìè ïîòå-

ðÿìè ïåðâîíà÷àëüíîé èíôîðìàöèè. 

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ  

1. Maguire, D.I., Coodchild, M.F. and Rhind, D.W., Geographical In-
formation Systems: Principles and Applications, Longmann Scientific 
and Technical, England, 1991 

2. Burrough, P.A., Principles of Geographical Information Systems for 
Lànd Resource Assesment, Cearendon Press, Oxford, 1998  

3. Panel Discussion: The future of  DTM – Photog r a mmetric Engineer-
ing and Remote Sensing.,1998, vol,44 ¹ 12   

4. Ìèõàéëåíêî Â.Å., Êó÷êàðîâà Ä.Ô. Ãåîìåòðè÷íi ìîäåli òîïî-
ãðàôi÷íèõ  ïîâåðõîíü â çàäà÷àõ ïðîåêòóâàííÿ – // Ïðèêëàäíàÿ 
ãåîìåòðèÿ è èíæåíåðíàÿ ãðàôèêà, Áóäiâåëüíèê, Êèåâ, âûï.65, 
1999, ñ.53-58. 

5. Êó÷êàðîâà Ä.Ô. Àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ êëàñòåðà ñòðóêòóðíûõ 
ëèíèé òîïîãðàôè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, - // Òåçèñû ìåæäóíàðîäíîé 
íàó÷íî – ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè «Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ», Äîíåöê, 2000, ñ.130-132. 

Ïîëó÷åíî 17.03.2006 ã. 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945  41 

ÓÄÊ 621.83 

À.Ô.Êèðè÷åíêî, À.È. Ïàâëîâ, Â.Â.Íåìöåâ  

ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÅ ÏÐÈÂÅÄÅÍÍÎÃÎ 

ÐÀÄÈÓÑÀ ÊÐÈÂÈÇÍÛ Â ÇÀÖÅÏËÅÍÈÈ ÇÓÁ×ÀÒÛÕ 

ÏÅÐÅÄÀ× 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Çíà÷åíèå ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèç-

íû â çàöåïëåíèè çóá÷àòûõ ïåðåäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âàæíûì ïàðà-

ìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì âåëè÷èíó êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé. Ãðàôè÷å-

ñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà äàåò íàãëÿäíîå èçîáðàæå-

íèå äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðàçëè÷íûõ çàöåïëåíèé. Â ëèòåðàòóðå 

ïî òåîðèè çàöåïëåíèé ýòîò âîïðîñ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. 

Òàêèì îáðàçîì, öåëü ðàáîòû – ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðèâå-

äåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû â çàöåïëåíèè. Êîíòàêò â ïîëþñå ïåðåäà÷è 

ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âàæíûì âîïðîñîì, ïîýòîìó âñå èññëåäîâàíèÿ ïðî-

âåäåì äëÿ êîíòàêòà â ïîëþñå ïåðåäà÷è. Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæå-

íèÿ ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü àíàëèòè-

÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå Áîáèëüå äëÿ ðàç-

íûõ ñèñòåì çàöåïëåíèÿ. 

Íà ðèñ.1 âûïîëíåíî ïîñòðîåíèå Áîáèëüå äëÿ ýâîëüâåíòíîãî çà-

öåïëåíèÿ ñ óãëîì çàöåïëåíèÿ α è ïåðåäàòî÷íûì îòíîøåíèåì u è äëÿ 

ýâîëþòíîãî çàöåïëåíèÿ [1-4] ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè. Ïîýòîìó âåëè-

÷èíà êîýôôèöèåíòà ðàçíîâèäíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîâåäåíèåì ëó÷à 

WD èç ïîëþñà çàöåïëåíèÿ ïîä óãëîì α ê ìåæîñåâîé ëèíèè. 

Ðàäèóñû êðèâèçí â ýâîëüâåíòíîì çàöåïëåíèè äëÿ êîíòàêòà â 

ïîëþñå ïåðåäà÷è ðàâíû: 

            
,sin

,sin

2

1

α

α

rWC

urWC

=

=
                                     (1) 

ãäå r – ðàäèóñ äåëèòåëüíîé îêðóæíîñòè øåñòåðíè rWO =1 . Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðèâåäåííûé ðàäèóñ êðèâèçíû ýâîëüâåíòíîãî çàöåïëåíèÿ â 

ïîëþñå ïåðåäà÷è          

          ,
1

sin

+
=

u

ur
np

α
ρ                                        (2) 
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÷òî îòðàæàåòñÿ îòðåçêîì WM, ïîñòðîåííûì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà 

ëó÷å Ñ2Î1 îòêëàäûâàåòñÿ îòðåçîê Ñ2G=C2W, çàòåì Ñ1 ñîåäèíÿåì ñ òî÷-

êîé G, è òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ Ñ1G ñ WD îïðåäåëÿåò ïðèâåäåííûé ðà-

äèóñ WM. Äîêàçàòü ýòî ïðîñòî, åñëè ðàññìîòðåòü ïîäîáíûå òðåóãîëü-

íèêè C2GC1 è WMC1:  

           
21

1

2 CC

WC

GC

WM
=                                    (3) 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû ýâîëþòíîãî çà-

öåïëåíèÿ íåîáõîäèìî èç ìãíîâåííîãî öåíòðà D ïðîâåñòè ëèíèþ DF|| 

C1C2 äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ìåæîñåâîé ëèíèåé Î1Î2. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî 

ôàêòà: ïðèâåäåííûé ðàäèóñ êðèâèçíû ýâîëþòíîãî çàöåïëåíèÿ ïðè 

âûïóêëî-âîãíóòîì êîíòàêòå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

       ,
21

21

ρρ
ρρ

ρ
−

=np                                         (4) 

ãäå                  

;11 WC=ρ                                       (5) 

     .
cossin

sin
3

kur

urk

+
=

αα
α

ρ                                 (6) 

Ôîðìóëà (6) ïîëó÷åíà èç ðàññìîòðåíèÿ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ 

O2WC3 è O2FD, äëÿ êîòîðûõ çàïèñàíà ïðîïîðöèÿ 

        .3

2

2

FD

WC

WFWO

WO
=

+                                      (7)   

Âåëè÷èíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóë: 

           ;2 urWO =                                          (8) 

αααα cossinkktgkctgWF =+= ;                     (9) 

  ;33 ρ=WC                                         (10) 

 αcos
kFD = .                                  (11) 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (4) çíà÷åíèé ðàäèóñîâ êðèâèçíû (2) è (10), 

ïîëó÷èì, ÷òî  

    ,
cosα

ρ
k

np =                                         (13) 
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ñëåäîâàòåëüíî, FD=ρïð. Ñëó÷àé ïî îòíîøåíèþ ê ýâîëþòíîìó çàöåïëå-

íèþ, ðàññìîòðåííûé âûøå, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè-

âåäåííûé ðàäèóñ êðèâèçíû â çàöåïëåíèè áóäåò îòðåçîê íà ëèíèè îá-

ùåé íîðìàëè â òî÷êå êîíòàêòà (ðèñ.2), ïîñòðîåííûé ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Èç öåíòðà âðàùåíèÿ Î1 ïðîâîäèì ëó÷ ïàðàëëåëüíî ëèíèè îá-

ùåé íîðìàëè Ñ1Ñ2 äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëó÷îì WD. Äàëåå ñîåäèíÿåì òî÷-

êó D c öåíòðîì Î2. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ Ñ3 äàåò îòðåçîê C3W, êîòîðûé 

è ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû â çàöåïëåíèè. 

G 

α 

α 

k E 

M 
C2 

C3 
W 

F 

С1 

О1 

O2 

D 

  

α 

α 

k 

C2

C3 

W 

С1 

О1 

O2 

D 

 
Ðèñóíîê 1. Ïîñòðîåíèå Áîáèëüå 

äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ 

Ðèñóíîê 2. Ïîñòðîåíèå Áîáèëüå 

äëÿ ýâîëþòíîãî çàöåïëåíèÿ 

 

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèâåäåííûõ ðàäèóñîâ 

êðèâèçíû â ïîëþñå ïåðåäà÷è îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýâîëüâåíòíîãî çàöåï-

ëåíèÿ ρïð çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ïåðåäà÷è: ïåðåäàòî÷íîãî îòíîøåíèÿ 

u, ðàäèóñà äåëèòåëüíîé îêðóæíîñòè r è óãëà çàöåïëåíèÿ. Íå çàâèñèò 

ρïð îò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàçíîâèäíîñòè k. Äëÿ ýâîëþòíîãî çàöå-

ïëåíèÿ òàêæå ïðèâåäåííûé ðàäèóñ êðèâèçíû íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ 

êîýôôèöèåíòà ðàçíîâèäíîñòè. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà 

ðàçíîâèäíîñòè ,2sin5,0 αrk =  à ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû 

ρïð=rsinα. 
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Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû â 

çóá÷àòîì çàöåïëåíèè ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü 

èìååòñÿ íîðìàëü â çàöåïëåíèè ñ öåíòðàìè êðèâèçíû Ñ1 è Ñ2 è òî÷êîé 

êîíòàêòà Ê (ðèñ.3). Öåíòðû êðèâèçíû â äàííîì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíû 

ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè êîíòàêòà. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î êîíòàê-

òèðîâàíèè äâóõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé. Èç òî÷êè Ñ2 ïðîâîäèì ëó÷ 

ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì è îòêëàäûâàåì íà íåì âåëè÷èíó  îò òî÷êè Ê  

 

L 

М 

К 

С1 

С2 

 
Ðèñóíîê 3. Ïðèâåäåííûé ðàäèóñ êðèâèçíû â çàöåïëåíèè ñ äâîÿ-

êîâûïóêëûì êîíòàêòîì 

 

Ñ2Ì=Ñ2Ê. Ñîåäèíÿåì òî÷êó Ì ñî âòîðûì öåíòðîì Ñ1, à èç òî÷êè êîí-

òàêòà ïðîâîäèì ëó÷ ÊL ïàðàëëåëüíî Ñ2Ì äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ Ñ1Ì. Òî÷êà 

ïåðåñå÷åíèÿ L äàåò îòðåçîê ÊL, ðàâíûé ïðèâåäåííîìó ðàäèóñó êðè-

âèçíû.  

 Â ñëó÷àå âûïóêëî-âîãíóòîãî êîíòàêòà (ðèñ.4) àíàëîãè÷íî èç òî÷-

êè Ñ2 ïðîâîäèì ëó÷ ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì è îòêëàäûâàåì îò òî÷êè 

Ñ1 íà íåì âåëè÷èíó Ñ1Ì=Ñ1Ê. Èç òî÷êè Ê ïðîâîäèì ÊL ïàðàëëåëüíî 

Ñ1Ì äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîäîëæåíèåì Ñ2Ì. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ L äàåò 

îòðåçîê ÊL, ðàâíûé ïðèâåäåííîìó ðàäèóñó êðèâèçíû. 

       Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè ïîñòðîåíèé âèäíà èç ôîðìó-

ëû, çàïèñàííîé íà îñíîâàíèè ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ: 

                                   ρ
ρ

ρ
ρ

Σ
= 2

1

np

   , 

ïîëó÷åííîé íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà npρ (4). 

Ïîä çíà÷åíèåì ρΣ  íàäî ïîíèìàòü ñóììó àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ðà-

äèóñîâ êðèâèçí êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé, ïðè ýòîì â ñëó÷àå 

âûïóêëî-âîãíóòîãî êîíòàêòà ýòà ñóììà ïðèîáðåòàåò âèä ðàçíîñòè.          
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L М 

К 

С1 

С2 

 
 

Èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ âèäíî, íàñêîëüêî áîëüøå âåëè÷èíà 

ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû â ñëó÷àå âûïóêëî-âîãíóòîãî êîíòàê-

òà, à òàêæå âëèÿíèå ïîëþñíîãî ðàññòîÿíèÿ íà åãî âåëè÷èíó. 

 

Âûâîäû. 

1.Ãðàôè÷åñêîå îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðè-

âèçíû ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü åãî èçìåíåíèå îò âèäà êîíòàêòà è ïà-

ðàìåòðîâ ïåðåäà÷è. 

2.Â ïîëþñå ïåðåäà÷è ëþáîãî âèäà çàöåïëåíèÿ ïðèâåäåííûé ðà-

äèóñ êðèâèçíû çàâèñèò îò óãëà çàöåïëåíèÿ, ÷èñëà çóáüåâ ïåðåäà÷è è 

ïåðåäàòî÷íîãî îòíîøåíèÿ è íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà ðàçíîâèäíî-

ñòè. 
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ÎÑÍÎÂÍ² ÐÈÑÈ ÍÎÂÎÃÎ ÍÀÏÐßÌÊÓ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ 

ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß – ×ÈÑËÅÍÍß ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ 

ÒÐÈÂÅÊÒÎÐ²Â 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ïðàêòèêà âèñóâàº ïåðåä ïðèêëàäíèìè 

íàóêàìè âñå á³ëüø ñêëàäí³ çàäà÷³, ïîâ'ÿçàí³ ç ìîäåëþâàííÿì ÿâèù ³ 

ïðîöåñ³â, ïðåä'ÿâëÿþ÷è ïðè öüîìó äî ìîäåëåé ³ ìîäåëþþ÷îãî àïàðàòó 

ö³ëó íèçêó âèìîã, íàïðèêëàä, äèôåðåíö³àëüíîãî, ïîçèö³éíîãî, ãåî-

ìåòðè÷íîãî õàðàêòåðó. Òàêèì ÷èíîì, ³ñíóº íàóêîâà ïðîáëåìà ïîáóäî-

âè á³ëüø ïîâíèõ, òî÷íèõ ³ àäåêâàòíèõ ìîäåëåé, ùî îïèñóþòü ÿâèùà ³ 

ïðîöåñè ñêëàäíî¿, âåêòîðíî¿ ³ ñêàëÿðíî¿ ïðèðîäè, òà â³äïîâ³äíîãî äî 

íèõ ìîäåëþþ÷îãî àïàðàòó, ÿêèé äîçâîëèòü  âðàõîâóâàòè âñ³ ð³çíîâè-

äè âëàñòèâîñòåé äîñë³äæóâàíîãî ÿâèùà àáî ïðîöåñó. Çàãàëüíà ïîñòà-

íîâêà çàäà÷³ ìîäåëþâàííÿ âåêòîðíèõ àáî ñêàëÿðíèõ ïîë³â ³ç çàäàíè-

ìè äèôåðåíö³àëüíî-ãåîìåòðè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ñêëàäàºòüñÿ â ïî-

áóäîâ³ òàêîãî ïîëÿ, ÿêå ó äåÿê³é îáëàñò³ çàäîâîëüíÿº çàäàíèì äèôå-

ðåíö³àëüíèì óìîâàì, à íà êðàþ ö³º¿ îáëàñò³ ìàº âèçíà÷åí³ äèôåðåíö³-

àëüí³ ³ ïîçèö³éí³ âëàñòèâîñò³. Ðîçðîáêà ìåòîä³â ìîäåëþâàííÿ òàêèõ 

ïîë³â âàæëèâà äëÿ òåîð³¿ ³ ïðàêòèêè, òîìó, ùî äîçâîëÿº îäåðæàòè 

ðîçâ’ÿçêè  áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ ³ íàóêîâèõ çàäà÷, òàêèõ ÿê çàäà÷³ 

òåîð³¿ ïðóæíîñò³, òåîð³¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³, òåîð³¿ êîëèâàíü òà ³í. 

Ñêëàäí³ñòü ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ ïîëÿãàº â íåîáõ³äíîñò³ âðàõóâàòè ïðè 

ïîáóäîâ³ ãåîìåòðè÷íî¿ ìîäåë³  äèôåðåíö³àëüí³ óìîâè, ÿê³ â³äîáðàæà-

þòü ô³çèêó ïðîöåñó, ãåîìåòðè÷íó ôîðìó îáëàñò³, ó ÿê³é äîñë³äæóºòü-

ñÿ ïðîöåñ, ðîçìà¿òòÿ êðàéîâèõ óìîâ íà êðàþ ö³º¿ îáëàñò³. 

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü. Àíàë³ç â³äîìèõ ìåòîä³â ó 

ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ âåêòîðíèõ ³ ñêàëÿðíèõ ïîë³â ³ç çàäà-

íèìè äèôåðåíö³àëüíî-ïîçèö³éíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè [1]-[3] äîçâîëÿº 

çðîáèòè íàñòóïí³ âèñíîâêè: 

– ³ñíóþ÷³ ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ ïîë³â ³ç çàäàíèìè äèôåðåíö³àëü-

íî-ïîçèö³éíèìè âëàñòèâîñòÿìè âèÿâëÿþòüñÿ íååôåêòèâíèìè ïðè 

ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷ íà îáëàñòÿõ ñêëàäíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ³ ïðè ñêëàäíèõ 

êîìá³íîâàíèõ äèôåðåíö³àëüíî-ïîçèö³éíèõ óìîâàõ; 
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– íå ðîçðîáëåí³ òåîðåòè÷í³ îñíîâè ïðîáëåìè ãåîìåòðè÷íîãî ìî-

äåëþâàííÿ âåêòîðíèõ ³ ñêàëÿðíèõ ïîë³â ³ç çàäàíèìè äèôåðåíö³àëü-

íèìè óìîâàìè òà â³äñóòí³é â³äïîâ³äíèé ãåîìåòðè÷íèé àïàðàò äëÿ 

ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè; 

– â³äñóòí³é àïàðàò, íà ï³äñòàâ³ ÿêîãî ìîæíà áóäóâàòè àíàë³òè÷í³ 

âåêòîðí³ òðèâèì³ðí³ ôóíêö³¿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòó; 

– â³äñóòíÿ òåîðåòè÷íà áàçà äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â ³ ÿâèù 

âåêòîðíî-ñêàëÿðíî¿ ïðèðîäè. 

Íà íàø ïîãëÿä öå ïîÿñíþºòüñÿ â³äñóòí³ñòþ â³äïîâ³äíîãî ìîäå-

ëþþ÷îãî ãåîìåòðè÷íîãî àïàðàòà, â ðàìêàõ ÿêîãî áóëî á ìîæëèâî âðà-

õîâóâàòè ñêëàäí³ äèôåðåíö³àëüí³ ³ ãåîìåòðè÷í³ óìîâè, ³ ÿêèé áè  çà-

áåçïå÷èâ ñï³ëüí³ ï³äõîäè äî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â ³ ñêàëÿðíî¿, ³ âåê-

òîðíî¿ ïðèðîäè. 

Ö³ëü ñòàòò³. Ñôîðìóëþâàòè îñíîâí³ ðèñè ³ ïðèíöèïè íîâîãî íà-

ïðÿìêó ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ – ÷èñëåííÿ óçàãàëüíåíèõ òðè 

âåêòîð³â (Î-òðèâåêòîð³â). 

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Ïåðåðàõîâàí³ ïðè÷èíè âèçíà÷àþòü íåîáõ³äí³ñòü 

ðîçðîáêè íîâîãî ÷èñëåííÿ, ÿêå ñêëàäàº îñíîâè ãåîìåòðè÷íîãî ìîäå-

ëþâàííÿ ñêàëÿðíèõ, âåêòîðíèõ ³ âåêòîðíî-ñêàëÿðíèõ ïîë³â ³ç çàäà-

íèìè äèôåðåíö³àëüíèìè ³ ïîçèö³éíèìè âëàñòèâîñòÿìè íà áàç³ àïàðà-

òà àíàë³òè÷íèõ óçàãàëüíåíî-òðèâåêòîðíèõ ôóíêö³é [4]-[6]. 

Îñíîâí³ ðèñè ïðîïîíîâàíîãî ÷èñëåííÿ: 

– ÷èñëåííÿ â³äêðèâàº øëÿõè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ 

ïîë³â ³ç çàäàíèìè äèôåðåíö³àëüíî-ïîçèö³éíèìè âëàñòèâîñòÿìè ð³çíèõ 

êëàñ³â; 

– òåîðåòè÷í³ îñíîâè íîâîãî ÷èñëåííÿ ñêëàäàþòü áàçó äëÿ ðîçðî-

áêè íîâèõ ìåòîä³â ìîäåëþâàííÿ ñêàëÿðíèõ, âåêòîðíèõ ³ âåêòîðíî-

ñêàëÿðíèõ ïîë³â ³ º óí³âåðñàëüíèìè ó â³äíîøåíí³ ãåîìåòðè÷íèõ âè-

ìîã äî ìîäåëåé; 

– ìåòîäè, ÿê³ ðîçðîáëåí³ íà áàç³ ÷èñëåííÿ ìàþòü ïðîñòå àëãîðè-

òì³÷íå ð³øåííÿ, ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ ÿêèõ ñêëàäàº ºäèíó ïðîãðà-

ìíó îáîëîíêó, ÿêà ìàº ìîäóëüíó ñòðóêòóðó, ùî äîçâîëÿº íàðîùóâàòè 

¿¿ ïîâíèìè ñêëàäîâèìè. 

Ìåòîäîëîã³÷í³ ïðèíöèïè ÷èñëåííÿ: 

– ñóòü ÷èñëåííÿ ñêëàäàº ãåîìåòðè÷íèé àïàðàò, â îñíîâ³ ÿêîãî 

ëåæàòü íîâ³ ãåîìåòðè÷í³ îá'ºêòè óçàãàëüíåí³ òðèâåêòîðè (Î-

òðèâåêòîðè) ³ ñèñòåìà îïåðàö³é íàä íèìè; 
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– ïðåäìåòíîþ îáëàñòþ ÷èñëåííÿ º âåêòîðí³, ñêàëÿðí³ ³ âåêòîðíî-

ñêàëÿðí³ ïîëÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü çàäàíèì äèôåðåíö³àëüíèì ³ ãåîìåò-

ðè÷íèì âèìîãàì. 

Çì³ñò ÷èñëåííÿ ñêëàäàº íîâèé àïàðàò Î-òðèâåêòîðíèõ àíàë³òè÷-
íèõ ôóíêö³é, ÿêèé ìàº ïîâíîòó ³ íåñóïåðå÷í³ñòü áàçîâèõ âèçíà÷åíü 
îïåðàö³é. Îñíîâîþ ìåòîäó ìîäåëþâàííÿ íà áàç³ Î-òðèâåêòîðíîãî ÷èñ-
ëåííÿ º çàãàëüíèé àëãîðèòì óðàõóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ óìîâ çàäà÷³ 
çà äîïîìîãîþ ïîáóäîâè íàáîðó áàçèñíèõ Î-òðèâåêòîðíèõ ôóíêö³é ³ 
óðàõóâàííÿ ïîçèö³éíèõ óìîâ çàäà÷³, çàâäÿêè êîíñòðóþâàííþ ñïåö³à-
ëüíî¿ ìåòðèêè ó ïðîñòîð³ ðîçâ’ÿçê³â. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó äîçâîëÿº 
îäåðæàòè ðîçâ’ÿçîê ç ïðèïóñòèìîþ ïîõèáêîþ. Îá÷èñëþâàëüíà ðåàë³-
çàö³ÿ ìåòîäó îð³ºíòîâàíà íà íîâ³ ìîæëèâîñò³ ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðíèõ 
òåõíîëîã³é ³ çàáåçïå÷óº çàäàíó òî÷í³ñòü. 

Îñîáëèâîñò³ íîâîãî ÷èñëåííÿ: 
– çì³ñòîâíà îñîáëèâ³ñòü ïîëÿãàº â òîìó, ùî íà áàç³ íîâîãî ãåîìå-

òðè÷íîãî àïàðàòà Î-òðèâåêòîð³â áóäóºòüñÿ àíàë³ç àíàë³òè÷íèõ ôóíê-
ö³é Î-òðèâåêòîðíîãî àðãóìåíòó, ùî äàº ìîæëèâ³ñòü ìîäåëþâàòè âåê-
òîðí³,  ñêàëÿðí³ ³ âåêòîðíî-ñêàëÿðí³  ïîëÿ ³ç çàäàíèìè äèôåðåíö³àëü-
íèìè âëàñòèâîñòÿìè ó âèãëÿä³ àïðîêñèìóþ÷îãî Î-òðèâåêòîðíîãî ïî-
ë³íîìà. Êîíñòðóþâàííÿ ñïåö³àëüíî¿ ìåòðèêè ó ïðîñòîð³ ôóíêö³é-
ðîçâ’ÿçê³â äîçâîëÿº ìîäåëþâàòè âåêòîðí³, ñêàëÿðí³ ³ âåêòîðíî-
ñêàëÿðí³ ïîëÿ ç çàäàíèìè ïîçèö³éíèìè âëàñòèâîñòÿìè íà îáëàñòÿõ 
ñêëàäíî¿ êîíô³ãóðàö³¿; 

– îá÷èñëþâàëüíà îñîáëèâ³ñòü ïîëÿãàº â ò³ì, ùî ïðîãðàìíà ðåàë³-
çàö³ÿ ìåòîäó îð³ºíòîâàíà íà íîâ³ ìîæëèâîñò³ ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðíèõ 
òåõíîëîã³é; 

– àëãîðèòì³÷íà îñîáëèâ³ñòü ìåòîäó ñêëàäàºòüñÿ â óí³âåðñàëüíîñ-
ò³ ³ ñï³ëüíîñò³ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ð³çíèõ êëàñ³â, ïðè 
ìîäåëþâàíí³, ÿê ïîâåðõîíü, òàê ³ âåêòîðíèõ, ³ âåêòîðíî-ñêàëÿðíèõ 
ïîë³â; 

– ïðàêòè÷íà îñîáëèâ³ñòü ñêëàäàºòüñÿ â ìîæëèâîñò³ ïîáóäîâè 
ãåîìåòðè÷íèõ ìîäåëåé ðåàëüíèõ ïðîöåñ³â ³ ÿâèù âåêòîðíî¿, ñêàëÿðíî¿ 
³ âåêòîðíî-ñêàëÿðíî¿ ïðèðîäè. 

Âèñíîâêè. Ñôîðìóëüîâàíî îñíîâí³ ðèñè íîâîãî ìîäåëþþ÷îãî  

àïàðàòà íà áàç³ ñïåö³àëüíî ïîáóäîâàíîãî óçàãàëüíåíî-òðèâåêòîðíîãî 

÷èñëåííÿ. Â ðàìêàõ ïîáóäîâàíîãî ÷èñëåííÿ Î-òðèâåêòîð³â ðîçðîáëåí³ 

íîâ³ ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ âåêòîðíèõ ³ ñêàëÿðíèõ ïîë³â ó âèä³  àïðîê-

ñèìóþ÷èõ âåêòîðíèõ àáî ñêàëÿðíèõ Î-òðèâåêòîðíèõ ïîë³íîì³â.  
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[1, 2] çàïðîïîíóâàâ äâ³ ñõåìè (ìóëüòèïë³êàòèâíà, àäèòèâíà) ðîçðàõó-

íêó çãóùåííÿ òà îòðèìàâ ðåçóëüòàòè ïî îäíî÷àñíîìó ôîðìóâàííþ 

äèñêðåòíèõ íåîñöèëþþ÷èõ ãðàô³ê³â iy  òà iy′. Äàí³ ñõåìè ãàðàíòóþòü 
â³äñóòí³ñòü îñöèëÿö³¿ ³ ïðîïîíóþòü ïðîåêòóâàëüíèêó ìàêñèìàëüí³ 

ìîæëèâîñò³ â êîðåêö³¿ òà ïîøóêó îïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó. Îäíàê, ö³ 

ñõåìè çàñòîñîâóþòüñÿ ò³ëüêè äëÿ îäíîçíà÷íèõ ÄÏÊ ³ ìàþòü âåëèê³ 

ïîõèáêè, ïðè ïîëîæåííÿõ äîòè÷íèõ, áëèçüêèõ äî âåðòèêàëüíèõ. Òî-

ìó ââàæàºìî çà íåîáõ³äíå ïðîäîâæåííÿ äîñë³äæåíü â öüîìó íàïðÿì-

êó. 

© Â.Ì.Íàéäèø, Â.Â.Ñï³ð³íöåâ, 2006 
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Ôîðìóëþâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³. Ìåòîþ äàíî¿ ñòàòò³ º îòðèìàííÿ îñ-

íîâíîãî àëãîðèòìó, çà ÿêèì ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó äèñêðåòíî¿ ³í-

òåðïîëÿö³¿ ÄÏÊ äîâ³ëüíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ çà ðîçðîáëåíîþ àäàïòèâíîþ 

ñõåìîþ. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Îñíîâíîþ îñîáëèâ³ñòþ äàíî¿ ñõåìè º òå, ùî 

ïðîöåñ çãóùåííÿ çä³éñíþºòüñÿ â îäíîìó íàïðÿìêó (â³ä ìåíøîãî êóòà 

äî á³ëüøîãî), îñê³ëüêè òî÷êà çãóùåííÿ ïîâèííà çíàõîäèòèñÿ íà ë³í³¿ 

çâ’ÿçêó íèæ÷å íèæíüî¿ òî÷êè ïåðåòèíó äîòè÷íèõ ç çàäàíîþ ë³í³ºþ 

çâ’ÿçêó. ²íàêøå ìîæëèâà ïîÿâà îñöèëÿö³¿. Ðîçãëÿíåìî ëîêàëüíå çãó-

ùåííÿ ä³ëÿíêè ( )1, +ii  ÄÏÊ (ðèñ.1), äå ó âóçëàõ i  ³ 1+i  çàäàí³ äîòè-

÷í³ iy′ ³ 1+′iy , â³äïîâ³äíî. Ðîç³á'ºìî ä³ëÿíêó ( )1, +ii , äîâæèíà ÿêî¿ l, 

íà n ÷àñòèí, ùî óòâîðþþòü  ð³âíîì³ðíó ñ³òêó ç êðîêîì h , ³ íà ö³é ñ³-

òö³ ïîáóäóºìî òî÷êè çãóùåííÿ.   

Ðîçâ’ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ ïðîïîíóºòüñÿ çä³éñíèòè íàñòóï-

íèì ÷èíîì. 

1) Ïîð³âíþºìî êóòè 1+iα  ³ iα  (ðèñ.1), óòâîðåí³ äîòè÷íèìè 1+′iy  ³ 

iy′ ó âóçëàõ 1+i  ³ i , â³äïîâ³äíî, ç âèõ³äíîþ ëàíêîþ ( )1, +ii . Âèÿâëÿ-

ºìî ìåíøèé ç íèõ. Ç áîêó ìåíøîãî êóòà, çã³äíî ç ðèñ.1 – 1+iα , ïðî-

âîäèìî ïðîì³íü 4α  ï³ä êóòîì )( 144 +⋅= itgparctg αα  äî âèõ³äíî¿ ëàí-

êè ( )1, +ii , äå 4p - äåÿêèé êîåô³ö³ºíò, ùî çàëåæèòü â³ä n. Â ðåçóëüòà-

ò³ ïåðåòèíó äàíîãî ïðîìåíÿ 4α ç ë³í³ºþ çâ'ÿçêó 3=x  îäåðæóºìî òî÷-

êó çãóùåííÿ ò.3, îðäèíàòà ÿêî¿: 43 αtghy ⋅= . Äàë³ ç'ºäíóºìî îòðèìà-

íó òî÷êó çãóùåííÿ ò.3 ç âóçëîâîþ ò.0 õîðäîþ 0-3, ùî óòâîðþº ç âèõ³-

äíîþ ëàíêîþ ( )1, +ii  êóò ϕ3: ( )






−

=
hl

y
arctg 3

3ϕ ;çâ'ÿçêó 3=x  îäåð-

æóºìî òî÷êó çãóùåííÿ ò.3, îðäèíàòà ÿêî¿: 43 αtghy ⋅= . Ïîò³ì  ç'ºä-

íóºìî îòðèìàíó òî÷êó çãóùåííÿ ò.3 ç âóçëîâîþ ò.0 õîðäîþ 0-3, ùî 

óòâîðþº ç âèõ³äíîþ ëàíêîþ ( )1, +ii  êóò ϕ3: ( )






−

=
hl

y
arctg 3

3ϕ ; 
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Ðèñ.1. Ñõåìà àäàïòèâíîãî çãóùåííÿ ïðè çàäàíèõ ó âóçëàõ 

äîòè÷íèõ (ñõåìà 1) 

 
Ðèñ. 2. Ñõåìà àäàïòèâíîãî çãóùåííÿ (ñõåìà 2) 

 

2) Ïîð³âíþºìî îòðèìàí³ êóòè θ3-0 ³ θ0-3, äå θ3-0 – êóò, ùî  óòâîðþº 

õîðäà 0-3 ³ ïðîì³íü  4α : 3403 ϕαθ +=− ; θ0-3 – êóò, ùî óòâîðþº õîðäà 

0-3 ³ äîòè÷íà iy′ , 330 ϕαθ −=− i . Â ðåçóëüòàò³ ïîð³âíÿííÿ äàíèõ êóò³â 

θ3-0 ³ θ0-3 âèÿâëÿºìî ìåíøèé ç íèõ. Â íàøîìó âèïàäêó,  çã³äíî ç ðèñ.1 

θ3-0 < θ0-3 . Ïðîäîâæóºìî çãóùóâàòè ç áîêó ìåíøîãî êóòà θ3-0 çã³äíî ç 

ïóíêòîì 1): ïðîâîäèìî ïðîì³íü 3α  ç îòðèìàíî¿ ðàí³øå òî÷êè çãóùåí-

íÿ ò.3 ï³ä êóòîì  )( 133 +⋅= itgparctg αα  äî âèõ³äíî¿ ëàíêè ( )1, +ii , äå 

3p - äåÿêèé êîåô³ö³ºíò. Â ðåçóëüòàò³ ïåðåòèíó äàíîãî ïðîìåíÿ 3α  ç 
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ë³í³ºþ çâ'ÿçêó 2=x  îäåðæóºìî òî÷êó çãóùåííÿ ò.2. Ç'ºäíóºìî îòðè-

ìàíó òî÷êó çãóùåííÿ ò.2 ç âóçëîâîþ ò.0 õîðäîþ 0-2, ùî óòâîðþº ç 

âèõ³äíîþ ëàíêîþ ( )1, +ii  êóò ϕ2: ( )






−

=
hl

y
arctg

2
2

2ϕ , äå 

332 αtghyy ⋅+=  – îðäèíàòà òî÷êè çãóùåííÿ ò.2. Ïîâåðòàºìîñÿ äî ïî-

÷àòêó ïóíêòó 2), òîáòî ïîð³âíþºìî îòðèìàí³ êóòè  θ2-0 ³  θ0-2, äå θ2-0 – 

êóò, ùî óòâîðþº õîðäà 0-2 ³ ïðîì³íü  3α , 2302 ϕαθ +=− ,; θ0-2 – êóò 

óòâîðåíèé ì³æ õîðäîþ 0-2 ³ äîòè÷íîþ iy′, 220 ϕαθ −=− i . Âèÿâëÿºìî 

ìåíøèé ç íèõ. Â ðåçóëüòàò³ îäåðæóºìî äâ³ ñõåìè: çã³äíî ç ðèñ.1 θ0-2 < 

θ2-0 – ñõåìà 1; çã³äíî ç ðèñ.2 θ0-2 > θ2-0 – ñõåìà 2.  

 
Ðèñ. 3. Ñõåìà àäàïòèâíîãî çãóùåííÿ (ñõåìà 3) 

 

 
Ðèñ. 4. Ôðàãìåíò äåÿêî¿ ä³ëÿíêè (ñõåìà 4) 
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Âèõîäÿ÷è ç îñíîâíî¿ îñîáëèâîñò³, â³äçíà÷åíî¿ ðàí³øå, äàíî¿ àäàï-

òèâíî¿ ñõåìè, ÿê â ïåðøîìó âèïàäêó (ðèñ.1), òàê ³ â äðóãîìó (ðèñ.2) 

ïðîöåñ çãóùåííÿ ïðîäîâæóºòüñÿ ç áîêó ìåíøîãî êóòà:  θ0-2 – ðèñ.1, θ2-

0  – ðèñ.2. Â ïåðøîìó âèïàäêó (ðèñ.1)  ïðîâîäèìî ïðîì³íü 0α  ç âóç-

ëîâî¿ òî÷êè i  ï³ä êóòîì )( 00 itgparctg αα ⋅=  äî âèõ³äíî¿ ëàíêè, äå 

40 pp = - äåÿêèé êîåô³ö³ºíò. Â ðåçóëüòàò³ ïåðåòèíó äàíîãî ïðîìåíÿ 

0α  ç ë³í³ºþ çâ'ÿçêó 1=x  îäåðæóºìî òî÷êó çãóùåííÿ ò.1, îðäèíàòà 

ÿêî¿ 01 αtghy ⋅= . Â äðóãîìó âèïàäêó (ðèñ.2) ïðîâîäèìî ïðîì³íü 2α  ç 

îòðèìàíî¿ òî÷êè çãóùåííÿ ò.2 ï³ä êóòîì  )( 122 +⋅= itgparctg αα  äî 

âèõ³äíî¿ ëàíêè ( )1, +ii , äå  2p - äåÿêèé êîåô³ö³ºíò. Â ðåçóëüòàò³ ïåðå-

òèíó äàíîãî ïðîìåíÿ 2α  ç ë³í³ºþ çâ'ÿçêó 1=x  îäåðæóºìî òî÷êó çãó-

ùåííÿ ò.1, îðäèíàòà ÿêî¿ 221 αtghyy ⋅+= .  

Çàóâàæèìî, ùî äîâ³ëüíó ëàíêó îòðèìàíî¿ ÑËË (íàïðèêëàä 0-

1)ìîæíà âçÿòè â ÿêîñò³ âèõ³äíî¿ ³ çãóñòèòè ¿¿ äîäàòêîâî çà òèì æå ñà-

ìèì àëãîðèòìîì. Âêàçàí³ ïîáóäîâè õàðàêòåðèçóþòü ëîêàëüí³ñòü ìå-

òîäó òà ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ éîãî äî êîðåêö³¿ ðîçâ’ÿçêó. 

Ìîæëèâ³ é ³íø³ âàð³àíòè îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçêó ïîñòàâëåíî¿ çà-

äà÷³. Ðîçãëÿíåìî ðèñ. 3. Îñíîâíà îñîáëèâ³ñòü äàíî¿ ñõåìè 3 (ðèñ. 3) 

ïîëÿãàº ó ïîáóäîâ³ òî÷êè çãóùåííÿ ò.2, îñê³ëüêè âñ³ ³íø³ òî÷êè çãó-

ùåííÿ ò.1, ò.3, ò.4 ³ ò.³., áóäóþòüñÿ â³äïîâ³äíî äî ðîçãëÿíóòî¿ âèùå 

ìåòîäèêè (ñõåìà 1). Äëÿ ïîáóäîâè ò.2 íåîáõ³äíî âèçíà÷èòèñÿ ç íà-

ïðÿìêîì çãóùåííÿ, òîáòî ç ÿêî¿ òî÷êè çãóùåííÿ (ò.1 ÷è ò.3) áóäåìî 

ïðîâîäèòè ïðîì³íü α ÿêèé â ðåçóëüòàò³ ïåðåòèíó ç ë³í³ºþ çâ'ÿçêó  

2=х  ³ äàñòü øóêàíó òî÷êó çãóùåííÿ ò.2. Äëÿ öüîãî ç'ºäíóºìî îòðè-

ìàí³ ðàí³øå òî÷êè çãóùåííÿ ò.1 ³ ò.3 õîðäîþ 1-3, ùî óòâîðþº ç âèõ³-

äíîþ ëàíêîþ ( )1, +ii  êóò ϕ1-3: 
( )








 −=− h

yy
arctg

2
13

31ϕ . Äàë³ ïîð³â-

íþºìî îòðèìàí³ êóòè θ3-1 ³ θ1-3, äå θ3-1 – êóò, ùî óòâîðþºòüñÿ ì³æ õîð-

äîþ 1-3 ³ ïðîìåíåì  4α : 31413 −− += ϕαθ ; θ1-3 – êóò, ùî óòâîðþºòüñÿ 

ì³æ õîðäîþ 1-3 ³ ïðîìåíåì 0α , 31031 −− −= ϕαθ . Âèÿâëÿºìî ìåíøèé ç 

íèõ. Â ðåçóëüòàò³ îäåðæóºìî äâ³ ñõåìè: çã³äíî ç ðèñ. 3 – θ1-3 < θ3-1 

(ñõåìà  3); çã³äíî ç ðèñ.4  –  θ3-1 < θ1-3  (ñõåìà 4). 
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ßê ó âèïàäêó ðèñ. 3, òàê ³ ó âèïàäêó ðèñ.4 ïðîöåñ çãóùåííÿ ïðî-

äîâæóºòüñÿ ç áîêó ìåíøîãî êóòà:  θ1-3 – ðèñ. 3, θ3-1  – ðèñ. 4. Ó âèïàä-

êó ðèñ. 3  ïðîâîäèìî ïðîì³íü 1α  ç îòðèìàíî¿ ðàí³øå òî÷êè çãóùåííÿ 

ò.1 ï³ä êóòîì )( 11 itgparctg αα ⋅=  äî âèõ³äíî¿ ëàíêè ( )1, +ii , äå 1p - 

äåÿêèé êîåô³ö³ºíò. Â ðåçóëüòàò³ ïåðåòèíó äàíîãî ïðîìåíÿ 1α  ç ë³í³ºþ 

çâ'ÿçêó 2=x  îäåðæóºìî òî÷êó çãóùåííÿ ò.2, îðäèíàòà ÿêî¿ 

112 αtghyy ⋅+= . Ó âèïàäêó ðèñ.4 ïðîâîäèìî ïðîì³íü 3α  ç îòðèìàíî¿ 

òî÷êè çãóùåííÿ ò.3 ï³ä êóòîì )( 133 +⋅= itgparctg αα  äî âèõ³äíî¿ ëàí-

êè ( )1, +ii , äå 3p - äåÿêèé êîåô³ö³ºíò. Â ðåçóëüòàò³ ïåðåòèíó äàíîãî 

ïðîìåíÿ 3α  ç ë³í³ºþ çâ'ÿçêó 2=x  îäåðæóºìî òî÷êó çãóùåííÿ ò.2, 

îðäèíàòà ÿêî¿: 332 αtghyy ⋅+= . 

3) Ç'ºäíóºìî îòðèìàí³ òî÷êè çãóùåííÿ ëàíêàìè ÑËË.  

Â³äçíà÷èìî, ùî ìîæëèâ³ ð³çí³ êîìá³íàö³¿ çàïðîïîíîâàíèõ ñõåì â 

ïðîöåñ³ çä³éñíåííÿ ïðîöåñó çãóùåííÿ.  

Íà ï³äñòàâ³ âèêëàäåíî¿ ìåòîäèêè ïðîâåäåííÿ ïðîöåñó ëîêàëüíîãî 

çãóùåííÿ äåÿêî¿ ä³ëÿíêè ( )1, +ii  ÄÏÊ, äå ó âóçëàõ i  ³ 1+i  çàäàí³ äî-

òè÷í³ iy′ ³ 1+′iy , â³äïîâ³äíî, áóâ ñêëàäåíèé íàñòóïíèé çàãàëüíèé àëãî-

ðèòì çãóùåííÿ. 

1) Ïîð³âíþºìî êóòè 1+iα  ³ iα , óòâîðåí³ äîòè÷íèìè 1+′iy  ³ iy′ ó âóçëàõ 

1+i  ³ i , â³äïîâ³äíî, ç âèõ³äíîþ ëàíêîþ ( )1, +ii . Âèÿâëÿºìî ìåíøèé ç 

íèõ. 

2) Âèçíà÷àºìî êóò, óòâîðåíèé âèõ³äíèì ïðîìåíåì ç âèõ³äíîþ ëàíêîþ 

( )1, +ii : 

– ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 1 (ðèñ. 1), êóò âèçíà÷àºìî çã³äíî ç (1), (2), òî  

                  )( 1+⋅= iss tgparctg αα , ns ;2= ,           (1) 

äå p – äåÿêèé êîåô³ö³ºíò, ùî çàëåæèòü â³ä ÷èñëà ðîçáèâîê n âèõ³äíî¿ 

ëàíêè ( )1, +ii ; 

1+iα – ìåíøèé ç êóò³â, óòâîðåíèõ äîòè÷íèìè ó âóçëàõ ç âèõ³äíîþ ëàíêîþ. 

)( iss tgparctg αα ⋅= ,   1;0 −= ns ,                               (2) 
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Òóò iα – á³ëüøèé ç êóò³â, ùî óòâîðåí³ äîòè÷íèìè ó âóçëàõ ç âèõ³äíîþ 

ëàíêîþ.  

– ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 2 (ðèñ.2), êóò âèçíà÷àºìî çã³äíî ç (3), 

)( 1+⋅= iss tgparctg αα , ns ;1= ,                                (3) 

3) Âèçíà÷àºìî îðäèíàòó òî÷êè çãóùåííÿ: 

– ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 1, îðäèíàòà òî÷êè çãóùåííÿ âèçíà÷àºòüñÿ 

çã³äíî ç (4)-(6)  

                     ss tghy α⋅=−1 , ns = ,                              (4) 

                      11 ++ ⋅+= sss tghyy α , 1;2 −= ns ,               (5)  

                            ss tghy α⋅=+1 , 0=s .                          (6)   

–  ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 2 – çã³äíî ç (4), (7) 

                     11 ++ ⋅+= sss tghyy α , 1;1 −= ns .           (7) 

–  ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 3 - çã³äíî ç (4) - (6), (8) 

                     sss tghyy α⋅+=+1 , 1;1 −= ns .            (8) 

– ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 4 – çã³äíî ç (4)-(8). 

4) Âèçíà÷àºìî êóò íàõèëó îòðèìàíî¿ õîðäè ç âèõ³äíîþ ëàíêîþ 

– ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 1-2 - çã³äíî ç (9) 

                             ( )






⋅−

=
hsl

y
arctg s

sϕ ,  ns ;2= ,       (9) 

– ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 3-4 - çã³äíî ç (9), (10) 

( ) 







⋅−

−=− hm

yy
arctg km

mk 1
ϕ ,                 (10) 

äå k, m – ³íäåêñè òî÷îê çãóùåííÿ, ùî ç'ºäíàí³ õîðäîþ. 

5) Âèçíà÷àºìî êóòè θ: 

– ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 1-2 - çã³äíî ç (11) 

                                      ssis ϕαθ +=− , 1;2 −= ns ,                       

                           sisi ϕαθ −=− , 1;2 −= ns ,                (11)   

äå i – ³íäåêñ âóçëà, ùî â³äïîâ³äàº á³ëüøîìó ç êóò³â, óòâîðåíîìó 

äîòè÷íîþ â äàíîìó âóçë³ ³ âèõ³äíîþ ëàíêîþ.  

– ÿêùî ïðàöþº ñõåìà 3-4 , òî çã³äíî ç (11), (12) 

                                      mkkmk −−− −= ϕαθ 1 , 

                                mkmkm −+− += ϕαθ 1 .                      (12)  
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6) Ïîð³âíþºìî êóòè θ ³ âèÿâëÿºìî ìåíøèé (äëÿ âèáîðó ñõåìè 

çãóùåííÿ) ³ ïîâåðòàºìîñÿ äî ïóíêòó 2) .   

Îäíàê ó ïðîâåäåíèõ äîñë³äæåííÿõ íå áóëà âèð³øåíà çàäà÷à âèáî-

ðó íåîáõ³äíîãî êîåô³ö³ºíòà p . Âèð³øåííþ äàíîãî ïèòàííÿ ³ áóäóòü 

ïðèñâÿ÷åí³ ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ. 

Âèñíîâêè. Çã³äíî ç ïðîâåäåíèìè äîñë³äæåííÿìè áóëî ðîçâ’ÿçàíî 

çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ³íòåðïîëÿö³¿ ÄÏÊ äîâ³ëüíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ç çàäà-

íèìè ó âóçëàõ äîòè÷íèìè ïðè óìîâ³ â³äñóòíîñò³ îñöèëÿö³¿ íà îñíîâ³ 

ðîçðîáëåíî¿ àäàïòèâíî¿ ñõåìè ëîêàëüíîãî çãóùåííÿ òî÷êîâîãî ðÿäó. 
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Ì.Ï. Îñèïîâ, Ñ.È. Ðîòêîâ 

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÐÀÁÎÒÛ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÏÐßÌÎÃÎ 

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÒÐÈÀÍÃÓËßÖÈÈ ÄÅËÎÍÅ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Òðèàíãóëÿöèåé íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûé 

ãðàô, âñå âíóòðåííèå îáëàñòè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè [2]. 

Ïîñòðîåíèå òðèàíãóëÿöèè øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ìàøèíîñòðîåíèè, 

ìåäèöèíå, àðõåîëîãèè, â îáëàñòè ìóëüòèìåäèà, â ãåîèíôîðìàöèîííûõ 

ñèñòåìàõ è ò.ä. 

Ïîñêîëüêó çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè ïî íàáîðó òî÷åê ÿâ-

ëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé, íåîáõîäèìî âûáðàòü èç íàáîðà ðàçëè÷íûõ òðè-

àíãóëÿöèîííûõ ðàçáèåíèé ëó÷øåå ðàçáèåíèå. Â êà÷åñòâå îïòèìàëü-

íîé íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþò òðèàíãóëÿöèþ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùóþ òåîðåìå Äåëîíå î ïóñòîì øàðå [1]: 

© Ì. Ï. Îñèïîâ, Ñ. È. Ðîòêîâ, 2006 
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Ñèñòåìà âçàèìîñâÿçàííûõ íå ïåðåêðûâàþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ 

èìååò íàèìåíüøèé ïåðèìåòð, åñëè íè îäíà èç âåðøèí íå ïîïàäàåò 

âíóòðü íè îäíîé èç îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ âîêðóã îáðàçîâàííûõ 

òðåóãîëüíèêîâ. 

Òðåóãîëüíèêè, îáðàçîâàâøèåñÿ ïðè òàêîé òðèàíãóëÿöèè, ìàêñè-

ìàëüíî ïðèáëèæàþòñÿ ê ðàâíîñòîðîííèì. Îïòèìàëüíîñòü ïðåäñòàâ-

ëåííîé òðèàíãóëÿöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåòîä ïðåäïîëàãàåò 

ôîðìèðîâàíèå ëîêàëüíî íàèáîëåå ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. 

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî àëãîðèò-

ìîâ ãåíåðàöèè òðèàíãóëÿöèîííîãî ðàçáèåíèÿ, íî ñòàíäàðòíûõ ïðîöå-

äóð òðèàíãóëÿöèè íå ñóùåñòâóåò. Ýòî îáóñëîâëåíî íåóñòîé÷èâîñòüþ 

ýòèõ àëãîðèòìîâ è íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì âðåìåíåì èõ ðàáîòû íà ðå-

àëüíûõ íàáîðàõ äàííûõ. Ïîýòîìó àëãîðèòìû òðèàíãóëÿöèè èíòåí-

ñèâíî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ, è êðèòåðèÿìè èõ ýôôåêòèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ 

äîñòîâåðíîñòü è áûñòðîäåéñòâèå. 

Àíàëèç ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé. Â çàâèñèìîñòè 

îò èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè 

Äåëîíå ðàçäåëÿþòñÿ íà ÷åòûðå òèïà [2]: 

1) àëãîðèòìû ñëèÿíèÿ 

2) èòåðàòèâíûå àëãîðèòìû 

3) äâóõïðîõîäíûå àëãîðèòìû 

4) àëãîðèòì ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ  

Èç âñåõ òèïîâ ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ëèøü àëãîðèòì 

ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ ñòðîèò òàêèå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèþ Äåëîíå â êîíå÷íîé òðèàíãóëÿöèè è ïîýòîìó íå äîëæíû 

ïåðåñòðàèâàòüñÿ. Íà ïðàêòèêå, ïðîâåðêà íà óñëîâèå Äåëîíå è ïîñëå-

äóþùåå ïåðåñòðîåíèå çàíèìàþò äîâîëüíî áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè. 

Ïîýòîìó ðàçðàáîòêó àëãîðèòìà ðåøåíî áûëî äåëàòü íà îñíîâå èäåè 

ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ, íå òðåáóþùåé ïåðåñòðîéêó òðèàíãóëÿöèè.  

Àëãîðèòì ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ ðàáîòàåò ïóòåì ïîñòîÿííîãî íàðà-

ùèâàíèÿ ê òåêóùåé òðèàíãóëÿöèè ïî îäíîìó òðåóãîëüíèêó çà øàã 

[3]. Âíà÷àëå òðèàíãóëÿöèÿ ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà. Íà êàæäîé èòå-

ðàöèè àëãîðèòì èùåò íîâûé òðåóãîëüíèê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ 

Äåëîíå, êîòîðûé ïîäêëþ÷àåòñÿ ê ãðàíèöå òåêóùåé òðèàíãóëÿöèè. 

Èíûìè ñëîâàìè, íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîèñõîäèò ïîèñê î÷åðåäíîé 

òî÷êè äëÿ òåêóùåãî ðåáðà, ïðèíàäëåæàùåãî ãðàíèöå òðèàíãóëÿöèè, ñ 

öåëüþ îáðàçîâàíèÿ íîâîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîñêîëüêó äëÿ ïîèñêà ñëå-
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äóþùåé òî÷êè, íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ïåðåáîð âñåõ òî÷åê ðàçáèå-

íèÿ, îáùàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(N2) àðèôìåòè÷å-

ñêèõ îïåðàöèé äëÿ N òî÷åê. Èñïîëüçîâàíèå êëåòî÷íîãî ïîøàãîâîãî 

àëãîðèòìà ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ, îïèñàííîãî â ðàáîòå [2], ïîçâîëÿåò 

ñîêðàòèòü ñðåäíþþ òðóäî¸ìêîñòü àëãîðèòìà äî O(N) íà ðÿäå ðàñïðî-

ñòðàí¸ííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Äëÿ ýòîãî âñÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà 

êëåòêè è òî÷êè ñîðòèðóþòñÿ ïî êëåòêàì. Îáùåå êîëè÷åñòâî êëåòîê 

äîëæíî áûòü ïîðÿäêà O(N). Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿ-

åò ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü ýòîò àëãîðèòì íà ïðàêòèêå íàðàâíå ñ äðó-

ãèìè àëãîðèòìàìè òðèàíãóëÿöèè, îáëàäàþùèìè ïîäîáíîé òðóäî¸ìêî-

ñòüþ (àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî êýøèðîâàíèÿ, àëãîðèòì ïîñëîéíîãî 

ñãóùåíèÿ, äâóõïðîõîäíûé àëãîðèòì íåâûïóêëîãî ïîëîñîâîãî ñëèÿ-

íèÿ, ëåíòî÷íûé àëãîðèòì) [4]. 

Äàëüíåéøàÿ îïòèìèçàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ñîñòîèò â ñâåäåíèè ê 

ìèíèìóìó âðåìåíè ðàáîòû è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðîöåäóðû 

âûáîðà ñëåäóþùåé òî÷êè, ôîðìèðóþùåé íîâûé òðåóãîëüíèê. Âûáîð 

òî÷êè áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ èç òåêóùåãî íàáîðà òî÷åê. Òåêóùèé íà-

áîð òî÷åê – ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ïîïàâøèõ â îêðåñòíîñòü òåêóùåãî 

ðåáðà (“ïóçûðü”). “Ïóçûðü” ýòî îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíöû 

òåêóùåãî ðåáðà, öåíòð êîòîðîé íàõîäèòñÿ íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêó-

ëÿðå ê òåêóùåìó ðåáðó [3]. 

Â òðàäèöèîííîì àëãîðèòìå ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ ïîèñê òî÷êè äëÿ 

òåêóùåãî ðåáðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó: 

Âûáèðàåòñÿ òî÷êà èç òåêóùåãî íàáîðà òî÷åê îáðàçóþùàÿ ñ êîí-

öàìè òåêóùåãî ðåáðà ìàêñèìàëüíûé óãîë. 

Êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ìåòîäîì äëÿ n òî-

÷åê òåêóùåãî íàáîðà: 

1. n * îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà ïî òðåì òî÷êàì.  

2. n * îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ (âûáîð ìàêñèìóìà). 

Îñíîâíûå íåäîñòàòêè òàêîãî ïîäõîäà: 

1. Èñïîëüçîâàíèå ïðè îïðåäåëåíèè óãëà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-

öèé, êîòîðûå ðåçêî çàìåäëÿþò ïðîöåññ 

2. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ îáðàáîòêà âñåõ òî÷åê òåêóùåãî íàáîðà. 

Â ðàáîòå [5] áûë ïðåäëîæåí äðóãîé ìåòîä âûáîðà ñëåäóþùåé òî÷-

êè. Ðàáîòà ìåòîäà îñíîâàíà íà òåîðåìå Äåëîíå î ïóñòîì øàðå. Îïðå-

äåëÿåòñÿ òî÷êà èç òåêóùåãî íàáîðà îáðàçóþùàÿ ñ òåêóùèì ðåáðîì 

òðåóãîëüíèê, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êîòîðîãî íå ñîäåðæèò âíóòðè ñå-



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945  59 

áÿ òî÷åê. Öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé äëÿ âñåõ òî÷åê èç òåêóùå-

ãî íàáîðà ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê òåêóùåìó ðåáðó. 

Ïóñòü Ñ5 îêðóæíîñòü, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ êîíöû òåêóùåãî ðåáðà è íå 

ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ òî÷åê. Â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà â êà÷åñòâå 

C5 óäîáíåå âñåãî âçÿòü îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ âîêðóã òðåóãîëüíèêà, 

âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ òåêóùåå ðåáðî (ABC íà ðèñ. 1). Òîãäà èñêîìîé 

áóäåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êà, ôîðìèðóþùàÿ îïèñàííóþ îêðóæíîñòü, öåíòð 

êîòîðîé èìååò ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà îêðóæíîñòè Ñ5 

(òî÷êà O5 íà ðèñ. 1).   

Êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ìåòîäîì äëÿ n òî-

÷åê òåêóùåãî íàáîðà: 

1. n * îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè; 

2. n * îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ; 

3. n * îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ (âûáîð ìèíèìóìà). 

Ðàáîòà äàííîãî ìåòîäà èìååò âûèãðûø â ñêîðîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ 

êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì, ïîñêîëüêó òðóäîåìêàÿ îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ 

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé çàìåíÿåòñÿ îïåðàöèåé îïðåäåëåíèÿ 

öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Îñíîâíîé íåäîñòàòîê äàííîãî ïîäõîäà 

ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé òî÷êè íåîáõîäèìî îáðà-

áîòàòü âñå òî÷êè òåêóùåãî íàáîðà. Òî åñòü îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ öåí-

òðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü êî âñåì òî÷êàì òå-

êóùåãî íàáîðà. 

Ôîðìóëèðîâêà öåëåé ñòàòüè.  Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêà-

öèÿ êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ äëÿ îïòèìèçàöèè 

åãî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. 

    
Ðèñóíîê 1 -  Ïîèñê ñëåäóþùåé òî÷êè äëÿ òåêóùåãî ðåáðà 
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Îïèñàíèå íîâîãî ìåòîäà. Äëÿ ìèíèìèçàöèè íåäîñòàòêîâ 

òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ âûáîðà ñëåäóþùåé òî÷êè ïðåäëàãàåòñÿ 

ìîäèôèöèðîâàííûé ïîäõîä, èäåÿ êîòîðîãî îñíîâàíà íà ïîøàãîâîì 

ñóæåíèè íàáîðà òåêóùèõ òî÷åê. 

Ïîøàãîâûé àëãîðèòì ïîèñêà òî÷êè äëÿ òåêóùåãî ðåáðà ñ öåëüþ ôîð-

ìèðîâàíèÿ íîâîãî òðåóãîëüíèêà: 

1. Âûáîð î÷åðåäíîé “òî÷êè-êàíäèäàòà” èç òåêóùåãî íàáîðà òî÷åê 

(òî÷êè F, E, D íà ðèñ. 1). 

2. Ôîðìèðîâàíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç “òî÷êó-

êàíäèäàò” è êîíöû òåêóùåãî ðåáðà. 

3. Ïðîâåðêà íà ïîïàäàíèå òî÷åê èç òåêóùåãî íàáîðà âî âíóòðü 

äàííîé îêðóæíîñòè. 

4. Åñëè âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè ëåæèò õîòÿ áû îäíà òî÷êà èç  

òåêóùåãî íàáîðà òî÷åê, òî ïåðåõîä íà øàã 5. Èíà÷å ïåðåõîä íà 

øàã 6. 

5. Òåêóùèì íàáîðîì òî÷åê ÿâëÿþòñÿ òî÷êè, ïîïàâøèå âíóòðü 

ñôîðìèðîâàííîé íà øàãå 2 îêðóæíîñòè. Ïåðåõîä íà øàã 1. 

6. Òåêóùàÿ òî÷êà êàíäèäàò ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé òî÷êîé. 

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà èç òåêóùåãî íàáîðà, îá-

ðàçóþùàÿ ñ äàííûì ðåáðîì òðåóãîëüíèê, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êî-

òîðîãî íå èìååò âíóòðè ñåáÿ òî÷åê. Ïîñòðîåííûé òðåóãîëüíèê ñîîò-

âåòñòâóåò òåîðåìå Äåëîíå î ïóñòîì øàðå. 

Êðèòåðèåì âûáîðà î÷åðåäíîé “òî÷êè-êàíäèäàòà” íà øàãå 1 ÿâëÿ-

åòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà òåêóùåé îêðóæíîñòè (îòðåç-

êè DO1 è FO2 íà ðèñ. 1). Âûáîð òàêîãî êðèòåðèÿ ïîçâîëÿåò ñóùåñò-

âåííî ñîêðàòèòü òåêóùèé íàáîð òî÷åê áåç çàòðàò íà äîïîëíèòåëüíûå 

âû÷èñëåíèÿ, òàê êàê òðåáóåìîå ðàññòîÿíèå áûëî íàéäåíî íà øàãå 3 

ïðè îïðåäåëåíèè íàáîðà òî÷åê ïîïàâøèõ â òåêóùóþ îêðóæíîñòü. Â 

êà÷åñòâå äðóãîãî êðèòåðèÿ âûáîðà “òî÷êè-êàíäèäàòà” ìîæåò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà òåêóùåãî ðåáðà. Èñ-

ñëåäîâàíèÿ, ïðîâåä¸ííûå íà ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ òî÷åê, ïîêà-

çàëè, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðóäî¸ìêîñòü àëãîðèòìîâ èñïîëü-

çóþùèõ äàííûå êðèòåðèè îäèíàêîâà. 

Ïî õîäó ðàáîòû àëãîðèòìà ñ êàæäûì î÷åðåäíûì öèêëîì ïðîèñ-

õîäèò ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà òî÷åê. Ýòî 

ñäåëàíî, ïîòîìó ÷òî ëþáàÿ òî÷êà, ïîïàâøàÿ âíóòðü îêðóæíîñòè, îá-

ðàçóåò ñ òåêóùèì ðåáðîì òðåóãîëüíèê, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êîòî-
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ðîãî áóäåò âñåãäà ëåæàòü âíóòðè òåêóùåé îêðóæíîñòè (ðèñ. 1). Ñëåäî-

âàòåëüíî, âíóòðü ýòîé íîâîé îêðóæíîñòè íå ìîãóò ïîïàñòü òî÷êè íå 

ëåæàùèå â òåêóùåé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð 

òî÷åê íà ïîïàäàíèå âî âíóòðü íîâîé îêðóæíîñòè îãðàíè÷èâàåòñÿ íà-

áîðîì òî÷åê ïîïàâøèõ â îêðóæíîñòü íà ïðåäûäóùåì øàãå. Òî åñòü, â 

ñëó÷àå ïîïàäàíèÿ îïðåäåë¸ííîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê âíóòðü îïèñàííîé 

îêðóæíîñòè, òîëüêî ýòè òî÷êè ñòàíîâÿòñÿ íîâûì òåêóùèì íàáîðîì. 

Òåì ñàìûì ñ êàæäûì øàãîì ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåòñÿ îáëàñòü ïîèñ-

êà. Îáùåå êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ìîäèôèöè-

ðîâàííûì ìåòîäîì äëÿ n òî÷åê òåêóùåãî íàáîðà 

⋅++++ )...( 21 kmmmn [âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà îïèñàííîé 

îêðóæíîñòè + 2*îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ] + k * [âû÷èñëåíèå öåíòðà îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè], äå k – êîëè÷åñòâî îñóùåñòâëÿåìûõ öèêëîâ âû-

áîðà “òî÷êè-êàíäèäàòà”, mi – êîëè÷åñòâî òî÷åê èç òåêóùåãî íàáîðà â i 

–îì öèêëå (1<mi<=n, i=1…k; m1>m2>m3>…>mk). 

Îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ìåòîäîì, îïèñàííûì 

â ðàáîòå [5] äëÿ n òî÷åê òåêóùåãî íàáîðà: 

n * îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè + n * 

îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ + n * îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ 

Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå íà ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ òî÷åê, 

ïîêàçàëè, ÷òî â ñðåäíåì êîëè÷åñòâî öèêëîâ âûáîðà “òî÷êè-

êàíäèäàòà” ðàâíÿåòñÿ òð¸ì (k=3). Â òîæå âðåìÿ, ïðè áîëüøèõ íàáî-

ðàõ äàííûõ êîëè÷åñòâî öèêëîâ ðåçêî ñíèæàåòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, ïðè 

êîëè÷åñòâå òî÷åê èç òåêóùåãî íàáîðà n = 7850 àëãîðèòì ðàáîòàë âñå-

ãî ñåìü öèêëîâ (k=7). Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ íàáîðàõ äàííûõ, 

ðåçêî ñîêðàùàåòñÿ êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé òðóäî¸ìêîé îïåðàöèè, 

îñóùåñòâëÿþùåé îïðåäåëåíèå öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî â ñðåäíåì äâóêðàòíîå óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè 

ðàáîòû ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûì, 

îïèñàííûì â ðàáîòå [5]. 

Ïðåèìóùåñòâà ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîäõîäà: 

- âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé òî÷êè çà îäèí ïðîõîä; 

- ïîñòåïåííîå ñóæåíèå íàáîðà “òî÷åê-êàíäèäàòîâ”. 
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Âûâîäû. Ïðèâåäåííûå ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà 

ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ ïðèâåëè ê ðåçêîìó ñíèæåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ 

çàòðàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ åãî ðàáîòû. Äàëüíåéøàÿ îïòèìèçàöèÿ 

àëãîðèòìà ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî êðèòåðèÿ âûáîðà 

“òî÷êè-êàíäèäàòà” èç òåêóùåãî íàáîðà òî÷åê. 
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ÓÄÊ 515.2 

M. Petryk, D. Mykhalyk 

MATHEMATICAL MODELING OF CONCENTRATION 

PROFILES IN HETEROGENEUS AND NANOPORES 

MEDIA 

Introduction. The transport of molecules in the pore system of zeo-

lites and other solids has been extensively studied by several authors 

(Barrer 1979, Kärger and Ruthven 1992, Chen et al. 1994). When a bed 

of zeolite crystallites is considered, it can be assumed that molecular 

transport involves two important processes: diffusion in the macropores 

formed by the space between the crystallites (intercrystallite diffusion) 

and diffusion in the nanopores within the crystallites (intracrystallite 

diffusion). To determine the contribution of each of these processes to 

the overall diffusion process, one has to know the values of certain pa-

rameters, such as diffusion coefficients, the pressure in the gas phase, 

the dimensions of the crystallite bed, the adsorption isotherm, etc. 

© M. Petryk, D. Mykhaly, 2006 
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The relationship between these different parameters and the con-

centration profiles can be established after having chosen a diffusion 

model and solved the equations which describe it. In a previous article 

by Magalhães et al. 1997, the competitive effects of inter- and intra-

molecular diffusion were analyzed semi quantitatively on the basis of 

the concentration profiles obtained by a numerical method. In the pre-

sent work, analytical solutions of the diffusion equations are presented 

both for macropores and micropores. In this way the parameter which 

allows an evaluation of the relative importance of inter- and intracystal-

line diffusion is clearly identified. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.1 - The scheme of the process of diffusion in the zeolite bed 

 

Mathematical model. The mathematical model of benzene diffusion 

kinetics in the zeolite bed which we consider to be  heterogeneus and 

multicomposed (n-composed) media constituting the pore system of the 

zeolite bed is a boundary problem: to find in the area  
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the bounded solution of the partial differential equations system: 
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Analytical solution: concentration profiles. Applying the Laplace 

integral transformation for the system boundary problems, we finally 

obtain the analytical solution of this problem in such form: 
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where: , 1,j jβ = ∞  are roots of transcendental equation: 
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12 1 1 1 22 1 11,2 1 1,2 1
( ) ( ( ) , ( ) ) ( ) ( ( ) , ( ) ( ) 0n n n n n n nn n

l l lδ β δ ϕ β ϕ β δ β δ ϕ β ϕ β δ β+ + + + +− −
′≡ ⋅ − ⋅ = . (9) 

Symbols. C - dimensionless benzene concentration in macropores; Q 

- dimensionless benzene concentration in nanopores; M – dimensionless 

benzene mass integral; X=r/R - dimensionless distance from crystallite 

centre; Z=z/ℓ - dimensionless distance from bottom of the crystallites 

bed; ε - bed porosity; Numerical Simulation and Discussion. Modeling 

on the basis of specially developed programs gives the solution of the 

two problems: inverse problem and direct problem. 

Solution of the inverse problem. For numerical modeling we are us-

ing the experimental data profiles which were determined with method 

RMN (Prof. J. Fraissard) for benzene adsorptions in zeolite bed. Using 

experimental benzene absorbed mass profiles for micro- and nanopores 

of zeolites bed and modeling absorbant concentration profiles in micro-

spores Q, according to eq. (8), we compute the diffusion coefficients 

profiles for benzene Dinter and Dintra by solving the inverse problem.  

Solution of the direct problem. Using the obtained value of the 

benzene diffusion coefficients profiles for macropores in intercrystallite 

space Dinter and intracrystallite space Dintra for heterogeneous catalitical 

zeolite bed, we can compute the concentration distributions ( , )C t z , 

( , , )Q t X z  and mass integral ( , )M t z . The other parameters, for example, 

the function of diffusion velocitys and diffusion gradients in macro-

pores and nanopores also can be calculated. The concentration and mass 

integral distribution curves are presented in function of time and geo-

metrical coordinates: distances from the zeolite-bed bottom z and dimen-

sionless distance from crystallite centre /X r R= . 

Figure 2 shows the comparison of the computed (model) and ex-

perimental kinetic curves of dimensionless mass integral ( , )M t z  versus 

time t for four’s different values of coordinate of distance in crystallite 

zeolite-bed z: z=1mm, z=5mm, z=7mm, z=15mm. As is seen from fig.2, 

the model distributions (type 2 curves - Model) agrees satisfactory with 

experimental kinetic curves (type 1 curves - Experimental) of dimen-

sionless mass integral ( , )M t z . This is assured by solution of the inverse 

problem: the obtained profiles of Dinter and Dintra. The relative error 

value does not exceed 3-5% for upper part of bed (a) z=1mm; b) 

z=5mm; c) z=7mm). 
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Fig. 2 -  Model and experimental kinetic curves of dimensionless mass 

integral versus time t [min] for different value of distance of the crys-

tallite zeolite-bed  z 

 

For lower part of crystallite bed ( d) z=15mm ), relative error value 

does not exceed 2%. For long diffusion time in intracrystallite space 

(more then 300 min) we can observe an equilibrium condition for all 

curves ( , )M t z . For distance equal z=1mm, value of equilibrium dimen-

sionless integral mass in nanopores of crystallites equal to 0.98. For 

lower layers of bed, we can observe natural reducing of equilibrium di-

mensionless mass as result of 6 6C H  current concentration reducing in 

macropores of intercrystallite space Ck(t,z). 

In fig.3 shows concentration profiles of 6 6C H  in intercrystallite 

space Ck(t,z). As is seen in fig.3, concentration curves for each distance 

z are going to equilibrium values.  
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Fig. 3 -
6 6

C H  concentration profiles Ck(t,z) versus time t[min] for differ-

ent values of the distance from the bottom of the crystallite zeolite–bed 

z 

 

Figure 4 presents the model concentrations profiles of 6 6C H  in crys-

tallites ( , , )Q t X z  as a function of dimensionless distance from crystallite 

centre X for different time values t [min] and four’s layers of the crys-

tallite bed z [mm]. As can be seen from fig.4, the concentration in in-

tracrystallite space ( , , )Q t X z  is more decreased in centre of crystallites 

(X=0) and elevated towards to crystallite surface (X=1.0). 

Conclusion. The solution of proposed mathematical model of ben-

zene diffusion in heterogeneous zeolite bed is based on the Laplace inte-

gral transformation and Couchy methods. The analytical solution of this 

model permits to analyse the benzene fluid transport in macropores and 

nanopores of crystallite zeolite beds.  

The solution of the inverse problem on the base of experimental 

data permitted the calculation of Dinter and Dintra diffusion coefficients 

distributions as function of time and crystallite dimensionless position. 

The direct problem solution permitted the estimation of the concen-

tration profiles, concentration gradients profiles and other parameters 

profiles inside of nano- and macropores of heterogeneous crystallite bed 

of zeolite. The comparison of experimental and model kinetic curves of 

dimensionless mass integral for different layer thickness shows their 

reasonable adequacy.  
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Fig.  4. 
6 6

C H  - concentration profiles in nanopores of intracrystallite 

space ( , , )Q t X z  versus dimensionless distance from crystallite centre X for 

different distance from  bottom of the crystallites bed z and  time t 

[min] :  à) z=1mm; b) z=5mm; c) z=7mm;  

d) z=15mm 
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ÓÄÊ 514.18 
Ñ.Ô.Ïèëèïàêà, Â.Ì.Íåñâ³äîì³í, Ò.Ñ.Ïèëèïàêà 

ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×Í² ÒÀ ÍÀÒÓÐÀËÜÍ² Ð²ÂÍßÍÍß 
ÊÐÈÂÈÕ ²Ç ÇÀÄÀÍÈÌÈ Ê²ÍÅÌÀÒÈ×ÍÈÌÈ 

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀÌÈ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ïðè äîñë³äæåíí³ ïëîñêèõ êðèâèõ âèÿâ-
ëÿþòüñÿ âëàñòèâîñò³, ÿê³ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí³ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
òåõí³÷íèõ çàäà÷. ²íêîëè òàê³ êðèâ³, îêð³ì ïàðàìåòðè÷íèõ, ìàþòü òà-
êîæ íàòóðàëüí³ ð³âíÿííÿ. Äî íèõ â³äíîñÿòüñÿ: ëîãàðèôì³÷íà ñï³ðàëü, 
ëàíöþãîâà ë³í³ÿ, åâîëüâåíòà êîëà, òðàêòðèñà òà ³í. [1]. Çàêîíîì³ðíèé 
òàêîæ øëÿõ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðè÷íèõ òà íàòóðàëüíèõ ð³âíÿíü 
êðèâèõ çà íàïåðåä çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè. 

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü. Âçàºìîçâ’ÿçîê ïàðàìåòðè÷íèõ òà 
íàòóðàëüíèõ ð³âíÿíü êðèâèõ º ïðåäìåòîì äîñë³äæåííÿ äëÿ áàãàòüîõ 
àâòîð³â. Ïðî öå ñâ³ä÷èòü çãàäóâàíà ïðàöÿ [1], à òàêîæ ïðàö³ îêðåìèõ 
äîñë³äíèê³â [2-4]. 

Ôîðìóëþâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³. Çíàéòè ïàðàìåòðè÷í³ òà íàòóðàëüí³ 
ð³âíÿííÿ êðèâèõ çà çàäàíèìè ê³íåìàòè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðóõó 
ïî íèõ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà. ßêùî ìàòåð³àëüíà òî÷êà ðóõàºòüñÿ ïî öèë³íä-
ðè÷í³é ïîâåðõí³ ç ãîðèçîíòàëüíèìè òâ³ðíèìè ï³ä ä³ºþ ñèëè âëàñíî¿ 
âàãè, òî ¿¿ òðàºêòîð³ºþ áóäå ïëîñêà êðèâà – îðòîãîíàëüíèé ïåðåð³ç 
ïîâåðõí³. Òàêèì ÷èíîì ðîçãëÿä ðóõó òî÷êè ïî ïîâåðõí³ ìîæíà çâåñòè 
äî ¿¿ ðóõó ïî ïëîñê³é êðèâ³é, ÿêà ðîçòàøîâàíà ó âåðòèêàëüí³é ïëî-
ùèí³. ²ç òåîðåòè÷íî¿ ìåõàí³êè â³äîìî, ùî ïðè ðóñ³ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷-

êè ïî êðèâîë³í³éí³é òðàºêòîð³¿ âèíèêàº â³äöåíòðîâà ñèëà Fâ, ÿêà 
çàâæäè ñïðÿìîâàíà ïî ãîëîâí³é íîðìàë³ â ñòîðîíó, ïðîòèëåæíó â³ä 

öåíòðà êðèâèíè. ²íøà ñèëà – ñèëà òåðòÿ Fò – çàâæäè ñïðÿìîâàíà ïî 
äîòè÷í³é  äî òðàºêòîð³¿ â ñòîðîíó, ïðîòèëåæíó íàïðÿìó ðóõó. Çâ³äñè 
âèïëèâàº, ùî ïðè ñêëàäàíí³ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ðóõó òî÷êè 
çðó÷íî ïðîåêö³þ âàòè ñèëè íà îðòè ñóïðîâ³äíîãî òðèãðàííèêà òðàºê-
òîð³¿. Ðîçãëÿíåìî ìàòåð³àëüíó òî÷êó (àáî ÷àñòèíêó) íà êðèâ³é òà ïðè-
êëàäåí³ äî íå¿ ñèëè (ðèñ. 1). Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ðóõó ìàòåð³à-
ëüíî¿ ÷àñòèíêè ó âåêòîðíîìó âèãëÿä³ çàïèøåòüñÿ: 

      ,Fwm =      (1) 

äå w - âåêòîð ïðèñêîðåííÿ; F - âåêòîð ðåçóëüòóþ÷î¿ ñèëè; m – ìàñà 

÷àñòèíêè. 

© Ñ.Ô.Ïèëèïàêà, Â.Ì.Íåñâ³äîì³í, Ò.Ñ.Ïèëèïàêà, 2006 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

70  ISSN 1562-9945 

 

Îñê³ëüêè ÷àñòèíêà ðóõàºòüñÿ â íàïðÿì³ äîòè÷íî¿ τ , òî ð³âíÿííÿ 
(1) çàïèøåìî â ïðîåêö³¿ íà öåé îðò: 

     ,sin тFmgmw −= α     (2) 

äå mg – ñèëà âàãè ÷àñòèíêè (g=9,81 ì/ñ2); α - êóò ì³æ íàïðÿìîì ãî-
ëîâíî¿ íîðìàë³ ³ âåêòîðîì ñèëè âàãè; Fò – ñèëà òåðòÿ. 

 

Ðèñóíîê 1 – Ðîçêëàäàííÿ ä³þ÷èõ ñèë íà ãîëîâíó íîðìàëü n  

³ äîòè÷íó τ  
 

Ñèëà òåðòÿ Fò çàëåæèòü â³ä ñèëè òèñêó  ³ êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ f. 

Ñïðîåêö³þâàâøè âñ³ ñèëè íà ãîëîâíó íîðìàëü ³ ïîìíîæèâøè íà f, 

îòðèìàºìî: 

( ) ( ),cosабоcos 2 αα mgkmvfFmgFfF твт +=+=  (3) 

äå v – øâèäê³ñòü ðóõó ÷àñòèíêè; k – êðèâèíà òðàºêòîð³¿ â òî÷ö³, â 

ÿê³é çíàõîäèòüñÿ ÷àñòèíêà. 

 Ð³âíÿííÿ (2) ³ç âðàõóâàííÿì (3) ï³ñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà ìàñó m íà-

áóâàº âèãëÿäó: 

    ( ).cossin 2 αα gkvfgw +−=     (4) 

 Çà ð³âíÿííÿìè (4) ìîæíà çíàõîäèòè øâèäê³ñòü ³ ïðèñêîðåííÿ 

÷àñòèíêè, ÿêùî çàäàíà êðèâà ó âèãëÿä³ k=k(α) àáî æ çíàõîäèòè ñàìó 
êðèâó çà çàäàíèìè ê³íåìàòè÷íèìè ïàðàìåòðàìè ðóõó. Ðîçãëÿíåìî äâà 

âèïàäêè ³ç ïîñò³éíîþ øâèäê³ñòþ ðóõó (v=const). 
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 Âèïàäîê ïåðøèé. Çíàéäåìî êðèâó, íà ÿêó ÷àñòèíêà ïðè ðóñ³ ïî 

í³é ÷èíèòü íóëüîâèé òèñê. Äëÿ öüîãî ïðèð³âíÿºìî ñèëó òèñêó (3) äî 

íóëÿ: 

( ) .cosзвідки0cos
2

2 αα
v

g
kmgkmvf ==+   (5) 

ßêùî â³äîìà çàëåæí³ñòü ðàä³óñà êðèâèíè â³ä êóòà α, ,
)(

1

α
ρ

k
=  òî 

ïàðàìåòðè÷í³ ð³âíÿííÿ êðèâî¿ ìîæíà çíàéòè ³ç âèðàç³â [3]: 

∫∫ == .sin;cos ααρααρ dydx   (6) 

Ï³äñòàâèâøè (5) ó (6), îäåðæèìî: 

∫ −=== .coslntg;
222

αααα
g

v
d

g

v
y

g

v
x              (7) 

Çíàéäåìî äîâæèíó äóãè s êðèâî¿ (7). Îñê³ëüêè ,
ds

d
k

α
=  òî .

k

d
ds

α
=  ²ç 

âðàõóâàííÿì (5), öåé âèðàç ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: 

.
42

tgln
cos

22








 +== ∫
πα

α
α

g

vd

g

v
s               (8) 

Ùîá çíàéòè íàòóðàëüíå ð³âíÿííÿ êðèâî¿ (7), íåîáõ³äíî âèêëþ÷è-

òè ³ç ð³âíÿíü (5) ³ (8) ñï³ëüíèé ïàðàìåòð α. Øëÿõîì ïåðåòâîðåíü ³ç (8) 
çíàõîäèìî: 

.hsec
2

exp1

exp2

cos
2

2

2









=









+










= s
v

g

s
v

g

g

να         (9) 

Ï³äñòàâèâøè (9) â (5), îäåðæèìî íàòóðàëüíå ð³âíÿííÿ êðèâî¿, çà-

äàíî¿ ïàðàìåòðè÷íèìè ð³âíÿííÿìè (7): 

    .hsec
22 






= s

v

g

v

g
k             (10) 

Îòðèìàíå ð³âíÿííÿ (10) îïèñóº ë³í³þ, ÿêà â íàóêîâ³é ë³òåðàòóð³ 

â³äîìà, ÿê ëàíöþãîâà ë³í³ÿ ð³âíîãî îïîðó [1]. Ôîðìó òàêî¿ êðèâî¿ 

ïðèéìàº ãíó÷êà âàæêà íèòêà ³ç çì³ííèì ïîïåðå÷íèì ïåðåð³çîì. Òàêà 

íèòêà ó âñ³õ ïåðåð³çàõ ìàº îäíàêîâó ì³öí³ñòü, îòæå ³ îäíàêîâó éìîâ³-

ðí³ñòü ðîçðèâó. Çâ³äñè ³ ïîõîäèòü íàçâà êðèâî¿ [1]. 
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 Ðèñóíîê 2 – Êðèâà, çàäàíà ð³âíÿííÿìè (7) ³ (10) äëÿ v=3 ì/ñ 
 

ßêùî òàêó êðèâó ïîâåðíóòè íà 1800, òîáòî ðîçòàøóâàòè âåðøè-

íîþ âãîðó, òî âîíà ñòàº, ÿê ìè ç’ÿñóâàëè, êðèâîþ íóëüîâîãî òèñêó 

(ðèñ.2). ßêáè ïî ìîñòó çàäàíî¿ ôîðìè (ðèñ.2) ðóõàëîñÿ ò³ëî ³ç ïîñò³é-

íîþ øâèäê³ñòþ v, ÿêà âõîäèòü äî ð³âíÿíü (7), òî òèñê íà ì³ñò áóâ áè 

â³äñóòí³é. Çâ³äñè ³ùå îäíå òðàêòóâàííÿ ö³º¿ êðèâî¿ – öå êðèâà, ùî º 

òðàºêòîð³ºþ ðóõó ò³ëà, êèíóòîãî ï³ä êóòîì äî ãîðèçîíòó áåç âðàõó-

âàííÿ îïîðó ñåðåäîâèùà, ÿêùî ò³ëî ðóõàºòüñÿ ³ç ïîñò³éíîþ øâèäê³ñ-

òþ. ²ç êóðñó òåîðåòè÷íî¿ ìåõàí³êè â³äîìî, ùî ò³ëî, êèíóòå ï³ä êóòîì 

äî ãîðèçîíòó, ðóõàºòüñÿ ïî ïàðàáîë³, îäíàê øâèäê³ñòü ïðè öüîìó 

çì³ííà. ßêáè ò³ëó âäàëîñÿ çàáåçïå÷èòè ñòàëó øâèäê³ñòü, òî âîíî ðó-

õàëîñü áè ïî çíàéäåí³é êðèâ³é. 

 Âèïàäîê äðóãèé. Çíàéäåìî êðèâó, ïî ÿê³é ðóõàºòüñÿ ÷àñòèíêà ³ç 

ïîñò³éíîþ øâèäê³ñòþ ï³ä ä³ºþ ñèëè âëàñíî¿ âàãè çà íàÿâíîñò³ òåðòÿ. 

Â òàêîìó âèïàäêó ïðèñêîðåííÿ 0=w  ³ ç ð³âíÿííÿ (4) ìîæíà çíàéòè: 

2

cossin

fv

fgg
k

αα −
=     àáî    .

cossin

2

αα
ρ

fgg

fv

−
=        (11) 

Ïåðåä òèì, ÿê ³íòåãðóâàòè âèðàçè (6) ³ç âðàõóâàííÿì (11), çðîáè-

ìî äåÿê³ ñïðîùåííÿ. Â³äîìî, ùî ,tgϕ=f  äå ϕ - êóò òåðòÿ. ßêùî 

ïëîùèíó ³ç â³äîìèì êîåô³ö³ºíòîì òåðòÿ f âñòàíîâèòè ï³ä êóòîì ϕ äî 
ãîðèçîíòàëüíî¿ ïëîùèíè, òî ÷àñòèíêà ïî ö³é ïëîùèí³ áóäå ðóõàòèñÿ 

³ç ïîñò³éíîþ ïî÷àòêîâîþ øâèäê³ñòþ, âêëþ÷àþ÷è ³ 0=v  (ïåðåáóâàº â 

ñïîêî¿). Ï³äñòàâèìî â (11) çàì³ñòü f éîãî çíà÷åííÿ ϕtg  ³ ï³ñëÿ ñïðî-

ùåíü ïðî³íòåãðóºìî çà ôîðìóëàìè (6): 

[ ]{ }

[ ]{ }.cossin)sin(ln
sin

)sin(

sinsin

;sincos)sin(ln
sin

)sin(

cossin

22

22

∫

∫

+−=
−

=

−−=
−

=

ϕαϕϕα
ϕ

α
ϕα

αϕ

ϕαϕϕα
ϕ

α
ϕα

αϕ

g

v
d

g

v
y

g

v
d

g

v
x

(12) 
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Íà ðèñ. 3 çà ð³âíÿííÿìè (12) çîáðàæåíî êðèâó äëÿ f=0,577 

(ϕ=π/6) ³ 3=v  ì/ñ. Ìàòåð³àëüíà ÷àñòèíêà áóäå ðóõàòèñÿ ïî êðèâ³é 

âíèç ³ç çàäàíîþ ïîñò³éíîþ ïî÷àòêîâîþ øâèäê³ñòþ çà ðàõóíîê ñèëè 

âàãè, ÿêà âð³âíîâàæóºòüñÿ ñèëîþ òåðòÿ. Êðèâà ðîçáèòà íà ä³ëÿíêè 

òî÷êàìè À ³ Â. ßêùî íàäàòè ÷àñòèíö³ â òî÷ö³ À ïî÷àòêîâó øâèäê³ñòü 

v , ñïðÿìîâàíó âïðàâî, òî ÷àñòèíêà áóäå ðóõàòèñÿ ³ç ö³ºþ øâèäê³ñòþ 

ïî îïóêë³é ñòîðîí³ êðèâî¿, ÿêà ç ÷àñîì âñå á³ëüøå íàáëèæàºòüñÿ äî 

ïðÿìî¿, íàõèëåíî¿ äî ãîðèçîíòó ï³ä êóòîì òåðòÿ ϕ. ßêùî æ â òî÷ö³ À 
íàäàòè ÷àñòèíö³ ïî÷àòêîâó øâèäê³ñòü v , ñïðÿìîâàíó âë³âî, òî âîíà 

òåæ áóäå ðóõàòèñÿ äàë³ ³ç ö³ºþ øâèäê³ñòþ ïî êðèâ³é, ÿêà ç ÷àñîì íà-

áëèæàòèìåòüñÿ äî ïðÿìî¿, àëå âæå ïî óâ³ãíóò³é ñòîðîí³. Â öüîìó âè-

ïàäêó äóãó ÀÂ ìîæíà ââàæàòè êîæóõîì, ÿêèé çì³íþº íàïðÿì ðóõó 

÷àñòèíêè ï³ä ÷àñ â³ëüíîãî ïîëüîòó. ßêáè íå áóëî êîæóõà ÀÂ, òî ÷àñ-

òèíêà ðóõàëàñÿ á ïî ïàðàáîë³ ³ç ïðèñêîðåííÿì (áåç âðàõóâàííÿ îïîðó 

ñåðåäîâèùà). Êîæóõ ãàñèòü ïðèñêîðåííÿ çà ðàõóíîê òåðòÿ ³ çáåð³ãàº 

øâèäê³ñòü ïîñò³éíîþ. 

 

Ðèñóíîê 3 – Êðèâà, çàäàíà ð³âíÿííÿìè (12) äëÿ ϕ =π/6  ³ v=3 ì/ñ 

 

Çíàéäåìî íàòóðàëüíå ð³âíÿííÿ êðèâî¿ (12). ²ç âðàõóâàííÿì òîãî, 

ùî ,tgϕ=f  ïåðøèé âèðàç (11) ìîæíà ïåðåïèñàòè: 

( ).sin
sin2

ϕα
ϕ

−=
v

g
k     (13) 

Âèçíà÷èìî äîâæèíó äóãè s àíàëîã³÷íî (8): 
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Ùîá îòðèìàòè íàòóðàëüíå ð³âíÿííÿ, íåîáõ³äíî âèêëþ÷èòè ³ç ð³â-

íÿíü (13), (14) çì³ííó âåëè÷èíó α. Ïåðåéäåìî â ð³âíÿíí³ (14) â³ä 
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 (15) 

²ç (15) ìîæíà çíàéòè äâà çíà÷åííÿ )sin( ϕα − : 

,0)sin( =− ϕα   òîáòî ϕα =   ³ .
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hsec)sin(
2 









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
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ϕ
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v
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 (16) 

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ³ç (13) îäåðæèìî: 0=k , òîáòî ìàºìî ïðÿìó 

ë³í³þ, íàõèëåíó ï³ä êóòîì ϕ äî ãîðèçîíòàëüíî¿ ïðÿìî¿. Ï³äñòàíîâêà 
äðóãîãî âèðàçó (16) â (13) äàñòü íàòóðàëüíå ð³âíÿííÿ êðèâî¿: 

   .
sin

hsec
sin 22

s
v

g

v

g
k

ϕϕ
=     (17) 

Ïîð³âíþþ÷è íàòóðàëüí³ ð³âíÿííÿ (10) ³ (17) áà÷èìî, ùî âîíè 

â³äð³çíÿþòüñÿ ò³ëüêè ñòàëèì êîåô³ö³ºíòîì, òîáòî îïèñóþòü îäíó ³ òó 

æ êðèâó. 

 Òâåðäæåííÿ. Êðèâà ïîñò³éíî¿ øâèäêîñò³ ï³ä ä³ºþ ñèëè âëàñíî¿ 

âàãè, â³ñü ñèìåòð³¿ ÿêî¿ íàõèëåíà ï³ä êóòîì ϕ äî ãîðèçîíòàëüíî¿ ïðÿ-

ìî¿, äå ϕ - êóò òåðòÿ, ìîæå ñòàòè êðèâîþ ïîñò³éíî¿ øâèäêîñò³ íóëüî-
âîãî òèñêó. Äëÿ öüîãî ¿¿ ïîòð³áíî ïîâåðíóòè âåðøèíîþ âãîðó òàê, ùîá 

â³ñü ñèìåòð³¿ ñòàëà âåðòèêàëüíîþ ³ íàäàòè ìàòåð³àëüí³é òî÷ö³ øâèä-

êîñò³ ϕsinv , äå v  ³ ϕ  - â³äïîâ³äíî øâèäê³ñòü ³ êóò, çà ÿêèìè áóëà 

ðîçðàõîâàíà ïåðøà êðèâà. 

Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî òâåðäæåííÿ äîñòàòíüî ïðèð³âíÿòè ì³æ ñî-

áîþ ñòàë³ êîåô³ö³ºíòè ó ð³âíÿííÿõ (10) ³ (17). Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî êóò 

òåðòÿ ϕ íå ìîæå áóòè äîâ³ëüíèì – â³í çíàõîäèòüñÿ â ïåâíèõ ìåæàõ â 
çàëåæíîñò³ â³ä ìàòåð³àëó, ÿêèé ðóõàºòüñÿ ³ ïî ÿêîìó ðóõàºòüñÿ ÷àñ-

òèíêà. Íàïðèêëàä, ïðè ϕ =0 (òåðòÿ â³äñóòíº, ïîâåðõíÿ ³äåàëüíî ãëà-
äåíüêà) òâåðäæåííÿ âòðà÷àº ñåíñ. Íåîáõ³äíî òàêîæ çâåðíóòè óâàãó íà 

òå, ùî òâåðäæåííÿ âäàëîñÿ ñôîðìóëþâàòè çàâäÿêè ïåðåõîäó â³ä ïà-

ðàìåòðè÷íèõ ð³âíÿíü (7) ³ (12) êðèâèõ äî ¿õ íàòóðàëüíèõ ð³âíÿíü. 
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Âèñíîâêè. Çà çàäàíèìè ê³íåìàòè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðóõó 

ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè çíàéäåíî êðèâ³ îðòîãîíàëüíèõ ïåðåð³ç³â öèë³íä-

ð³â, ùî çàáåçïå÷óþòü öåé ðóõ ³ç ïîñò³éíîþ øâèäê³ñòþ. Ç îäåðæàíèõ 

íàòóðàëüíèõ ð³âíÿíü êðèâèõ ç’ÿñîâàíî, ùî êðèâà ïîñò³éíî¿ øâèäêî-

ñò³ ðóõó ï³ä ä³ºþ ñèëè âëàñíî¿ âàãè òî÷êè ³ êðèâà, ùî ÷èíèòü íóëüî-

âèé òèñê, îïèñóþòüñÿ îäíèì ³ òèì æå íàòóðàëüíèì ð³âíÿííÿì. Êðèâ³ 

â³äð³çíÿþòüñÿ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè ó íàòóðàëüíèõ ð³âíÿííÿõ ³ ïî-

ëîæåííÿì ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³. Òàê³ êðèâ³ â íàóêîâ³é ë³òåðàòóð³ 

íîñÿòü íàçâó ëàíöþãîâî¿ ë³í³¿ ð³âíîãî îïîðó. Äîñë³äæåí³ âëàñòèâîñò³ 

äîïîâíþþòü òðàêòóâàííÿ ô³çè÷íî¿ ñóò³ öèõ êðèâèõ. 
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Òîìó ñë³ä ï³äíÿòè ðîëü âïðîâàäæåííÿ â íàâ÷àëüíèé ïðîöåñ ÿê 

âàæëèâó ïðîáëåìó, ÿêà ìàº ãàëóçåâèé ð³âåíü ³ âèñîêèé ñòóï³íü åôåê-

òèâíîñò³. Ï³äãîòîâêà êàäð³â íîâî¿ ãåíåðàö³¿, îçáðîºíèõ ìåòîäàìè ãåî-

ìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ïðèâåäå ÷åðåç íèõ äî çíà÷íîãî çðîñòàííÿ 

ðîë³ ïðèêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ â ðîçâ’ÿçàíí³ ñó÷àñíèõ çàäà÷ ðîçâèòêó ãà-

ëóçåé íàðîäíîãî ãîñïîäàðñòâà. 

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü ³ ïîñòàíîâêà çàäà÷ ïóáë³êàö³¿. Â ðÿä³ 

ðîá³ò òà â ñïåö³àëüíèõ äîñë³äæåííÿõ [1-4]  ðîçãëÿäàëèñü ïèòàííÿ 

ì³æäèñöèïë³íàðíèõ çâ’ÿçê³â ì³æ ïðèêëàäíîþ ãåîìåòð³ºþ òà ³íøèìè 

íàóêîâèìè äèñöèïë³íàìè, ÿê³ âïëèâàþòü íà çáàãà÷åííÿ òåîðåòè÷íîãî 

ÿäðà ïðèêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ òà ï³äñèëþþòü çâ’ÿçêè ç ïðåäìåòíèìè îá-

ëàñòÿìè âïðîâàäæåííÿ, ç ÿêèìè á³ëüø ò³ñíî ïîâ’ÿçàí³ ñóì³æí³ íàó-

êîâ³ äèñöèïë³íè. Àëå âïëèâ íà ï³äñèëåííÿ ïðàêòè÷íî¿ çíà÷óùîñò³ 

ìåòîä³â ïðèêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ ÷åðåç íàâ÷àëüíèé ïðîöåñ ³ ï³äãîòîâêó 

êàäð³â ùå íå ï³äëÿãàâ àíàë³çó. Òîìó îñíîâíîþ çàäà÷åþ ö³º¿ ïóáë³êàö³¿ 

º ³í³ö³þâàííÿ  ïî÷àòêó òàêîãî àíàë³çó òà âèêëàä äîñâ³äó êàôåäðè àð-

õ³òåêòóðíèõ êîíñòðóêö³é ÊÍÓÁÀ ïî âïðîâàäæåííþ äîñë³äæåíü â íà-

â÷àëüíèé ïðîöåñ, ÿê³ ÷àñòêîâî âèñâ³òëþâàëèñü â ðîáîòàõ [5-7].  

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Á³ëüø í³æ ï³âñòîë³òíÿ ³ñòîð³ÿ ðîçâèòêó ïðè-

êëàäíî¿ ãåîìåòðè÷íî¿ íàóêè õàðàêòåðèçóºòüñÿ çðîñòàþ÷îþ áàãàòî-

ãðàíí³ñòþ çâ’ÿçê³â äîñë³äæåíü ç ïðàêòè÷íèìè çàäà÷àìè â ð³çíèõ ãà-

ëóçÿõ òåõí³êè ³ âèðîáíè÷î¿ ä³ÿëüíîñò³, àðõ³òåêòóðè ³ ìèñòåöòâà [1]. 

Ñïî÷àòêó öå áóëà ÷èñòî âóç³âñüêà íàóêà ³ ñôåðà ¿¿ ïðàêòè÷íèõ ³í-

òåðåñ³â çîñåðåäæóâàëàñü íà çàäà÷àõ ñàìîâäîñêîíàëåííÿ îñíîâíî¿ íà-

â÷àëüíî¿ äèñöèïë³íè – íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿ ³ â ìåíø³é ì³ð³ êðåñëåííÿ, 

âèêëàäà÷³ ÿêèõ ïðàöþâàëè íà êàôåäðàõ íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿ ³ êðåñëåí-

íÿ. Âäîñêîíàëþâàëèñü ñïîñîáè îòðèìàííÿ îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêö³é ³ 

ìåòîä³â ¿õ ïåðåòâîðåííÿ, ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ ïîçèö³éíèõ ³ ìåòðè÷íèõ 

çàäà÷, ðîçâèâàëàñü òåîð³ÿ àêñîíîìåòðè÷íèõ ³ ïåðñïåêòèâíèõ ïðîåê-

ö³é, òåîð³ÿ ò³íåé, ïðîåêö³é ç ÷èñëîâèìè ïîçíà÷êàìè, ïîãëèáëþâàëîñü 

âèâ÷åííÿ êðèâèõ ë³í³é  òà ïîâåðõîíü, ñòâîðþâàëàñü ³ ðîçâèâàëàñü òå-

îð³ÿ äîïîì³æíîãî ïðîåêö³þâàííÿ ñòîñîâíî âñ³õ ðîçä³ë³â íàðèñíî¿ ãåî-

ìåòð³¿, âêëþ÷àëèñü ìåòîäè ïðîåêòèâíî¿ ãåîìåòð³¿, ðîáèëèñü ñïðîáè 

ñóì³ñíîãî âèêëàäàííÿ ç àíàë³òè÷íîþ ãåîìåòð³ºþ ³, íàðåøò³, âêëþ÷à-

ëàñü  ïàðàìåòðèçàö³ÿ ãåîìåòðè÷íèõ ô³ãóð ³ ¿õ çîáðàæåíü ³ çä³éñíþâà-

âñÿ ïåðåõ³ä äî êîìï’þòåðèçàö³¿ îñâ³òè. Òîáòî â ìåæàõ ìîæëèâîãî 

âïðîâàäæåííÿ äîñë³äæåíü âèðàçèëîñü â óäîñêîíàëåíí³ ãðàô³÷íî¿ ï³ä-
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ãîòîâêè ÿê ïåðøî¿ ñòóïåí³ ³íæåíåðíî¿ ÷è àðõ³òåêòóðíî¿ îñâ³òè. Îá’ºì 

íàâ÷àëüíèõ ãîäèí, çàëèøàâñÿ ìàéæå íåçì³ííèì ³ íå â³äïîâ³äàâ çì³ñ-

òîâíîìó íàïîâíåííþ äèñöèïë³íè. Òîìó áàãàòèé íàá³ð ïðèêëàäíèõ çà-

äà÷ ì³ã âèêîðèñòîâóâàòèñü õ³áà ùî äëÿ ³ëþñòðàö³¿ çíà÷óùîñò³ íàâ÷à-

ëüíî¿ äèñöèïë³íè â ìàéáóòí³õ ñòóïåíÿõ íàâ÷àííÿ ÷è ïðîôåñ³éíî¿ ä³ÿ-

ëüíîñò³. Çâè÷àéíî òàì, äå âèä³ëÿâñÿ  äîäàòêîâèé îá’ºì íàâ÷àëüíîãî 

÷àñó, íàïðèêëàä äëÿ êîìï’þòåðíî¿ ãðàô³êè, ÿê³ñòü ðîáîòè êàôåäð ³ 

àâòîðèòåò çðîñòàëè. Íàìàãàííÿ æ âèêðî¿òè äëÿ öüîãî ãîäèíè ç îñíîâ-

íî¿ äèñöèïë³íè ïðèçâîäèëè ò³ëüêè äî çíèæåííÿ ÿêîñò³ ¿¿ çàñâîºííÿ. 

Îòæå, ïðèíàéìí³ â îñòàíí³ äåñÿòèë³òòÿ áóëà äîñÿãíóòà  "êðèòè÷-

íà ìàñà" ðåçóëüòàò³â äîñë³äæåíü, ÿêèìè ìîæíà áóëî á íàñè÷óâàòè 

öèêë ãðàô³÷íèõ äèñöèïë³í. 

Ç ³íøîãî áîêó ïðèêëàäíà îð³ºíòîâàí³ñòü äîñë³äæåíü çàáåçïå÷óâà-

ëà ðîçøèðåííÿ çâ’ÿçê³â ç ïðåäìåòíèìè îáëàñòÿìè â ð³çíèõ ãàëóçÿõ, 

ùî ï³äí³ìàëî ðîëü ïðèêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ â íàóêîâî-òåõí³÷íîìó ïðî-

ãðåñ³ ÿê íîñ³ÿ òåîð³¿ ³ ïðàêòèêè ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ îá’ºêò³â, 

ÿâèù òà ïðîöåñ³â. Öå ìîäåëþâàííÿ íîñèòü òâîð÷î-ïîøóêîâèé õàðàê-

òåð, áî çàâæäè âðàõîâóº ïàðàìåòðè çàâäàííÿ, ÿê³ âèçíà÷àþòü îáëàñòü 

ð³øåíü, â ìåæàõ ÿêî¿ â³äáóâàºòüñÿ âàð³àíòí³é ïîøóê ðàö³îíàëüíèõ ÷è 

îïòèìàëüíèõ ð³øåíü çà ïåâíèìè êðèòåð³ÿìè. 

Òàêà îñîáëèâ³ñòü ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ çàáåçïå÷óº ¿¿ çíà-

÷óùå ì³ñöå â ïðèêëàäí³é ñôåð³, äÿêóþ÷è òàêèì îñíîâíèì ÷èííèêàì: 

1. Ñóòü ìîäåëþâàííÿ ñï³âïàäàº ç îñîáëèâîñòÿìè òâîð÷î¿ ä³ÿ-

ëüíîñò³ ³íæåíåðà, êîíñòðóêòîðà, òåõíîëîãà, àðõ³òåêòîðà ÷è 

äèçàéíåðà. 

2. Â³çóàëüíî-îáðàçíå ïðåäñòàâëåííÿ õîäó ìîäåëþâàííÿ òà éî-

ãî ðåçóëüòàò³â çàáåçïå÷óº íàéá³ëüø åôåêòèâíå âçàºìîðîçó-

ì³ííÿ äîñë³äíèê³â, ïðîåêòóâàëüíèê³â òà âèêîíàâö³â ïðîåê-

ò³â. 

3. Ôîðìàë³çàö³ÿ ïðîöåñó ìîäåëþâàííÿ ç âèçíà÷åííÿì ïàðà-

ìåòð³â âàð³þâàííÿ òà óïðàâë³ííÿ çàáåçïå÷óº ìîæëèâ³ñòü 

êîìï’þòåðíèõ òà ³íøèõ òåõíîëîã³é, çàñîá³â àâòîìàòèçàö³¿ 

íà âñ³õ åòàïàõ â³ä ïî÷àòêîâîãî çàäóìó äî çä³éñíåííÿ â íà-

òóð³. 

Çàñòîñóâàííÿ ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â ðÿä³ âèïàäê³â íàáóëî 

ãàëóçåâîãî ìàñøòàáó (àâ³àáóäóâàííÿ, àðõ³òåêòóðà ³ áóä³âíèöòâî, ñ³ëü-

ãîñïìàøèíîáóäóâàííÿ, òóðá³íîáóäóâàííÿ, ³íñòðóìåíòàëüíå âèðîáíèö-
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òâî òîùî). Îäíàê, ïðàêòè÷íå âïðîâàäæåííÿ ðåçóëüòàò³â äîñë³äæåíü â 

äèñåðòàö³éíèõ ðîáîòàõ, ÿê ïðàâèëî, ùå íîñèòü ð³âåíü îêðåìèõ ïðè-

êëàä³â, íà îêðåìèõ âèðîáíèöòâàõ ÷è îá’ºêòàõ áåç çíà÷íîãî ïîøèðåí-

íÿ â ãàëóç³. Â òîé æå ÷àñ íàâ÷àííÿ ó âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ ìàº 

ãàëóçåâèé õàðàêòåð. Ñàìå òóò íàéá³ëüøó åôåêòèâí³ñòü ìîæóòü ìàòè 

³ííîâàö³éí³ ³íòåëåêòóàëüí³ ³íâåñòèö³¿, òîìó ùî éäå ï³äãîòîâêà äëÿ 

ãàëóç³ êàäðîâî¿ çì³íè á³ëüø âèñîêîãî ³ ñó÷àñíîãî ³íôîðìàö³éíîãî ð³â-

íÿ í³æ òîé, ùî ìàº ä³þ÷èé, õî÷à ³ äîñâ³ä÷åíèé, ñêëàä. 

Ñë³ä â³äçíà÷èòè, ùî ðîçóì³ííÿ íîâèõ ìîæëèâîñòåé ïðèêëàäíî¿ 

ãåîìåòð³¿ â ö³ëîìó ³ â îêðåìèõ ¿¿ íàïðÿìêàõ âæå ïðèâåëî äî ðÿäó 

åôåêòèâíèõ ð³øåíü â îðãàí³çàö³¿ ³ êàäðîâîìó çàáåçïå÷åíí³ íàâ÷àëüíî-

ãî ïðîöåñó â Óêðà¿í³, ÿê³ çàñëóãîâóþòü íà ¿õ àíàë³ç ïîøèðåííÿ. Äëÿ 

ïðîâåäåííÿ àíàë³çó ïîòð³áíà àêòèâíà íàóêîâî-ìåòîäè÷íà ðîáîòà, ÿêà, 

íà æàëü, â Óêðà¿í³ çíàõîäèòüñÿ â çàïóùåíîìó ñòàí³. Äî òîãî æ âîíà 

ïîòðåáóº îíîâëåííÿ çì³ñòó ðîáîòè ³ âñòàíîâëåííÿ ì³æïðåäìåòíèõ 

çâ’ÿçê³â. Íå ìîá³ë³çîâàí³ íà öå òàêîæ çàêëàäåí³ â ñòàòóò³ ìîæëèâîñò³ 

ÓÀÏÃ, â îñíîâíîìó ³ç-çà íåâèêîíàííÿ îðãàí³çàö³éíèõ âèìîã, ÿêå íå 

äîçâîëÿº åôåêòèâíî çàä³ÿòè êîëåêòèâíèé ðîçóì ãðîìàäñüêîãî 

îá’ºäíàííÿ. 

Â ïåðøó ÷åðãó âåëèêå çíà÷åííÿ äëÿ åôåêòèâíîãî âïðîâàäæåííÿ 

íàóêîâèõ çäîáóòê³â ïðèêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ â íàâ÷àëüíèé ïðîöåñ ìàº 

îáì³í äîñâ³äîì. Ç ö³º¿ òî÷êè çîðó ìîæå áóòè êîðèñíîþ ³íôîðìàö³ÿ 

ïðî äîñâ³ä êàôåäðè àðõ³òåêòóðíèõ êîíñòðóêö³é ÊÍÓÁÀ. 

Êàôåäðà çàáåçïå÷óº âèâ÷åííÿ íà àðõ³òåêòóðíîìó ôàêóëüòåò³ ÿê 

îñíîâíèõ äèñöèïë³í êîíñòðóêö³é áóäèíê³â ³ ñïîðóä ³ àðõ³òåêòóðíî-

áóä³âåëüíî¿ ô³çèêè (êë³ìàòîëîã³ÿ òà òåïëîô³çèêà îãîðîäæóþ÷èõ êîíñ-

òðóêö³é, àðõ³òåêòóðíà ñâ³òëîòåõí³êà – ³íñîëÿö³ÿ, ñîíöåçàõèñò, îñâ³ò-

ëåííÿ, êîë³ð â àðõ³òåêòóð³, àðõ³òåêòóðíà àêóñòèêà - àêóñòèêà çàêðè-

òèõ çàë³â ³ â³äêðèòèõ òåàòð³â, øóìîçàõèñò, âåäå êîìïëåêñíå ïðîåêòó-

âàííÿ ç ïðîô³ëþþ÷èìè êàôåäðàìè, êóðñîâ³ ðîáîòè ç áóä³âåëüíî¿ ô³-

çèêè, êîíñóëüòàö³¿ äèïëîìíèõ ðîá³ò ç ïèòàíü êîíñòðóêö³é  òà àðõ³òå-

êòóðíî-áóä³âåëüíî¿ ô³çèêè, áåðå ó÷àñòü â ðîáîò³ ÄÅÊ.  

Äîäàòêîâî êàôåäðîþ âåäóòüñÿ ó÷áîâèé ïðàêòèêóì òà ñïåöêóðñè ç 

ñó÷àñíèõ åôåêòèâíèõ êîíñòðóêö³é, çàñíîâàí³ ç ³í³ö³àòèâè êàôåäðè. 

Íà ³íæåíåðíèõ ôàêóëüòåòàõ ÷èòàºòüñÿ çàãàëüíèé êóðñ "Àðõ³òåê-

òóðà áóä³âåëü ³ ñïîðóä" ç âêëþ÷åííÿì òåïëîòåõí³÷íèõ ³ ñâ³òëîòåõí³÷-

íèõ ðîçðàõóíê³â, âèêîíóþòüñÿ êóðñîâ³ ïðîåêòè òà âåäóòüñÿ êîíñóëü-
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òàö³¿ ïî äèïëîìíîìó ïðîåêòóâàííþ. Äëÿ åêîëîã³â êàôåäðîþ ñòâîðåíî 

êóðñ "Ìåòåîðîëîã³ÿ ³ êë³ìàòîëîã³ÿ". Âèêîíàííÿ íàâ÷àëüíî¿ ðîáîòè ç 

øèðîêîãî êîëà äèñöèïë³í çàáåçïå÷óº 17 âèêëàäà÷³â, ÿê³ ìàþòü àðõ³-

òåêòóðíó òà ³íæåíåðíî-áóä³âåëüíó áàçîâó îñâ³òó, 13 ìàþòü â÷åí³ ñòó-

ïåí³, ç íèõ 6 çà ñïåö³àëüí³ñòþ "Ïðèêëàäíà ãåîìåòð³ÿ, ³íæåíåðíà ãðà-

ô³êà"(1 äîêòîð íàóê, 5 êàíäèäàò³â íàóê). 

Íàéá³ëüøå âïðîâàäæåííÿ ìåòîä³â ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ 

â³äáóâàºòüñÿ íà àðõ³òåêòóðíîìó ôàêóëüòåò³. Â çàñíîâàíèõ â 1973 ðîö³ 

ñïåöêóðñàõ ç ñó÷àñíèõ åôåêòèâíèõ êîíñòðóêö³é îñíîâíå ì³ñöå çàéìàº 

âèâ÷åííÿ ïðîñòîðîâèõ êîíñòðóêö³é, òåîðåòè÷íó ÷àñòèíó ÿêîãî ñêëà-

äàþòü äîñë³äæåííÿ àâòîðà [8] òà éîãî ó÷í³â. 

Â ñïåöêóðñ³ ðîçãëÿäàºòüñÿ êëàñèô³êàö³ÿ ïðîñòîðîâèõ êîíñòðóê-

ö³é, ¿õ îñîáëèâîñò³ òà ïåðåâàãè ïåðåä ë³í³éíèìè, ðîëü â ðîçâ’ÿçàíí³ 

àðõ³òåêòóðíî-îáðàçíèõ òà ôóíêö³îíàëüíèõ çàäà÷. Äàë³ âèâ÷àºòüñÿ 

ãåîìåòðè÷íå ìîäåëþâàííÿ êîíòóð³â, ïîâåðõîíü ³ ñòðóêòóð êîíñòðóê-

ö³é ç óðàõóâàííÿì ñïåöèô³êè àðõ³òåêòóðíîãî âàð³àíòíîãî ôîðìîóòâî-

ðåííÿ, çàêîí³â àðõ³òåêòîí³êè. Âîíî ðîçðàõîâàíå íà â³ëüíèé òâîð÷èé 

ïîøóê àðõ³òåêòóðíèõ ôîðì ³ íàñòóïíó ¿õ ôîðìàë³çàö³þ äëÿ çàáåçïå-

÷åííÿ ³íôîðìàö³¿ äëÿ âñ³õ íàñòóïíèõ åòàï³â: êîíñòðóþâàííÿ ³ ðîçðà-

õóíêó, òåõíîëîã³¿ â³äòâîðåííÿ â íàòóð³ òà ãåîäåçè÷íîãî êîíòðîëþ ôî-

ðìè. Îñîáëèâ³ñòþ ñòâîðþâàíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ìîäåëåé , êîíòóð³â ³ òå-

îðåòè÷íèõ ïîâåðõîíü êîíñòðóêö³é º òå, ùî ïîáóäîâà êîíòóð³â ðîçãëÿ-

äàºòüñÿ ò³ëüêè â ìåæàõ äóã ³ â³äð³çê³â òà ¿õ ñïîëó÷åíü, à ïîâåðõîíü 

ÿê â³äñ³ê³â, îáìåæåíèõ êîíòóðàìè. Öå âèêëþ÷àº âèêîðèñòàííÿ 

öåíòð³â, îñåé, ôîêóñ³â ³ ò.ï. 

Âðàõîâóþ÷è àíàëîãîâèé õàðàêòåð àðõ³òåêòóðíîãî ïðîåêòóâàííÿ, 

ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðèêëàäè ç â³ò÷èçíÿíî¿ òà ñâ³òîâî¿ ïðàêòèêè ïî êëàñàõ 

êîíñòðóêö³é ÿê ç òî÷êè çîðó ïðèíöèï³â êîíñòðóþâàííÿ, ñï³ââ³äíî-

øåííÿ ãàáàðèò³â ³ ðîçì³ð³â ñêëàäîâèõ ÷àñòèí êîíñòðóêö³é, òàê ³ ç òî-

÷êè çîðó çàñòîñîâóâàíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ôîðì ³ ¿õ ìîäèô³êàö³é. 

Ïðàêòè÷íå çàñâîºííÿ â³äáóâàºòüñÿ íà îñíîâ³ ïðîâåäåííÿ äâîõ 

êëàóçóð òà êóðñîâî¿ ðîáîòè ïî åñê³çíîìó êîíñòðóþâàííþ. 

Ïðè ïðîâåäåíí³ êîæíî¿ êëàóçóëè ñòâîðþþòüñÿ åñê³çè àðõ³òåêòóð-

íèõ ôîðì ç êðèâîë³í³éíèìè êîíòóðàìè ³ ïîâåðõíÿìè, â³äáèðàºòüñÿ íå 

ìåíøå òðüîõ äëÿ ïîäàëüøî¿ ðîçðîáêè, óçãîäæóþòüñÿ ñïîñîáè îïèñàí-

íÿ êîíòóð³â äóãàìè êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó â ïåðø³é òà â³äñ³êàìè 

ïîâåðõîíü â äðóã³é. Íàá³ð ïîâåðõîíü: íå- ë³í³é÷àò³ ïîâåðõí³ 2-ãî ïî-
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ðÿäêó, ðîçãîðòí³ òà êîñ³ ïîâåðõí³ 2-4 ïîðÿäê³â, ïîâåðõí³ îáåðòàííÿ, 

ïåðåíîñó, ãâèíòîâ³, ïîâåðõí³, ïðåäñòàâëåí³ îäíî- ïàðàìåòðè÷íîþ 

ñ³ì’ºþ êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó òà ñïîëó÷åííÿ ìîäóë³â öèõ ïîâåðõîíü 

ç âèêîðèñòàííÿì ñèìåòð³é ð³çíîãî âèäó. 

Êóðñîâà ðîáîòà òàêîæ îñíîâóºòüñÿ  íà ñòâîðåíí³ åñê³ç³â àðõ³òåê-

òóðíèõ îá’ºêò³â ïî çàäàíîìó ïðèçíà÷åííþ ³ ôîðì³ ïëàíó àáî ÿê â³ëü-

íî¿ êîìïîçèö³¿ ìîäóë³â ð³çíèõ ïîâåðõîíü ÷è ð³çíèõ âèä³â ïðîñòîðîâèõ 

êîíñòðóêö³é. Ïî åñê³çó âèçíà÷àºòüñÿ ðàö³îíàëüíèé òèï êîíñòðóêö³é. 

Îïèñóºòüñÿ ãåîìåòðè÷íà ôîðìà, ðîçðîáëÿºòüñÿ êîíñòðóêö³ÿ â ö³ëîìó 

òà íå ìåíøå òðüîõ ¿õ âóçë³â, ñïèðàþ÷èñü íà àíàëîãè òà ³ñíóþ÷ó ë³òå-

ðàòóðó. Âèâ÷åííÿ ñïåöêóðñó º êîðèñíèì åòàïîì ï³äãîòîâêè äî äèïëî-

ìíîãî ïðîåêòóâàííÿ. 

Äîñë³äæåííÿ àâòîðà òà éîãî ó÷í³â ç ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ 

ïðÿìîãî ñîíÿ÷íîãî îñâ³òëåííÿ ñòîñîâíî çàäà÷ ³íñîëÿö³¿, ñîíöåçàõèñòó, 

ãåë³îòåõí³êè òà ãåë³îîñâ³òëåííÿ, ïðèðîäíîãî äèôóçíîãî îñâ³òëåííÿ, 

çàäà÷ àêóñòèêè òà øóìîçàõèñòó [9], à òàêîæ äîñë³äæåíü çì³ííî¿ ãåî-

ìåòð³¿ ñâ³òëîò³íåé ïðè àðõ³òåêòóðíîìó ôîðìîóòâîðåíí³ â ðåàëüíèõ 

óìîâàõ, ìîäåëþâàíí³ òåïëîâèõ ïîë³â òà òåïëîîáì³íó â îòî÷óþ÷îìó 

ñåðåäîâèù³ òà áóä³âëÿõ, çàáåçïå÷åííÿ åíåðãîçáåðåæåííÿ âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ â ëåêö³ÿõ, ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ òà êóðñîâèõ ðîáîòàõ ç àêóñ-

òèêè òà ñâ³òëîòåõí³êè, òåïëîô³çèêè îãîðîäæóþ÷èõ êîíñòðóêö³é, ìå-

òåîðîëîã³¿ òà êë³ìàòîëîã³¿, â êîíñóëüòàö³ÿõ ïî êóðñîâèõ òà äèïëîì-

íèõ ïðîåêòàõ, â íàóêîâî-äîñë³äí³é ðîáîò³ ñòóäåíò³â, ïðè ó÷àñò³ ñïåö³-

àë³ñò³â êàôåäðè â ðîçðîáö³ íîðìàòèâíèõ äîêóìåíò³â. 

Ðÿä ïåðåë³÷åíèõ äîñë³äæåíü â ïîºäíàíí³ ç óí³êàëüíèì äîñâ³äîì 

êàôåäðè ïî ïðîâåäåííþ ó÷áîâîãî ïðàêòèêóìó íà àðõ³òåêòóðíîìó ôà-

êóëüòåò³ ç øèðîêèì çàëó÷åííÿì ô³ðì, ùî çàáåçïå÷óþòü â áóä³âíèöòâ³ 

çàñòîñóâàííÿ êîíñòðóêö³é ³ òåõíîëîã³é ºâðîïåéñüêîãî ³ ñâ³òîâîãî ð³â-

íÿ ïðèâåëè äî ñòâîðåííÿ êàôåäðîþ óí³êàëüíîãî íàâ÷àëüíîãî ïîñ³áíè-

êà ç ãðèôîì ÌÎÍ [10], ÿêèé êîðèñòóºòüñÿ ïîïèòîì ó âóçàõ, ïðîåêò-

íèõ îðãàí³çàö³ÿõ òà ô³ðìàõ. Â íüîìó çàéíÿëè íàëåæíå ì³ñöå ðîçä³ëè 

"Ìîäåëþâàííÿ óìîâ ïðÿìîãî ³ â³äáèòîãî ñîíÿ÷íîãî îïðîì³íåííÿ" 

(Ï³äãîðíèé Î.Ë.) òà "Ô³çèêî-òåõí³÷í³ ðîçðàõóíêè ñâ³òëîïðîçîðèõ îãî-

ðîäæåíü" (Ñåðãåé÷óê Î.Â.), â ÿêîìó òàêîæ ãðàþòü çíà÷íó ðîëü ãåîìå-

òðè÷í³ ìåòîäè. 
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ÑÂ²ÒËÀ  

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Óòî÷íåíà îö³íêà åôåêòèâíîñò³ ñâ³òëîâèõ 

øàõò (ÑØ) äîçâîëèòü ðàö³îíàëüíî ï³äáèðàòè ¿õ òèï, ÷èñëî òà âçàºìíå 

ðîçòàøóâàííÿ, çàáåçïå÷èòü â³äïîâ³äí³ñòü ñâ³òëîâîãî ñåðåäîâèùà ïðè-

çíà÷åííþ ïðèì³ùåííÿ, ùî çìåíøèòü çîðîâó âòîìëþâàí³ñòü ³ âèðîáíè-

÷èé òðàâìàòèçì.  

Àíàë³ç äîñë³äæåíü òà ïóáë³êàö³é. ²ñíóþ÷èì ñïîñîáàì ðîçðàõóíêó 

îñâ³òëåíîñò³ â³ä öèë³íäðè÷íèõ ÑØ òà îö³íö³ ¿õ ñâ³òëîïðîïóñêàííÿ [1, 

2, 4] ïðèòàìàííà ïåâíà ñïðîùåí³ñòü, ùî ïîÿñíþºòüñÿ íàìàãàííÿì 

îòðèìàòè ïðîñò³ ôîðìóëè, âèêîðèñòàííÿ ÿêèõ íå âèìàãàº 

êîìï’þòåðíî¿ ðåàë³çàö³¿. Òàêà ñïðîùåí³ñòü ïðèçâîäèòü äî ïîõèáîê. Â 

[5] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçðàõóíêó îñâ³òëåíîñò³ â³ä öèë³íäðè÷íèõ 

ÑØ, ÿêèé â äàí³é ðîáîò³ àäàïòóºòüñÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ åôåêòèâíîñò³ 

(ñâ³òëîïðîïóñêàííÿ) ÑØ.  

Ìåòà ðîáîòè – ðîçðîáèòè ìåòîä àâòîìàòèçîâàíî¿ îö³íêè åôåêòèâ-

íîñò³ öèë³íäðè÷íèõ ÑØ òà ïîð³âíÿòè éîãî ç ³ñíóþ÷èìè ìåòîäàìè.  

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Íåõàé öèë³íäðè÷íà ÑØ ìàº ðàä³óñ R  ³ âèñîòó 

H . ¯¿ åôåêòèâí³ñòü áóäåìî âèçíà÷àòè ÿê â³äíîøåííÿ âèõ³äíîãî òà 

âõ³äíîãî ñâ³òëîâèõ ïîòîê³â. Îñê³ëüêè îñâ³òëåí³ñòü òî÷îê âåðõíüî¿ îñ-

íîâè ÑØ äîð³âíþº ( )
z

LE π= 97  [5], òî âõ³äíèé ñâ³òëîâèé ïîò³ê âèçíà-

÷èìî ³íòåãðóâàííÿì: 

 z

R

zvh LRpdpdLF 22
2

0 0

1
9

7

9

7
πϕπ

π

∫ ∫ == , (1) 

äå p  – ïîëÿðíà â³äñòàíü (âèì³ðþºòüñÿ â³ä öåíòðó âåðõíüî¿ îñíîâè 

ÑØ), 
1

ϕ  – êóòîâèé ïàðàìåòð, 
z

L  – ÿñêðàâ³ñòü íåáîñõèëó â çåí³ò³. 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âèõ³äíîãî ñâ³òëîâîãî ïîòîêó íåîáõ³äíî ðîçðàõó-

âàòè îñâ³òëåí³ñòü äîâ³ëüíî¿ òî÷êè íà íèæí³é îñíîâ³ ÑØ. Ïðîòå îñüîâà 

ñèìåòð³ÿ ÑØ ³ ðîçïîä³ëó ÿñêðàâîñò³ õìàðíîãî çà Ìóíîì-Ñïåíñåð íåáà 

äîçâîëÿþòü ðîçðàõîâóâàòè îñâ³òëåí³ñòü ò³ëüêè âçäîâæ ðàä³óñà íèæ-

íüî¿ îñíîâè ÑØ. Îñâ³òëåí³ñòü òî÷îê íèæíüî¿ îñíîâè ÑØ ñêëàäàºòüñÿ 

ç ïðÿìî¿ îñâ³òëåíîñò³ (â³ä íåáîñõèëó) òà â³äáèòî¿ â³ä âíóòð³øíüî¿ ïî-

âåðõí³ ÑØ. 

© ª.Â. Ïóãà÷îâ, Ò.Ì. Êóíäðàò, 2006 
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Äëÿ ðîçðàõóíêó îñòàííüî¿ âèçíà÷èìî ñïî÷àòêó ïðÿìó îñâ³òëå-

í³ñòü âíóòð³øíüî¿ ïîâåðõí³ ÑØ âçäîâæ òâ³ðíî¿, ÿêó çðó÷íî âçÿòè ó 

ïëîùèí³ 0=y . Ðîçðàõóíîê ïðÿìî¿ îñâ³òëåíîñò³ òî÷îê íà òâ³ðí³é, ÷è 

íà í³æí³é îñíîâ³ ÑØ ïîòðåáóº îïèñó ãðàíèöü îáëàñò³ íåáåñíî¿ ï³âñôå-

ðè, ÿêà îñâ³òëþº çàäàíó ðîçðàõóíêîâó òî÷êó (ÐÒ) ç êîîðäèíàòàìè 

),,( 000 zyx . Îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ (ðèñ. 1, 2) âèñ³êàþòüñÿ íà íåáåñí³é 

ï³âñôåð³ îäèíè÷íîãî ðàä³óñó (ϕ  – êóò ì³æ ïðîåêö³ºþ ðàä³óñ-âåêòîðà 

òî÷êè ï³âñôåðè íà ïëîùèíó 0zz =  òà â³ññþ Ox , β  – êóò ì³æ çãàäóâà-

íèì ðàä³óñ-âåêòîðîì ³ â³ññþ Oz ), ùî çàäàºòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèìè ð³â-

íÿííÿìè  

 [ ] [ ],2/,0,2,0,cos,sinsin,cossin 00 πβπϕβϕβϕβ ∈∈+==+= zzyxx sss  (2) 

êîíóñîì äðóãîãî ïîðÿäêó.  

Êóòîâ³ ïàðàìåòðè öèë³íäðà ÑØ ϕ  ³ íåáåñíî¿ ï³âñôåðè 1
ϕ  ïîâ'ÿçà-

í³ çàëåæíîñòÿìè (ðèñ. 3):  

 ,2,
sin

arcsin 1
0

1 πϕϕ
ϕ

ϕϕ −=






−=
r

x
 (3) 

ùî îäåðæàí³ çà òåîðåìîþ ñèíóñ³â äëÿ ðîçðàõóíêîâèõ òî÷îê rx <
0

 òà 

rx =
0

 â³äïîâ³äíî. Òîä³ ãðàíèö³ îáëàñòåé ³íòåãðóâàííÿ ïî íåáåñí³é ï³â-

ñôåð³ îïèøóòüñÿ ð³âíÿííÿì:  

 ( )Gpr′= arcsinβ , (4) 

äå ïðè rx <
0

 ( ) ( )2

1

2

01
sincos ϕ+−ϕ=′ rxrr , 22 HrGp +′= , à ïðè rx =

0
 

( ) ( )2

1

2

1
sin1cos ϕ+−ϕ=′ rr , ( )2

0

2 zHrGp −+′= .  

 Êóòîâ³ ïàðàìåòðè öèë³íäðà ÑØ ϕ  ³ íåáåñíî¿ ï³âñôåðè 1
ϕ  ïîâ'ÿ-

çàí³ çàëåæíîñòÿìè (ðèñ. 3):  

 ,2,
sin

arcsin 1
0

1 πϕϕ
ϕ

ϕϕ −=







−=

r

x
 (5) 

ùî îäåðæàí³ çà òåîðåìîþ ñèíóñ³â äëÿ ðîçðàõóíêîâèõ òî÷îê rx <0  òà 

rx =0  â³äïîâ³äíî. Òîä³ ãðàíèö³ îáëàñòåé ³íòåãðóâàííÿ ïî íåáåñí³é 

ï³âñôåð³ îïèøóòüñÿ ð³âíÿííÿì:  

 ( )Gpr′= arcsinβ , (6) 

äå ïðè rx <0  ( ) ( )2

1

2

01
sincos ϕ+−ϕ=′ rxrr , 22 HrGp +′= , à ïðè rx =0  

( ) ( )2

1

2

1
sin1cos ϕ+−ϕ=′ rr , ( )2

0

2 zHrGp −+′= . 
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РТ 

 

Ðèñóíîê 1  Ðèñóíîê 2 

 

 

Ðèñóíîê 3 

À êîîðäèíàòè ñâ³òëîâîãî âåêòîðà â ÐÒ íà îñíîâ³ òà òâ³ðí³é öèë³í-

äðà â³ä çàçíà÷åíèõ îáëàñòåé íåáåñíî¿ ï³âñôåðè âèçíà÷àòüñÿ çà ôîðìó-

ëàìè [5]:  

 

( ) ( )

( ) ,cos21sincos
3

1

;0,cos21cossin
3

1

0 2

0 0

2

∫ ∫

∫ ∫

+−=′

=′+−=′

ϕ β

ϕ β

ϕββββ

ϕββϕβ

ddLz

yddLx

z

z

 (7) 

äå [ ]π∈ϕ 2,0  äëÿ ÐÒ íà îñíîâ³, [ ]2/3,2/ ππ∈ϕ  äëÿ ÐÒ íà òâ³ðí³é, à êóò 

β  âèçíà÷àºòüñÿ ç (4) äëÿ â³äïîâ³äíèõ âèïàäê³â ðîçòàøóâàííÿ ÐÒ.  

x ϕ ϕ1 

ϕ-ϕ1 
A 

x0 

r r' 

y 

ÐÒ Î 

à) 

r' 

A 

x0=r 

ϕ1 

r 

y 

ÐÒ Î 

ϕ-ϕ1 
ϕ 

á) 
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Áàãàòîðàçîâå â³äáèâàííÿ ñâ³òëà âñåðåäèí³ ÑØ çìîäåëüîâàíå ïî-

ñë³äîâíèì â³äáèâàííÿì. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî çàëåæíîñò³ ïðÿìî¿ îñâ³ò-

ëåíîñò³ òî÷îê òâ³ðíî¿ â³ä ¿õ âèñîòè íà ÑØ - 3, îñâ³òëåíîñò³ â³äáèòèì 

ï³ñëÿ k  â³äáèâàíü ñâ³òëîì - 2 òà ñóìàðíî¿ (ïðÿìî¿ ³ â³äáèòî¿) îñâ³òëå-

íîñò³ - 1 äëÿ òàêèõ óìîâ 1=R , 3=H , 8,0=ρ , 8=k , 1=
z

L .  

1.1 0.88 0.66 0.44 0.22 0 0.22 0.44 0.66 0.88 1.1
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

x0

 

Ñóìàðíà îñâ³òëåí³ñòü òâ³ðíî¿ áóëà ï³ä´ðóíòÿì äëÿ ðîçðàõóíêó 

îñâ³òëåíîñò³ òî÷îê íà ¿¿ îñíîâ³ ñâ³òëîì, â³äáèòèì â³ä âíóòð³øíüî¿ 

ïîâåðõí³ ÑØ. Îñâ³òëåí³ñòü ÐÒ íà íèæí³é îñíîâ³ öèë³íäðà ÑØ â³ä 

ïðÿìîãî òà â³äáèòîãî ñâ³òëà Å äîð³âíþº ¿õ ñóì³. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî 

ãðàô³êè ñóìàðíî¿ îñâ³òëåíîñò³ Å â³ä ïðÿìîãî òà â³äáèòîãî ñâ³òëà íà 
íèæí³é îñíîâ³ ÑØ (âåðõí³é ãðàô³ê) òà ïðÿìî¿ îñâ³òëåíîñò³ (íèæí³é 

ãðàô³ê). Òîä³ ñâ³òëîâèé ïîò³ê íà âèõîä³ ç ÑØ âèçíà÷èìî, ³íòåãðóþ÷è 

ïî ïîâåðõí³ ¿¿ íèæíüî¿ îñíîâè:  

∫ ∫=
π

ϕ
2

0 0
1

R

zvuh EpdpdLE .                       (8) 

 

Åôåêòèâí³ñòü ÑØ pK  ó â³äñîòêàõ âèçíà÷èòüñÿ â³äíîøåííÿì: 

%100
vuh

vh
p

F

F
K = .                            (9) 
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Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíî çàëåæíîñò³ åôåêòèâíîñò³ ÑØ â³ä ê³ëüêîñò³ 

â³äáèâàíü ñâ³òëà äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíòà ñâ³òëîâ³äáèâàííÿ (â³ä 

0,1 äî 0,9). Ç ðèñóíêó âèäíî, ùî äëÿ ìàëèõ êîåô³ö³ºíò³â ñâ³òëîâ³äáè-

âàííÿ (äî 0,6) åôåêòèâí³ñòü ÑØ íåñóòòºâî çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ â³ä-

áèâàíü, ³ ïðàêòè÷íî äîñòàòíüî 5-6 â³äáèâàíü, à äëÿ âåëèêèõ êîåô³ö³º-

íò³â ñâ³òëîâ³äáèâàííÿ (á³ëüøå 0,6) íåîáõ³äíî äëÿ â³äòâîðåííÿ ðåàëü-

íî¿ êàðòèíè 9-10 â³äáèâàíü ñâ³òëà.  

Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíî çàëåæíîñò³ ñâ³òëîïðîïóñêàííÿ öèë³íäðè÷íèõ 

ÑØ â³ä â³äíîøåííÿ R/H (³íäåêñ ÑØ) ïðè 88,0=ρ  çà äàíèìè [3] – 1 , 

[4] – 3 òà çà ðåçóëüòàòîì ðîçðàõóíêó àâòîð³â – 2 ( 8=k ). Ãðàô³ê 3 çíà-

÷íî â³äõèëÿºòüñÿ â³ä ³íøèõ äâîõ ãðàô³ê³â, ùî ïîÿñíþºòüñÿ íàäì³ð-

íèìè ñïðîùåííÿìè, ïðèéíÿòèìè â [4]. Ãðàô³ê 2, ïî÷èíàþ÷è ïðèáëè-

çíî ç ³íäåêñó ÑØ 0,7, ïðàêòè÷íî çá³ãàºòüñÿ ç ãðàô³êîì 1, ùî îòðèìà-

íèé åêñïåðèìåíòàëüíî. Òîáòî çá³ãàºòüñÿ äëÿ ñâ³òëîïðîð³ç³â, ùî º âæå 

øâèäøå çåí³òíèìè ë³õòàðÿìè êðóãëî¿ ôîðìè, äëÿ ÿêèõ â³äáèòå ñò³í-

êàìè ñâ³òëî íå â³ä³ãðàº òàêó çíà÷íó 

ðîëü, ÿê äëÿ ÑØ. Íà æàëü â [3] íå 

îïèñóþòüñÿ óìîâè åêñïåðèìåíòó òà 

óñòàòêóâàííÿ. Àëå â ðîáîò³ [2] òîãî æ 

àâòîðà çàçíà÷àºòüñÿ, ùî â³í ïðîâîäèâ 

òåîðåòè÷í³ òà åêñïåðèìåíòàëüí³ äîñë³-

äæåííÿ äëÿ ð³âíîÿñêðàâîãî íåáîñõèëó, 

à íå äëÿ íåáîñõèëó ç ðîçïîä³ëîì ÿñê-

ðàâîñò³ çà Ìóíîì-Ñïåíñåð (ñòàíäàðò 

ÌÊÎ). 

Âèñíîâêè. Ðîçðîáëåíèé ìåòîä ³ 

éîãî ïðîãðàìíà ðåàë³çàö³ÿ â ñåðåäîâè-

ù³ MathCad äîçâîëÿþòü òî÷í³øå âè-

çíà÷èòè åôåêòèâí³ñòü ñâ³òëîïðîïóñ-

êàííÿ öèë³íäðè÷íèõ ÑØ ç äèôóçíèì 

â³äáèâàííÿì ñâ³òëà ³ â³äïîâ³äíî ðàö³î-

íàëüíî ï³äáèðàòè ÑØ. Ïîäàëüø³ äî-

ñë³äæåííÿ ìîæíà ñïðÿìóâàòè íà àâòî-

ìàòèçàö³þ ðîçðàõóíêó îñâ³òëåíîñò³ â³ä 

ÑØ, âèçíà÷åííÿ ¿õ íåîáõ³äíîãî ÷èñëà 

òà ðàö³îíàëüíîãî ðîçì³ùåííÿ, âèõîäÿ÷è ç ïðèçíà÷åííÿ òà ðîçì³ð³â 

ïðèì³ùåííÿ. 

Ðèñóíîê 6 
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ÓÄÊ 514.18 

À.Ã. Ðåíêàñ 

Â²ÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É 

ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÎÐÓ Ê4 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ôîðìóâàííÿ ñôåð n–âèì³ðíîãî ïðîñòîðó 

íàëåæèòü äî ÷èñëà çàäà÷, ÿê³ ðîçâ’ÿçóº áàãàòîâèì³ðíà ãåîìåòð³ÿ 

åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó [1]. ×àñòèíí³ âèïàäêè â³äîáðàæåííÿ ñôåð âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ ó êîìïëåêñíîìó ïðîñòîð³ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ äåÿêèõ çàäà÷, 

ÿê³ ïîëÿãàþòü ó ôîðìóâàíí³ çàìêíåíèõ îáëàñòåé ïàðàìåòð³â. 

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü. Îñíîâí³ òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ 

êîñèíóñ ³ ñèíóñ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòó îäåðæóþòü çàì³íîþ ä³éñíîãî 

çíà÷åííÿ àðãóìåíòó íà êîìïëåêñíå çíà÷åííÿ t=T+iτ. Â ë³òåðàòóðíèõ 

äæåðåëàõ ïåðåä çíàêîì òðèãîíîìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ êîðèñòóþòüñÿ 

ñï³âìíîæíèêîì ó âèãëÿä³ ä³éñíîãî ÷èñëà [2], ùî äîð³âíþº ôóíêö³¿: 

.cossin)sin(sin

;sincos)cos(cos

τττ
τττω

TshiTchiTtz

TshiTchiTt

+=+==

−=+==
 (1) 

Ïàðàìåòðè÷í³ ð³âíÿííÿ ñôåð, äî ñêëàäó ÿêèõ âõîäÿòü îñíîâí³ 

òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿, ì³ñòÿòü çíà÷åííÿ àìïë³òóäè. Äëÿ êîì-

ïëåêñíîãî ïðîñòîðó àìïë³òóäà íàáóâàº êîìïëåêñíå çíà÷åííÿ R=r+³ r . 

Çíà÷åííÿ îáèäâîõ ôóíêö³é òàêîæ êîìïëåêñí³ ω=u+iv òà z=x+iy, òîìó 

ïðîñòîðîì â³äîáðàæåííÿ îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é ñëóãó-

þòü ÷îòèðèâèì³ðí³ êîìïëåêñí³ ïðîñòîðè. Ç óðàõóâàííÿì êîìïëåêñíî-

ãî çíà÷åííÿ R îñíîâí³ òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä 

).cos(sin)sin(

);sin(cos)cos(

τττ
τττω

TshiTchRiTRiyxz

TshiTchRiTRivu

+=+=+=

−=+=+=
 (2) 

Äëÿ ä³éñíèõ çíà÷åíü àìïë³òóäè r îñíîâí³ òðèãîíîìåòðè÷í³ 

ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä [3]: 

.cossin

;sincos

ττ
ττω

TshirTchriyxz

TshirTchrivu

+=+=

−=+=
 (3) 

Ôîðìóâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³. Äëÿ ôîðìóâàííÿ ñôåð êîìïëåêñíîãî 

ïðîñòîðó íåîáõ³äíî ðîçðîáèòè ãåîìåòðè÷í³ çàñîáè ó âèãëÿä³ êîì-

ïëåêñíèõ òà àêñîíîìåòðè÷íèõ ïðîåêö³é ïîäàííÿ áàãàòîâèä³â ÿê ìîäå-

ëåé îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é êîìïëåêñíîãî ïðîñòîðó. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Ïðè ä³éñíèõ çíà÷åííÿõ àðãóìåíòó Ò (Ò=0) 

ìàºìî âèðàçè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é ó ïëîùèíàõ ä³éñíèõ 

çì³ííèõ ouT ³ oxT: 

©À.Ã. Ðåíêàñ, 2006 
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.sin

;cos

Trxz

Tru

==

==ω
 (4) 

Äëÿ óÿâíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó τ (Ò=0) ìàºìî âèðàçè òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ ôóíêö³é ó ïëîùèíàõ oiτu òà oiτiy 

.

;

τ
τω

irshiyz

rchu

==

==
 (5) 

ßêùî âèðàçè (4) òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é âèçíà÷àþòü ñôåðó 

äâîâèì³ðíîãî ïðîñòîðó 

,22222 rxuz =+=+ω  (6) 

òî âèðàçè (5) âèçíà÷àþòü êðèâó ë³í³þ êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè oiyu: 

).)(()( 2222222 ττω ishchriyuz +=+=+   

Ðîçêðèøè çíà÷åííÿ óÿâíî¿ îäèíèö³, ìàºìî 

,222 ryu =−  (7) 

çâ³äêè îäåðæóºìî çàëåæí³ñòü 

,22 yru +±=  (8) 

ùî ðåàë³çóºòüñÿ êðèâîþ ë³í³ºþ oiyu. 

Ïðîåêö³¿ ã³ïåðïîâåðõîíü ÿê ãðàô³÷íèõ ìîäåëåé îñíîâíèõ òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é îäåðæèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (3). 

Ïåðåòèíîì ïîâåðõîíü ÿê ïðîåêö³é îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ 

ôóíêö³é ïëîùèíàìè ð³âíÿ iτj îäåðæóºìî ë³í³¿ êàðêàñ³â, ùî îïèñóþòü-

ñÿ ð³âíÿííÿìè: 

.cos

;sin

;sin

;cos

Tshiriy

Tchrx

Tshiriv

Tchru

jj

jj

jj

jj

τ

τ

τ

τ

=

=

−=

=

 (9) 

Ç ð³âíÿíü (9) âèäíî, ùî ïðîåêö³¿ ÿâëÿþòü òðèãîíîìåòðè÷í³ 

ôóíêö³¿ ä³éñíîãî àðãóìåíòó Ò, àìïë³òóäà ÿêèõ çàëåæèòü â³ä ïîëî-

æåííÿ ñ³÷íî¿ ïëîùèíè τj (ðèñ. 1). 

Ïåðåòèíîì ïîâåðõîíü ÿê ïðîåêö³é îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ 

ôóíêö³é ïëîùèíàìè ð³âíÿ Òj îäåðæóºìî ë³í³¿ êàðêàñ³â, ÿê³ îïèñó-

þòüñÿ ð³âíÿííÿìè 
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.cos

;sin

;sin

;cos

τ

τ

τ

τ

shTiriy

chTrx

shTiriv

chTru

jj

jj

jj

jj

=

=

−=

=

 (10) 

 
Ðèñ.1. Ïðîåêö³¿ ñêëàäîâèõ îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é  

ó ñ³÷íèõ ïëîùèíàõ τj 

Ç ð³âíÿíü (10) âèäíî, ùî ïðîåêö³¿ ÿâëÿþòü ã³ïåðáîë³÷í³ ôóíêö³¿ 

êîñèíóñà òà ñèíóñà, âèãëÿäè ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ïîëîæåííÿì ñ³÷íî¿ 

ïëîùèíè Òj (ðèñ. 2). 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèâåäåí³ ïðîåêö³¿ îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðè÷-

íèõ ôóíêö³é ó äâîâèì³ðíèõ ïëîùèíàõ, ïîáóäóºìî ¿õ ïðîåêö³¿ ó òðè-

âèì³ðíèõ êîìïëåêñíèõ ï³äïðîñòîðàõ ouTiτ, oivTiτ, oxTiτ, oiyTiτ (ðèñ. 

3). 

_ 
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Ðèñ.2. Ïðîåêö³¿ ñêëàäîâèõ îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é  

ó ñ³÷íèõ ïëîùèíàõ Òj 

 

Àíàë³ç äâî- ³ òðèâèì³ðíèõ ïðîåêö³é îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ 

ôóíêö³é ïîêàçóº, ùî ¿õ ä³éñí³ òà óÿâí³ ÷àñòèíè ìàþòü íóë³ ç ïåð³-

îäîì Π â óñ³é äâîâèì³ðí³é êîìïëåêñí³é ïëîùèí³ oTiτ òà º ïåð³îäè÷-

íèìè, àìïë³òóäè óñ³õ ñêëàäîâèõ çì³íþþòüñÿ ïðîïîðö³éíî äî çì³íè 

ã³ïåðáîë³÷íèõ chτ ³ shτ. 

Ïðèð³âíÿºìî îáèäâ³ òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ äî íóëÿ: 

.0cossin

;0sincos

=+=+=

=−=+=

ττ
ττω

TshiTchiyxz

TshiTchivu
 (11) 

 

Âèñíîâêè. Äëÿ ð³âíîñò³ íóëþ êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü ω ³ z 

ïîòð³áíî, ùîá äîð³âíþâàëè íóëþ ä³éñíà ³ óÿâíà ÷àñòèíè îäíî÷àñíî. 

Ïðè τ=0 óÿâí³ ÷àñòèíè îáèäâîõ âèðàç³â (11) äîð³âíþþòü íóëþ. Ä³éñí³ 

÷àñòèíè ÿâëÿþòü âèðàçè 0cos == Tu , 0sin == Tx , ÿê³ äîð³âíþþòü 

íóëþ â³äïîâ³äíî ïðè Ò=(2n-1)π / 2 ³ nπ. Ïðè ³íøèõ çíà÷åííÿõ τ ç 

ïåð³îäîì nπ/2 ïåðåòâîðþþòüñÿ ó íóëü ïî÷åðãîâî ä³éñí³ òà óÿâí³ ÷àñ-

òèíè (11). 
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Ðèñ. 3. Îñíîâí³ òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ ó òðèâèì³ðíèõ  

êîìïëåêñíèõ ï³äïðîñòîðàõ ïðè çíà÷åííÿõ àìïë³òóäè r 
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àíàë³òè÷íî¿ ôóíêö³¿ êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ // Ïðèêëàäíà ãåîìåòð³ÿ 
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112−115. 

3. Gumen M.S., Martyn E.V., Renkas A.G.. Graphic representation of 
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êîíôåðåíö³¿ ç ïðèêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ òà ãðàô³êè. Òîì 1. − Ê. 

:ÊÍÓÁÀ, 2002. – Ñ. 149−151. 
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Î.Â.Ñåðãåé÷óê 

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ËÓ×ÈÑÒÎÃÎ 

ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÀ Â ÀÒÌÎÑÔÅÐÅ ÏÐÈ ßÑÍÎÌ ÍÅÁÅ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ôîðìû çäàíèé ïî 

êðèòåðèþ ýíåðãîñáåðåæåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òåïëîâîå èçëó÷å-

íèå àòìîñôåðû è çåìëè. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü  ýíåðãåòè÷å-

ñêóþ ÿðêîñòü íåáîñâîäà è ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè â çàâèñèìîñòè 

îò èõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ñóùåñòâóþùèå 

ìåòîäû ðàñ÷åòà ëó÷èñòîãî òåïëîîáìåíà â àòìîñôåðå íå îðèåíòèðîâàíû 

íà ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â ñòðîèòåëüñòâå.  

Àíàëèç îñíîâíûõ èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé. Èçâåñòíû äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëèííîâîëíîâîé (òåïëîâîé) ðàäèà-

öèè â àòìîñôåðå [1, 2]: 

               

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ],,
cos

,

;,
cos

,

ϑρ
ϑ

ϑ

ϑρ
ϑ

ϑ

λλ
λλ

λλ
λλ

hUhE
k

h

hU

hEhG
k

h

hG

−=
∂

∂

−=
∂

∂

         (1)        

ãäå Gλ(h,ϑ) – èíòåíñèâíîñòü ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ, íàïðàâ-

ëåííîãî èç âåðõíåé ïîëóñôåðû (íèñõîäÿùåå èçëó÷åíèå); Uλ(h,ϑ) – òî-

æå, èç íèæíåé ïîëóñôåðû (âîñõîäÿùåå èçëó÷åíèå); λ – äëèíà âîëíû; 

h – âûñîòà ðàñ÷åòíîé òî÷êè; ϑ – óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ëó÷à è 

âåðòèêàëüþ; kλ – ìàññîâûé êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ; ρ – ïëîòíîñòü 

ïîãëîùàþùåãî èçëó÷åíèå âåùåñòâà; Åλ(h) – ôóíêöèÿ Ïëàíêà äëÿ èí-

òåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà ïðè òåìïåðàòóðå àò-

ìîñôåðû íà âûñîòå h. Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ 

óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ: 

Gλ(∞,ϑ) = 0;  Uλ(0,ϑ)=δÅλ(0)+2(1-δ) ∫
2

0

sincos),0(

π

λ ϑϑϑϑ dG ,             (2)  

ãäå δ - îòíîñèòåëüíûé êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ïîäñòèëàþùåãî ñëîÿ. 

Íà ïðàêòèêå ðàñ÷åòû òåïëîâûõ ïîòîêîâ è ýíåðãåòè÷åñêèõ ÿðêî-

ñòåé â àòìîñôåðå äåëàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàäèàöèîííûõ íîìîãðàìì [1]. 

Ýòè ìåòîäû íå ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â 

ñòðîèòåëüñòâå. 

© Î.Â.Ñåðãåé÷óê, 2006 
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàçðàáîòàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü òåïëîâî-

ãî èçëó÷åíèÿ ñèñòåìû àòìîñôåðà-çåìëÿ ïðè ÿñíîì íåáå, îðèåíòèðî-

âàííóþ íà ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â ñòðîèòåëüñòâå, è ðåà-

ëèçîâàòü åå â âèäå ïàêåòà m-ôàéëîâ â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé ìàòåìà-

òèêè "Matlab".  

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Ïðè ðàçðàáîòêå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè èçëó÷å-

íèÿ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ: 

1. Çåìëÿ – øàð, ðàäèóñà 6371,21 êì. 

2. Àòìîñôåðà îãðàíè÷åíà âûñîòîé 25 êì. Îíà èçîòðîïíàÿ è ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïîëóïðîçðà÷íóþ ñðåäó äëÿ òåïëîâîé ðàäèàöèè. 

3. Ïîãëîùàþùèìè (è, ñîîòâåòñòâåííî, èçëó÷àþùèìè) âåùåñòâàìè â  

àòìîñôåðå ÿâëÿþòñÿ âîäÿíîé ïàð, óãëåêèñëûé ãàç è îçîí. Â ñëîå 

àòìîñôåðû âûñîòîé 25 êì îò ïîâåðõíîñòè çåìëè ñîñðåäîòî÷åí ïðàê-

òè÷åñêè âåñü âîäÿíîé ïàð è áîëåå 95% óãëåêèñëîãî ãàçà. Ðàñïðåäå-

ëåíèå âîäÿíîãî ïàðà ïî âûñîòå ïîä÷èíÿåòñÿ ôîðìóëå Çþðèíãà [2] 

                                   1206
0

2

10

hh

ee
−−

⋅= , 

ãäå å è å0 – äàâëåíèå âîäÿíîãî ïàðà íà âûñîòå h, êì, è íà ïîâåðõ-

íîñòè Çåìëè (h=0), ñîîòâåòñòâåííî. Îáúåìíîå ñîäåðæàíèå óãëåêè-

ñëîãî ãàçà â àòìîñôåðå ïîñòîÿííî è ðàâíÿåòñÿ 0,033%. Îòíîøåíèå 

åãî ïëîòíîñòè ê ïëîòíîñòè ñóõîãî âîçäóõà ñîñòàâëÿåò 1,529 [2].  

4. Îçîí ñîñðåäîòî÷åí â ñëîå òîëùèíîé 3,4 ìì, êîòîðûé íàõîäèòñÿ íà 

âûñîòå 20 êì îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Åãî òåìïåðàòóðà ðàâíà ñðåä-

íåâçâåøåííîé (ïî ìàññå) òåìïåðàòóðå îçîíà â àòìîñôåðå. Òàêîå äî-

ïóùåíèå äëÿ ìîäåëè, ðàññ÷èòàííîé íà òåïëîâóþ îïòèìèçàöèþ 

çäàíèé âïîëíå êîððåêòíî, òàê êàê âûñîòà äàæå 200-ýòàæíîãî çäà-

íèÿ î÷åíü íåçíà÷èòåëüíà â ñðàâíåíèè ñ âûñîòîé ñëîÿ, ãäå ñîñðåäî-

òî÷åíà îñíîâíàÿ ìàññà îçîíà (â óìåðåííûõ øèðîòàõ - 19÷21 êì 

[2]). 

5. Òåìïåðàòóðà t â àòìîñôåðå ìåíÿåòñÿ ñ âûñîòîé h ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: 

- îò ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè äî 1 ì  

t = tz +(t0 – tz)
22 hh − ,                                       (3) 

ãäå tz – òåìïåðàòóðà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, t0 – ðàñ÷åòíàÿ 

òåìïåðàòóðà âîçäóõà íà âûñîòå 2 ì. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ êðèâàÿ, 

êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (3) – ÷åòâåðòü ýëëèïñà, çàêëþ-
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÷åííàÿ ìåæäó åãî îñÿìè. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû õî-

ðîøî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ â ñëîå òåðìè÷åñêîé øåðîõîâà-

òîñòè.   

- îò 1 ìåòðà äî âåðõíåé ãðàíèöû ïðèçåìíîãî ñëîÿ (äî âûñîòû 50 

ì) òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà è ðàâíÿåòñÿ t0. 

- âûøå 50 ì è äî âåðõíåé ãðàíèöû òðîïîñôåðû (äî òåìïåðàòóðû 

–56, 5°Ñ) òåìïåðàòóðà ìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, ïðè÷åì ñðåä-

íèé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû â òðîïîñôåðå ðàâåí 6,5°Ñ íà 1 êì.  

- âûøå òðîïîñôåðû äî âûñîòû 25 êì íàõîäèòñÿ òðîïîïàóçà, ãäå 

òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííàÿ è ðàâíÿåòñÿ –56,5°Ñ.  

6. Êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ 

ïîãëîùàþùåãî âåùåñòâà è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè [1] 

- äëÿ âîäÿíîãî ïàðàè óãëåêèñëîãî ãàçà:                                   











⋅= 4 0

0
0 )(

)(
)(

hT

T

p

hp
khk λλ ; 

- äëÿ îçîíà:   

4

0
0

)(
)(

p

hp
khk λλ = , 

ãäå kλ0 – çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ íà íåêîòîðîé ôèêñèðî-

âàííîé âûñîòå, ãäå òåìïåðàòóðà ðàâíÿåòñÿ Ò0, Ê, à äàâëåíèå – ð0; h – 

âûñîòà, ãäå ðàññ÷èòûâàåòñÿ kλ. 

7. Ïîäñòèëàþùàÿ ïîâåðõíîñòü - ñåðîå èçîòðîïíîå òåëî, èìåþùåå òåì-

ïåðàòóðó tz [1]. 

8.  Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé èíòåãðàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ÿðêîñòåé  

íèñõîäÿùåãî è âîñõîäÿùåãî ïîòîêîâ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ îãðà-

íè÷èâàþòñÿ äëèíàìè âîëí 4 è 99 ìêì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì 

Ì.Ïëàíêà, íà ýòó ïîëîñó ïðèõîäèòñÿ îêîëî 99% èçëó÷åíèÿ àáñîëþò-

íî ÷åðíîãî òåëà ïðè òåìïåðàòóðàõ, èìåþùèõ ìåñòî â àòìîñôåðå. Ó÷è-

òûâàÿ î÷åíü ñëîæíûé ñåëåêòèâíûé õàðàêòåð èçëó÷åíèÿ àòìîñôåðíûõ 

ãàçîâ, âñÿ ïîëîñà ðàçáèòà íà 37 äîñòàòî÷íî óçêèõ ñïåêòðàëüíûõ ó÷à-

ñòêîâ, â ãðàíèöàõ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ïðè ôèêñèðî-

âàííûõ òåìïåðàòóðå è äàâëåíèè ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Òàêîå óïðî-

ùåíèÿ îáùåïðèíÿòî. Îáû÷íî ÷èñëî ó÷àñòêîâ ðàâíî 15÷25. Çíà÷åíèÿ 

êîýôôèöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ ïðèíÿòû ïî äàííûì [1-3], ñ ó÷åòîì ïðè-

âåäåíèÿ èõ ê åäèíûì èñõîäíûì óñëîâèÿì (òàáëèöà1).  
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Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ñ ó÷åòîì (2) è 
ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé äàåò ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ýíåðãåòè÷åñêèõ ÿðêîñòåé íèñõîäÿùåãî è âîñõîäÿùåãî ïîòîêîâ: 
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Â ôîðìóëàõ (4) âìåñòî óãëà ϑ ïðèíÿò óãîë α - óãîë íàêëîíà ëó÷à ê 

ïëîñêîñòè ãîðèçîíòà. -90°≤α≤90°. Äëÿ âîñõîäÿùåãî ïîòîêà îí îòðèöà-
òåëåí.  

Òàáëèöà 1  

Êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ ðàäèàöèè âîäÿíûì ïàðàì, óãëåêèñëûì 
ãàçîì è îçîíîì íà ïðèíÿòûõ ñïåêòðàëüíûõ ó÷àñòêàõ ïðè Ò0 = 290 Ê, 

ð0 = 1013,2 ÃÏà 
Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ 

Øèðèíà 
ó÷àñòêà 
λ, ìêì 

Âîäÿíî-
ãî ïàðà 

kλ1, 
ì2/êã 

Óãëåêè-
ñëîãî 
ãàçà kλ2, 
ì2/êã 

Îçîíà 
kλ3, ñì

-1 

Øèðèíà 
ó÷àñòêà 
λ, ìêì 

Âîäÿíî-
ãî ïàðà 

kλ1, 
ì2/êã 

Óãëåêè-
ñëîãî 
ãàçà kλ2, 
ì2/êã 

Îçîíà 
kλ3, ñì

-1 

4÷5 0,01 0,09 0 21÷22 5,8 0 0 
5÷5,5 4 0 0 22÷23 6,4 0 0 
5,5÷6 19,8 0 0 23÷24 7,5 0 0 
6÷6,5 9,8 0 0 24÷25 8 0 0 
6,5÷7 15,6 0 0 25÷26 5,3 0 0 
7÷7,5 4,6 0 0 26÷27 9,3 0 0 
7,5÷8 1,28 0 0 27÷28 11,6 0 0 
8÷8,5 0,34 0 0 28÷29 13,6 0 0 
8,5÷9 0,01 0 0 29÷30 15,2 0 0 
9÷12 0,01 0 0,829 30÷31 17,9 0 0 
12÷13 0,025 0 0 31÷32 17,9 0 0 
13÷14 0,084 0,64 0,15 32÷33 17,9 0 0 
14÷15 0,13 0,64 0,15 33÷34 19,8 0 0 
15÷16 0,165 0,64 0,15 34÷35 11 0 0 
16÷17 0,44 0,64 0 35÷43 200 0 0 
17÷18 1,72 0 0 43÷55 200 0 0 
18÷19 1,4 0 0 55÷83 500 0 0 
19÷20 4,3 0 0 83÷99 500 0 0 
20÷21 2,3 0 0 
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Êðîìå òîãî, âìåñòî êîýôôèöèåíòà 1/cosϑ, êîòîðûé â ôîðìóëàõ 

(1) ó÷èòûâàåò óâåëè÷åíèå ìàññû àòìîñôåðû â íàïðàâëåíèè ϑ, ïî 

ñðàâíåíèþ ñ íàïðàâëåíèåì íà çåíèò, ïðèíÿò êîýôôèöèåíò kα(ξ): 

( )
( ) ( ) αξ

ξ
ξα

222 coshRhR

hR
k

+−++

++
= , 

ãäå R – ðàäèóñ Çåìëè, h – âûñîòà ðàñ÷åòíîé òî÷êè íàä ïîâåðõíîñòüþ 

çåìëè, ξ - ðàññòîÿíèå ýëåìåíòàðíîãî ñëîÿ òîëùèíîé dξ îò ðàñ÷åòíîé òî÷-

êè. Êîýôôèöèåíò 1/cosϑ íå ó÷èòûâàåò êðèâèçíó àòìîñôåðû, ÷òî âíî-

ñèò ñóùåñòâåííóþ îøèáêó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ξ è ìàëûõ α (ðèñ. 

1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ÿðêîñòåé â çàâèñèìîñòè îò âûñîòû ðàñ÷åò-

íîé òî÷êè íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè è óãëà α ðåàëèçîâàíî â âèäå ïàêå-

òà m-ôàéëîâ.  

Âûâîäû è ïåðñïåêòèâû. Ðàçðàáîòàííûé ïàêåò ïðîãðàìì ïðåäíà-

çíà÷åí äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ôîðìû 

ýíåðãîñáåðåãàþùèõ çäàíèé. 
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Ðèñóíîê 1 - Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè kα(ξ) è 1/cos ϑ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α; 

h = 0. 
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ÓÄÊ 515.2 

Î.Ñ.Ñèäîðåíêî 

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌ ÊÅÐÓÂÀÍÍß 

ÎÁ’ªÊÒÀÌÈ Ç ÍÅ×²ÒÊÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ïðîåêòóâàííÿ ñèñòåì êåðóâàííÿ äèíàì³÷-

íèìè îá’ºêòàìè ç íå÷³òêèìè ïàðàìåòðàìè ñòàëî ìîæëèâèì ³ç ðîçâèò-

êîì ñó÷àñíèõ ³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é òà ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â, 

ùî äîïîâíþþòüñÿ íàî÷íèìè ãåîìåòðè÷íèìè ³íòåðïðåòàö³ÿìè. Òðàäè-

ö³éí³ ìåòîäè òåîð³¿ ñèñòåì òà òåîð³¿ êåðóâàííÿ ïîêàçàëè ïðè öüîìó 

ñâî¿ âàäè. Ïðîáëåìè ðîçðîáêè ñèñòåì êåðóâàííÿ â óñêëàäíåíèõ íå÷³ò-

ê³ñòþ óìîâàõ çàéìàþòü îñîáëèâå ì³ñöå â ³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³ÿõ.  

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü òà ïóáë³êàö³é. Ïðîåêòóâàííÿ ñèñòåì 

êåðóâàííÿ ñêëàäíèìè äèíàì³÷íèìè îá’ºêòàìè ç íå÷³òêèìè ïàðàìåò-

ðàìè äîñ³ ïðîâîäèëîñÿ ç âèêîðèñòàííÿì òðàäèö³éíèõ äåòåðì³íîâàíèõ 

ìåòîä³â òà àëãîðèòì³â [1,2]. Íà ñó÷àñíîìó åòàï³, ïåðåâàãà â³ääàºòüñÿ 

ñòâîðåííþ ìîäóëüíèõ ñèñòåì íå÷³òêîãî ðåãóëþâàííÿ (fuzzy control 

system, fuzzy controller), çàñíîâàíèõ íà ïîëîæåííÿõ íå÷³òêî¿ ëîã³êè 

(fuzzy-logic) [3].  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íà ïðèêëàä³ ïðîåêòóâàííÿ ñèñòåìè êåðóâàí-

íÿ äèíàì³÷íèì îá’ºêòîì ç íå÷³òêèìè ïàðàìåòðàìè ïðîäåìîíñòðóâàòè 

çâ'ÿçîê ì³æ ìåòîäàìè ïðîåêòóâàííÿ ñèñòåì êåðóâàííÿ òà ñó÷àñíèìè 

òåîð³ÿìè, çàñíîâàíèìè íà ïîçèö³ÿõ ãåîìåòðè÷íî¿ ³íòåðïðåòàö³¿. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Ç ðîçâèòêîì ³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é ñïîñòå-

ð³ãàºòüñÿ íîâèé ñïëåñê ³íòåðåñó äî çàñòîñóâàííÿ ñó÷àñíèõ ìàòåìàòè÷-

íèõ ìåòîä³â ³ ìîäåëåé äî çàäà÷ êåðóâàííÿ äèíàì³÷íèìè îá’ºêòàìè ç 

íå÷³òêèìè ïàðàìåòðàìè. Íå÷³òê³ñòü âèíèêàº, ÿê ó íàñë³äîê íåäîñòàò-

íüî¿ âèâ÷åíîñò³ îá'ºêòó êåðóâàííÿ, òàê ³ ÷åðåç ó÷àñòü ó êåðóâàíí³ ëþ-

äåé.  Ðàí³øå ¿¿ ÷àñòî íå ïðèéìàëè äî óâàãè àáî çàì³íþâàëè åêñïåðò-

íèìè îö³íêàìè òà ñåðåäí³ìè  çíà÷åííÿìè. Ñó÷àñíèé ï³äõ³ä çàñíîâà-

íèé íà òîìó, ùî êîìïîíåíòàìè ìèñëåííÿ º íå ÷èñëà, à åëåìåíòè 

íå÷³òêèõ ìíîæèí àáî êëàñ³â, äëÿ ÿêèõ ïåðåõ³ä â³ä "íàëåæíîñò³" äî 

"íåíàëåæíîñò³" º ïëàâíèì. Öåé ï³äõ³ä äàº íàáëèæåí³, àëå åôåêòèâí³ 

çàñîáè îïèñàííÿ ïîâåä³íêè ñèñòåì ç íå÷³òêèìè ïàðàìåòðàìè. Òåîðå-

òè÷í³ æ éîãî çàñàäè ö³ëêîì òî÷í³ é ñóâîð³ ³ íå º äæåðåëîì íå÷³òêîñò³.  

 

© Î.Ñ.Ñèäîðåíêî, 2006 
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Áàçîâà ìîäåëü 

ïðîöåñó íå÷³òêîãî 

êåðóâàííÿ (ðèñ.1) 

´ðóíòóºòüñÿ íà ïðåä-

ñòàâëåíí³ îá’ºêòà òà 

íå÷³òêîãî ðåãóëÿòîðà 

ÿê ñèñòåìè, äå: 

îá’ºêò  õàðàêòåðèçó-

ºòüñÿ ê³íöåâîþ ìíî-

æèíîþ âõ³äíèõ òà 

âèõ³äíèõ ïàðàìåòð³â; 

íà âõ³ä íå÷³òêîãî ðå-

ãóëÿòîðà íàäõîäÿòü 

âõ³äí³ çì³íí³ ç äàò-

÷èê³â; íà âèõîä³, ïðè âèêîðèñòàíí³ àëãîðèòìó íå÷³òêîãî âèñíîâêó, 

ôîðìóþòüñÿ âèõ³äí³ çì³íí³, ùî êîìá³íóþ÷èñü ³ç çíà÷åííÿìè âõ³äíèõ 

ïàðàìåòð³â îá’ºêòà, êîðåãóþòü éîãî ïîâåä³íêó ó áàæàíîìó íàïðÿìêó. 

Îñíîâí³ åòàïè íå÷³òêîãî âèñíîâêó  [5], 

à òàêîæ ïðîöåñ ïåðåõîäó äî ÷³òêîãî ð³øåí-

íÿ, íàâåäåí³ â àëãîðèòì³÷í³é ôîðì³ íà 

ðèñ. 2. 

Äàë³ íàâåäåìî ðåàë³çàö³þ öüîãî àëãî-

ðèòìó íà ïðèêëàä³ ðîçðîáêè ñèñòåìè êåðó-

âàííÿ äèíàì³÷íèì îá’ºêòîì ç íå÷³òêèìè 

ïàðàìåòðàìè. Â ÿêîñò³ îá’ºêòà êåðóâàííÿ 

âèáåðåìî ñèñòåìó êîíäèö³îíóâàííÿ ïîâ³òðÿ 

â ïðèì³ùåíí³ (ðèñ. 3). Îñê³ëüêè òåìïåðà-

òóðà íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà çì³íþºòü-

ñÿ, öå äåñòàá³ë³çóº òåìïåðàòóðó ïîâ³òðÿ â 

ïðèì³ùåíí³ òà ïðèçâîäèòü äî íåîáõ³äíîñò³ 

ðåãóëþâàííÿ ðåæèìó ðîáîòè êîíäèö³îíåðà. 

Íà ñèñòåìó íå÷³òêîãî êåðóâàííÿ ïðèõîäÿòü 

³ç äàò÷èê³â äâ³ âõ³äí³ çì³íí³: òåìïåðàòóðà 

â ïðèì³ùåíí³ (Ò, °Ñ) òà øâèäê³ñòü ¿¿ çì³íè 

(S=
dt

dT , °Ñ/õâ). Âèõ³äíîþ çì³ííîþ íå÷³ò-

êîãî ðåãóëÿòîðà º ïîâîðîò ðåãóëÿòîðà êîíäèö³îíåðà íà â³äïîâ³äíèé 

êóò â³äíîñíî  äåÿêî¿ òî÷êè, â ÿê³é êîíäèö³îíåð º âèìêíåíèì: ë³âîðó÷ 

 
Ðèñóíîê 1 - Çàãàëüíà ñõåìà ñèñòåìè 

          íå÷³òêîãî êåðóâàííÿ 

 
Ðèñóíîê 2 -  Àëãîð³òì³÷-

íà ñõåìà íå÷³òêîãî âè-

ñíîâêó 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

100  ISSN 1562-9945 

– ïîäà÷à õîëîäíîãî ïîâ³òðÿ; ïðàâîðó÷ – ïîäà÷à  òåïëîãî ïîâ³òðÿ. Ðåà-

ë³çàö³ÿ çàäà÷³ âèêîíàíà ó ñåðåäîâèù³ MATLAB 7.0.1 ìîäóë³ Simulink 

³ç ï³äêëþ÷åííÿì ³íñòðóìåíòàð³þ Fuzzy logic. 

Ñïî÷àòêó, íåîáõ³äíî ââåñòè 

ë³íãâ³ñòè÷í³ çì³íí³, òîáòî, äëÿ 

âõ³äíî¿ çì³ííî¿ Ò çàäàºòüñÿ íàá³ð ç 

5 òåðì³â (îêðåìèõ íå÷³òêèõ çíà-

÷åíü): Cold – õîëîäíî, Cool – ïðî-

õîëîäíî, Normal – íîðìàëüíî, 

Warm – òåïëî òà Hot – æàðêî. Äëÿ 

âõ³äíî¿ çì³ííî¿ S – íàá³ð ç 3 òåð-

ì³â: NS – íåãàòèâíà, Z – íóëüîâà, 

PS – ïîçèòèâíà. Äëÿ âèõ³äíî¿ 

çì³ííî¿ Angle – íàá³ð ç 7 òåðì³â: 

NB – âåëèêèé íåãàòèâíèé, NM – 

ñåðåäí³é íåãàòèâíèé, NS – ìàëèé 

íåãàòèâíèé, Z – íóëüîâèé, PS – 

ìàëèé ïîçèòèâíèé, PM – ñåðåäí³é 

ïîçèòèâíèé òà PB – âåëèêèé ïîçè-

òèâíèé. Ï³ñëÿ çàâäàííÿ ë³íãâ³ñòè-

÷íèõ çì³ííèõ ïåðåõîäèìî äî ôîð-

ìóâàííÿ áàçè íå÷³òêèõ ïðàâèë, ùî 

ôîðìàë³çóþòü åìï³ðè÷í³ çíàííÿ 

ïðî ïðåäìåòíó îáëàñòü. Äëÿ íàøîãî 

ïðèêëàäó ôîðìóºìî áàçó ç 15 ïðà-

âèë, ùî ôîðìóþòü ïîâåä³íêó íå÷³-

òêîãî ðåãóëÿòîðà (ðèñ. 4). 

Çã³äíî ç àëãîðèòìîì íå÷³òêî-

ãî âèñíîâêó, íàñòóïíèì åòàïîì º ïðîöåñ ôàçç³ô³êàö³¿, äå âñòàíîâëþ-

ºòüñÿ â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ çíà÷åííÿìè âõ³äíèõ çì³ííèõ  ðåãóëÿòîðà òà 

â³äïîâ³äíèìè òåðìàìè ë³íãâ³ñòè÷íèõ çì³ííèõ. Ï³ñëÿ çàâåðøåííÿ öüî-

ãî ïðîöåñó äëÿ âñ³õ âõ³äíèõ çì³ííèõ çàäàí³ êîíêðåòí³ çíà÷åííÿ ôóí-

êö³é íàëåæíîñò³. Äëÿ çàäàíîãî ðåãóëÿòîðà âîíè ïîáóäîâàí³ íà îñíîâ³ 

áàçîâèõ ôóíêö³é, çàïðîïîíîâàíèõ ïàêåòîì MATLAB (òðàïåöå¿äàëüíèõ 

òà òðèêóòíèõ), ùî ìàþòü íàî÷íó ãåîìåòðè÷íó ³íòåðïðåòàö³þ, ÿêó çî-

áðàæåíî íà ðèñ. 5. 

dt

dT

 

Ðèñóíîê 3 -  Ñèñòåìà íå÷³òêîãî 

êåðóâàííÿ êîíäèö³îíåðîì 

 
Ðèñóíîê 4 -   Áàçà  ïðàâèë íå÷³-

òêèõ ïðîäóêö³é 
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Äëÿ ïðèêëàäó, â³çüìåìî òåìïå-

ðàòóðó â ïðèì³ùåíí³ +14°Ñ, à øâèä-

ê³ñòü ¿¿ çì³íè +0,5°Ñ/õâ. Ïðè çàäàíèõ 

óìîâàõ íå÷³òê³ ïðàâèëà ïî÷èíàþòü 

ïðàöþâàòè, (ðèñ. 6). Ïðîöåñ ôàçç³ô³-

êàö³¿ äëÿ ïåðøî¿ âõ³äíî¿ çì³ííî¿ âè-

äàº ì³ðó ³ñòèííîñò³ 0,8 äëÿ òåðìà 

Cool, à äëÿ äðóãî¿ âõ³äíî¿ çì³ííî¿ –  

0,5 äëÿ òåðìà Z òà äëÿ òåðìà PS (ðèñ. 

7). Â³äïîâ³äí³ ï³äóìîâè º â ïðàâèëàõ 

íå÷³òêèõ ïðîäóêö³é ç íîìåðàìè 8 òà 

12 íà ðèñ. 4 ³ 6. Ö³ ïðàâèëà ââàæà-

þòü àêòèâíèìè òà âèêîðèñòîâóþòü â 

ïðîöåñ³ àãðåãóâàííÿ, ùî âèçíà÷àº ì³-

ðè ³ñòèííîñò³ óìîâ ïî êîæíîìó ç àê-

òèâíèõ íå÷³òêèõ ïðàâèë, òà ó íàøîìó 

âèïàäêó äàº ó ðåçóëüòàò³ îäíàêîâ³ 

÷èñëà 0,5. 

Ïðîâîäÿ÷è ïðîöåñ àêòèâ³çàö³¿ ï³äâèñíîâê³â ó íå÷³òêèõ ïðàâèëàõ 

8 òà 12, îòðèìóºìî äâ³ íå÷³òê³ ìíîæèíè. Àêóìóëþâàííÿ âèñíîâê³â 

ïðèçâîäèòü äî ðåçóëüòóþ÷î¿ íå÷³òêî¿ ìíîæèíè, ðèñ. 8. Äåôàçç³ô³êàö³¿ 

âèÿâëÿº íàéêðàùó ñòðàòåã³ÿ ïîâåä³íêè ðåãóëÿòîðà – Angle = 16,2° –  

ïîäà÷ó òåïëà. Ðåçóëüòàòè ïðè óñ³õ ìîæëèâèõ êîìá³íàö³ÿõ âõ³äíèõ 

çì³ííèõ, ôîðìóþòü ïîâåðõíþ ïîâåä³íêè (ðèñ. 9), çà äîïîìîãîþ ÿêî¿ º 

ìîæëèâ³ñòü äîñë³äèòè ïîâåä³íêó íå÷³òêîãî ðåãóëÿòîðà óíàî÷íåííÿì 

âåêòîðíèõ ïîë³â (ðèñ.10). 

 

 

 

Ðèñóíîê 5 - Ôóíêö³¿ íàëåæ-

íîñò³ âõ³äíèõ  òà âèõ³äíî¿ 

çì³ííèõ  

 
 

Ðèñóíîê 6 -  Ðåàë³çàö³ÿ íå÷³òêèõ ïðàâèë ïðè çàäàíèõ óìîâàõ 
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Ðèñóíîê 7 - Ïðîöåñ ôàçèô³êàö³¿ 

âõ³äíèõ çì³ííèõ  

Ðèñóíîê 8 – Ðåçóëüòàò ïðîöåñó 

àêóìóëþâàííÿ 

  

Ðèñóíîê 9 - Ïîâåðõíÿ ïîâåä³í-

êè íå÷³òêîãî ðåãóëÿòîðà 

Ðèñóíîê 10 - Ðåàë³çàö³ÿ ïîâåä³íêè  

ðåãóëÿòîðà íà âåêòîðíîìó ïîë³ 

 

Âèñíîâêè. Ïðîåêòóâàííÿ òà äîñë³äæåííÿ  ñèñòåì êåðóâàííÿ äè-

íàì³÷íèìè îá’ºêòàìè ç íå÷³òêèìè ïàðàìåòðàìè, äîö³ëüíî âèêîíóâàòè 

ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîä³â ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà òåîð³¿ íå÷³ò-

êèõ ìíîæèí, ñóïðîâîäæóþ÷è ¿õ íàî÷íèìè ãåîìåòðè÷íèìè ³íòåðïðå-

òàö³ÿìè.  
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ÓÄÊ 515.2 

Â.È. Ñëþñàðåíêî, Ñ.À. Íåäîäàòêî, Ò.Ï. ßðîâàÿ 

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÍÈÅ 

ÏÀÌßÒÍÈÊÎÂ ÀÐÕÈÒÅÊÒÓÐÛ, ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÕ 

ÑÎÎÑÍÛÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÂÐÀÙÅÍÈß, ÏÎ ÈÕ 

ÎÄÈÍÎ×ÍÛÌ ÑÍÈÌÊÀÌ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Èçó÷åíèå, ñîõðàíåíèå, âîññòàíîâëåíèå,  

ðåñòàâðàöèÿ ïàìÿòíèêîâ àðõèòåêòóðû èìåþò àêòóàëüíîå ñîöèàëüíî-

êóëüòóðíîå çíà÷åíèå äëÿ êàæäîé íàöèè è ÿâëÿþòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì 

æèçíåñòîéêîñòè íàðîäà. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå ñîîðóæåíèÿ è äàæå öå-

ëûå êâàðòàëû Âàðøàâû, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà, Êèåâà è äðóãèõ ãîðîäîâ 

áûëè âîññòàíîâëåíû â òàêîì æå âèäå, êîòîðûé îíè èìåëè äî ðàçðó-

øåíèÿ âî âðåìÿ âîéíû. Àðõèâíûå ñíèìêè ÿâëÿþòñÿ âàæíûì, à ÷àñòî 

îñíîâíûì,  èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè îá îáúåêòå ïðè ñîñòàâëåíèè ïðî-

åêòà åãî ðåñòàâðàöèè. Ïîýòîìó íîâûå ìåòîäû ìåòðè÷åñêîé îáðàáîòêè 

ñíèìêîâ èìåþò íåïðåõîäÿùåå çíà÷åíèå. Îíè ïîçâîëÿþò çàìåíèòü 

ýòàï èçãîòîâëåíèÿ ìàêåòîâ îáúåêòà äëÿ óñòàíîâëåíèÿ åãî ñîîòâåòñò-

âèÿ ñíèìêó, ÷òî ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê, òî÷íûìè 

ðàñ÷¸òàìè. Ýòî äà¸ò âîçìîæíîñòü ñýêîíîìèòü âðåìÿ è çíà÷èòåëüíûå 

ñðåäñòâà. 

Ðåêîíñòðóèðîâàíèå, ò.å. îïðåäåëåíèå ôîðì è ðàçìåðîâ ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ îáúåêòîâ ïî èõ ôîòîñíèìêàì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ 

çàäà÷ó ãåîìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ïðè ýòîì íå ìîæåò áûòü îáùåãî 

ìåòîäà ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ, òàê êàê âèä ïîñòàâëåííîé çàäà÷è çàâèñèò 

îò êîëè÷åñòâà ñíèìêîâ, âûïîëíåííûõ ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñú¸ìêè, 

ôîðìû ðåêîíñòðóèðóåìûõ îáúåêòîâ è õàðàêòåðà äîïîëíèòåëüíîé èí-

ôîðìàöèè î íèõ. Ïîýòîìó ýòà çàäà÷à äîëæíà ñòàâèòüñÿ ïðèìåíèòåëü-

íî ê êîíêðåòíîìó ñëó÷àþ ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ. Îäíàêî, â çàâèñèìîñòè 

îò ôîðìû ðåêîíñòðóèðóåìûõ îáúåêòîâ è õàðàêòåðà äîïîëíèòåëüíîé 

èíôîðìàöèè î íèõ, ìîæíî ïðîâåñòè íåêîòîðóþ êëàññèôèêàöèþ ðå-

êîíñòðóèðîâàíèÿ ïî îäèíî÷íûì ôîòîñíèìêàì. Åñëè äëÿ ðåêîíñòðóè-

ðîâàíèÿ èñïîëüçóþò èçîáðàæåíèÿ óãëîâ ïëîñêèõ ôèãóð, äåéñòâèòåëü-

íûå âåëè÷èíû êîòîðûõ çàðàíåå èçâåñòíû, òî òàêîé ìåòîä ìîæíî óñ-

ëîâíî íàçâàòü «ìåòîäîì óãëîâ», ïðè èñïîëüçîâàíèè î÷åðêîâ ïðîåêöèé 

ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ – «ìåòîäîì î÷åðêîâ» è ò.ä. 

© Â.È. Ñëþñàðåíêî, Ñ.À. Íåäîäàòêî, Ò.Ï. ßðîâàÿ, 2006 
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Àíàëèç ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé. Ñóùåñòâóþùèå 

ìåòîäû ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ îáúåêòîâ ïî èõ ôîòî-

ñíèìêàì [1, 2] íå èñ÷åðïûâàþò èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ íà 

ñíèìêàõ, òàê êàê èñïîëüçóþò äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ðåïåðà 

ïëîñêèå ôèãóðû èëè ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû, îãðàíè÷åííûå ïëî-

ñêèìè ôèãóðàìè. Â àðõèòåêòóðíûõ ôîðìàõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïî-

âåðõíîñòè âðàùåíèÿ â âèäå êîëîííàä, êóïîëîâ... Ïîïûòêè èñïîëüçî-

âàíèÿ äëÿ ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ î÷åðêîâ ïðîåêöèé ïîâåðõíîñòåé âðà-

ùåíèÿ è ðàíåå èìåëè ìåñòî [3, 4]. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëîñü èçîáðà-

æåíèå îäèíî÷íîé ïîâåðõíîñòè, à íåäîñòàþùàÿ äëÿ ðåêîíñòðóèðîâà-

íèÿ èíôîðìàöèÿ âîñïîëíÿëàñü èç ñî÷åòàíèÿ ðàçëè÷íûõ äîïîëíèòåëü-

íûõ óñëîâèé äðóãîãî ðîäà, íàëîæåííûõ íà ôîòîñíèìîê îáúåêòà.  

Íåðåøåííûå ÷àñòè îáùåé ïðîáëåìû. Â «÷èñòîì âèäå», ò.å. ïðè 

èñïîëüçîâàíèè òîëüêî î÷åðêîâ ïðîåêöèé ïîâåðõíîñòåé, ðåêîíñòðóè-

ðîâàíèå ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [5] äëÿ ðÿäà êîíãðóýíòíûõ ïîâåðõíî-

ñòåé âðàùåíèÿ òèïà êîëîííàäû, ãäå îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû àïïàðà-

òà ïðîåöèðîâàíèÿ, îáúåêòà è èõ âçàèìíîãî ïîëîæåíèÿ. Íî â àðõèòåê-

òóðíûõ ôîðìàõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñîîñíûå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â 

âèäå áàðàáàíîâ, êóïîëîâ è ò.ä., äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à ðåêîíñòðóèðîâà-

íèÿ â âûøå óêàçàííîì âèäå íå ðàññìàòðèâàëàñü. 

Öåëü ñòàòüè. Ðåøèòü çàäà÷ó ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ ïî ôîòîñíèìêó 

ñîîñíûõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ, â êîòîðîé ïî èçâåñòíûì ðàäèóñàì 

íåñêîëüêèõ ïîâåðõíîñòåé è êîîðäèíàòàì èõ î÷åðêîâ îò èçîáðàæåíèÿ 

îñè îïðåäåëèòü: 

– ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ñíèìêà è ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñú¸ìêè äî 

îñè – ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ äðóãèõ îáú-

åêòîâ, èçîáðàæ¸ííûõ íà ñíèìêå; 

– ðàäèóñû óòðà÷åííûõ ïîâåðõíîñòåé ïî êîîðäèíàòàì èõ î÷åðêîâ 

îò èçîáðàæåíèÿ îñè. 

Îñíîâíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ çàäà÷ó â 

ïëîñêîñòè íà óðîâíå ëèíèè ãîðèçîíòà h  (ðèñ.1) ñîîñíûõ ïîâåðõíîñòåé 

âðàùåíèÿ íà ïðèìåðå êóïîëüíîé ÷àñòè ñîáîðà ïðè ãëàâíîé òî÷êå P′  

ñíèìêà, ëåæàùåé íà èçîáðàæåíèè îñè i′ . Èçâåñòíû ðàäèóñû 1R  áàðà-

áàíà è 2R  åãî êàðíèçíîé ÷àñòè – êèðïè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ÷àùå âñåãî 

ñîõðàíÿþùèõñÿ ïðè ðàçðóøåíèÿõ. Ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå f  ñíèìêà 

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 
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Ðàäèóñ 3R  óòðà÷åííîãî êóïîëà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

22
3

3
3

fX

bX
R

+
= ,                                               (3) 

ãäå 3X  - êîîðäèíàòà îò èçîáðàæåíèÿ îñè i′  î÷åðêà êóïîëà â ñàìîì 

áîëüøîì åãî ñå÷åíèè. 

Ïîñðåäñòâîì íàòóðíûõ èçìåðåíèé îïðåäåëåíû òî÷íîñòíûå õàðàê-

òåðèñòèêè äàííîãî ìåòîäà. Îí äà¸ò 5% îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü, 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

106  ISSN 1562-9945 

äîïóñòèìóþ ïðè ðåêîíñòðóèðîâàíèè, ïðè çíà÷åíèè 
b

R1 >1, ãäå 1R   íà-

èìåíüøèé ðàäèóñ ïîâåðõíîñòåé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðàñ÷¸òà. Ðàññìîò-

ðåí èäåàëüíûé ñëó÷àé ñú¸ìêè, êîãäà ãëàâíàÿ òî÷êà P′  ñíèìêà ëåæèò 

íà èçîáðàæåíèè i′  îñè ïîâåðõíîñòåé, ïðè êîòîðîì êîîðäèíàòà ′
1X  îò 

îñè i′  ëåâîé ÷àñòè î÷åðêà ðàâíà êîîðäèíàòå 1X   åãî ïðàâîé ÷àñòè. 

Ïðè èõ íåðàâåíñòâå äëÿ óìåíüøåíèÿ îòíîñèòåëüíîé îøèáêè ñëåäóåò 

âûáðàòü ìåíüøåå 1X  èç ýòèõ çíà÷åíèé. Ïðè 
′

1

1

X

X
< 0,96 îòíîñèòåëüíàÿ 

îøèáêà âûõîäèò çà óêàçàííûé 5% ïðåäåë, ÷åì è îãðàíè÷èâàåòñÿ 

ïðèåìëåìîñòü äàííîãî ìåòîäà ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ. 

Âûâîäû. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ ôîòîñíèìêîâ 

ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, à ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ 

äàííûõ îá îáúåêòå – â ñî÷åòàíèè ñ äðóãèìè ìåòîäàìè. Åñëè îäíà è òà 

æå âåëè÷èíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, òî íè 

îäèí èç ýòèõ ìåòîäîâ íå ìîæåò áûòü èçëèøíèì, òàê êàê çà ñ÷¸ò ïî-

ëó÷åííîé èçáûòî÷íîé èíôîðìàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå èñêî-

ìîé âåëè÷èíû íàèáîëåå íàä¸æíî è îöåíèòü å¸ òî÷íîñòü. 

Ðàáîòà â âèäå ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèé ïåðåäàíà äëÿ èñïîëüçîâà-

íèÿ â íàó÷íî-ðåñòàâðàöèîííîå ïðîèçâîäñòâåííîå óïðàâëåíèå Ãîñêîìè-

òåòà Óêðàèíû ïî äåëàì ñòðîèòåëüñòâà è ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ 

äëÿ àðõèòåêòîðîâ-ðåñòàâðàòîðîâ, ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ôîòîãðàì-

ìåòðèè è íà÷åðòàòåëüíîé ãåîìåòðèè, äëÿ ñòóäåíòîâ-àðõèòåêòîðîâ ïðè 

ïðîõîæäåíèè èçìåðèòåëüíîé ïðàêòèêè. 
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ÑÏËÀÉÍÀ ÄËß ÎÏÈÑÀÍÈß ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ 

ÎÁÚÅÊÒÎÂ 

Ââåäåíèå.  Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ íåñòàöèî-

íàðíûõ çàäà÷ òåîðèè òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì 

êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè, òàê è ïðè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ïîäõîäå 

ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîãî òåëà ñëîæíîé ôîðìû âîçíèêàåò çàäà÷à, ñâÿ-

çàííàÿ ñ àïïðîêñèìàöèåé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî 

ïîðÿäêà îò èñêîìûõ ôóíêöèé [2,3]. Ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü åå ïðè ïî-

ìîùè ïîõîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè äëÿ îïèñàíèÿ ñëîæíûõ 

ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûõ äâóõìåðíûõ  êó-

áè÷åñêèõ ñïëàéíîâ.  

Ïîñòðîåíèå íîðìèðîâàííîãî äâóõìåðíûõ  êóáè÷åñêèõ ñïëàéíà.  

Ïóñòü â îðòîãîíàëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò βα , çàäàíà 

òî÷êà ),( jiA βα . Òîãäà äëÿ èíòåðïîëÿöèè íåêîòîðîé ôóíêöèè ),( βαW  â 

åå îêðåñòíîñòè  áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêîé ïîëèíîì 

                         ( ) ( ) .),(
3
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= =
     (1) 

Â ðàáîòå ðåàëèçîâàí âàðèàíò, êîãäà çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé  

îïðåäåëÿëèñü íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Ïðåäñòàâëåííàÿ ïîâåðõíîñòü 

ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò è ñîñòîèò èç øåñòíàäöàòè 

«ñêëååííûõ» ÷àñòåé òðåõ òèïîâ À, Â, Ñ.  

 Äëÿ óãëîâûõ îáëàñòåé À (ðèñóíîê 1) èñõîäÿ èç óñëîâèé â âåðøèíàõ 
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Ñêëåéêà ïîâåðõíîñòåé (2)-(4) ïðîèçâîäèëàñü ïî 16 îáëàñòÿì. 
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Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ äâóõìåðíîãî êó-

áè÷åñêîãî ñïëàéíà: 
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(5) 

Ïðè ïîìîùè íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, 

÷òî â ñå÷åíèÿõ 0,0 == yx  ôîðìóëà (5) äàåò èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ 

íîðìèðîâàííîãî îäíîìåðíîãî êóáè÷åñêîãî Â-ñïëàéíà [1, 2]. 
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Ðèñ.1                            Ðèñ.2 

 

 

Ðèñóíîê 3 
 

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà.  Â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ 

ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü îïèñàíà ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 

äâóõìåðíûõ êóáè÷åñêèõ Â-ñïëàéíîâ (5) 

   ∑ ∑
− −

++=
2

1

2

1
2, ).;();(

l n
Dnjlim yxSbyxW                             (6) 

Ïðè ýòîì íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ  êîýôôèöèåíòû njlib ++ , ïðè  

äâóõìåðíûõ ñïëàéíàõ (6). Îíè îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû øåñòíàäöàòè 

óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ñàìà çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âûðàæåíèÿ (6) íà 

îñíîâàíèè äàííûõ â óçëàõ .3,2,1,0,),,( =++ qryx qjri  

Âûâîäû.  Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ äâóõìåðíîãî êóáè÷åñêîãî Â-

ñïëàéíà, êîòîðîå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êàê äëÿ àïïðîêñèìàöèè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ, òàê è èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé èñêîìûõ 

ôóíêöèé ñ ÷åòâåðòûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî êîîðäèíàòàì ìåæäó óç-

ëàìè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. 
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Ð.².Òàðàíîâà, ².Ï.Òàðàñ 

ÄÎÑÂ²Ä ÏÐÎÂÅÄÅÍÍß ÅÊÇÀÌÅÍÀÖ²ÉÍÎÃÎ 

ÒÅÑÒÓÂÀÍÍß ÍÀ ÊÀÔÅÄÐ² ²ÍÆÅÍÅÐÍÎ¯ ÒÀ 

ÊÎÌÏ’ÞÒÅÐÍÎ¯ ÃÐÀÔ²ÊÈ ²ÔÍÒÓÍÃ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ïðèºäíàííÿ Óêðà¿íè äî Áîëîíñüêîãî ïðî-

öåñó ïîòðåáóº çì³íè òðàäèö³éíèõ ï³äõîä³â äî íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó: 

âïðîâàäæåííÿ êðåäèòíî-ìîäóëüíî¿ ñèñòåìè, ìîäåðí³çàö³¿ êîíòðîëþ 

çíàíü ñòóäåíò³â. Îäíèì ç íàïðÿìê³â ìîæå áóòè ââåäåííÿ òåñòóâàííÿ. 

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü ³ ïóáë³êàö³é. Ïèòàííÿ óïðàâë³ííÿ 
ïðîöåñîì ï³äãîòîâêè ñïåö³àë³ñò³â ðîçãëÿäàºòüñÿ áàãàòüìà â÷åíèìè â 

ãàëóç³ ÿê ïåäàãîã³êè, òàê ³ ñïåö³àëüíèõ äèñöèïë³í. Îñîáëèâà óâàãà 

ïðèä³ëÿºòüñÿ ï³äñóìêîâîìó êîíòðîëþ. Ïðè öüîìó â³äì³÷àºòüñÿ ìîæ-

ëèâ³ñòü ïðîâåäåííÿ éîãî ó âèãëÿä³ òåñòóâàííÿ [1]. Àëå ïèòàííþ 

ï³äñóìêîâîãî òåñòîâîãî êîíòðîëþ ç êîíêðåòíèõ äèñöèïë³í, îñîáëèâî 

òàêèõ ñïåöèô³÷íèõ ÿê íàðèñíà ãåîìåòð³ÿ, ïðèä³ëÿºòüñÿ â ë³òåðàòóð³ 

íå äîñòàòíüî óâàãè. 

Ôîðìóëþâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³. Ìåòîþ äàíî¿ ñòàòò³ º ðîçãëÿíóòè 
çäîáóòèé äîñâ³ä â ïðîâåäåíí³ ï³äñóìêîâîãî êîíòðîëþ çíàíü ñòóäåíò³â 

ç ãðàô³÷íèõ äèñöèïë³ì çà äîïîìîãîþ òåñòóâàííÿ. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Ìåòà ³ çàâäàííÿ êîíòðîëþ çíàíü. Çàâäàííÿ 
áóäü-ÿêîãî ³ñïèòó, òàêîæ ³ ç íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿, îö³íèòè äîñÿãíóòà ÷è 

í³ ìåòà âèâ÷åííÿ äàíîãî êóðñó â³äïîâ³äíî äî ïðîãðàìè. Â îö³íêó âõî-

äèòü âèÿâëåííÿ ð³âíÿ çàñâîºííÿ òåîðåòè÷íèõ çíàíü, à òàêîæ óì³íü ³ 

íàâè÷îê, ÿêèìè ïîâèíåí îâîëîä³òè ñòóäåíò ïðè âèâ÷åíí³ êóðñó. Ó íà-

ðèñí³é ãåîìåòð³¿ öå âì³ííÿ é íàâè÷êè ð³øåííÿ çàäà÷ ïðîñòîðîâîãî 

õàðàêòåðó íà ïëîñêîìó êîìïëåêñíîìó êðåñëåíí³ ãðàô³÷íèìè ìåòîäà-

ìè, ÿêèì â ïåâí³é ìåð³ âëàñòèâèé ôîðìàë³çì. 

© Ð.².Òàðàíîâà, ².Ï.Òàðàñ, 2006 
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Ãðàô³÷í³ çàäà÷³ º òèì ³íñòðóìåíòîì, ùî ïîâèíåí çàñòîñîâóâàòè 

ñòóäåíò ó íàñòóïí³é ïðàêòè÷í³é ä³ÿëüíîñò³. Îäí³ºþ ³ç ö³ëåé âèâ÷åííÿ 

íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿ º òàêîæ ðîçâèòîê ïðîñòîðîâî¿ óÿâè òà ìèñëåííÿ. 

Êîíòðîëü ïîâèíåí áóòè âñåá³÷íèì. Öå îçíà÷àº âèñîêèé ñòóï³íü îõîï-

ëåííÿ êîíòðîëåì çì³ñòó íàâ÷àëüíîãî ìàòåð³àëó (òåîð³¿ é ïðàêòèêè), 

ãëèáèíó çàñâîºííÿ çì³ñòó, îñìèñëåííÿ. 

Òðàäèö³éíèé ³ñïèò. Íà òðàäèö³éíîìó åêçàìåí³ ç íàðèñíî¿ ãåîìå-

òð³¿ ïåðåâ³ðÿºòüñÿ çíàííÿ òåîðåòè÷íîãî ìàòåð³àëó, âîëîä³ííÿ ñèìâî-

ë³êîþ, óì³ííÿ ð³øàòè çàäà÷³ ãðàô³÷íèìè ìåòîäàìè é çäàòí³ñòü ñòóäå-

íòà ïîÿñíèòè õ³ä ð³øåííÿ çàäà÷³. Çàâäàííÿ âèêëàäà÷à ïðîàíàë³çóâàòè 

ðåçóëüòàò â³äïîâ³ä³ òà äàòè îá'ºêòèâíó îö³íêó çíàíü ñòóäåíòà. Òðàäè-

ö³éíèé ³ñïèò ïðîâîäèòüñÿ, ÿê ïðàâèëî, çà á³ëåòàìè â ïèñüìîâ³é ôîð-

ì³, òîìó ùî çàâäàííÿ âèìàãàþòü â³äïîâ³äåé â ãðàô³÷íî¿ ³íòåðïðåòàö³¿. 

Íà òðàäèö³éíîìó ³ñïèò³ âèêëàäà÷ ïðè â³äïîâ³ä³ ñòóäåíòà ìîæå çàäàòè 

éîìó äîäàòêîâ³ ïèòàííÿ, ùî óòî÷íþþòü ò³ àáî ³íø³ ìîìåíòè. Ïðè 

òðàäèö³éíîìó ³ñïèò³ âèêëàäà÷ á³ëüøîþ ì³ðîþ çä³éñíþº ³íäèâ³äóàëü-

íèé ï³äõ³ä ³ âðàõîâóº ïñèõîëîã³÷í³ îñîáëèâîñò³ ñòóäåíòà, çîêðåìà, àê-

òèâí³ñòü ñòóäåíòà, âì³ííÿ âêëþ÷èòèñÿ â ðîáîòó, ëîã³÷íî ìèñëèòè, íå-

ðâîçí³ñòü ñòóäåíòà é ³í. Âåëèêå âèõîâíå çíà÷åííÿ ïðèä³ëÿºòüñÿ áåñ³ä³ 

âèêëàäà÷à ³ ñòóäåíòà. Íà ³ñïèò³ çàãîñòðþºòüñÿ ïî÷óòòÿ â³äïîâ³äàëüíî-

ñò³ ñòóäåíòà çà ïðîðîáëåíó íà ïðîòÿç³ ñåìåñòðó ðîáîòó ç äàíîãî êóðñó. 

Ïðîâåäåííÿ ³ñïèòó çà äîïîìîãîþ òåñòóâàííÿ. Ó çèìîâó ñåñ³þ 

2005 / 2006 ðîêó áóâ ïðîâåäåíèé åêñïåðèìåíò ïî ïðèéîìó ³ñïèòó çà 

äîïîìîãîþ òåñòîâèõ çàâäàíü. Áàçà äàíèõ áóëà ï³äãîòîâëåíà äëÿ ïðî-

âåäåííÿ åêçàìåíó â òåñòóâàëüíîìó öåíòð³ óí³âåðñèòåòó, äå á³ëåò êîì-

ïëåêòóºòüñÿ ïèòàííÿìè àâòîìàòè÷íî çà äîïîìîãîþ ãåíåðàòîðà âèïàä-

êîâèõ ÷èñåë. Ïåðåâ³ðêà ïðàâèëüíîñò³ â³äïîâ³äåé ñòóäåíòà ïðîâîäèòüñÿ 

àâòîìàòè÷íî. Â öüîìó ðîö³ áóëà ïðîâåäåíà àïðîáàö³ÿ ö³º¿ ñèñòåìè íà 

êàôåäð³. Åêçàìåí ïðîâîäèâñÿ â “íàï³âàâòîìàòè÷íîìó” ðåæèì³, õî÷à 

ìàéæå âñ³ ïåðåâàãè ïîâíî¿ àòîìàòèçàö³¿ áóëè çáåðåæåí³. 

Çà îñíîâó ïîíÿòòÿ «òåñò» áóëî ïðèéíÿòî íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ: 

òåñò - öå êîðîòêà òî÷íî ñôîðìóëüîâàíà é îáìåæåíà çà ÷àñîì çàäà÷à. 

Òåñòè áóëè ñêëàäåí³ ç óñ³õ ðîçä³ë³â êóðñó íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿ é â³äïî-

â³äàëè ä³þ÷èì ïðîãðàìàì. Äëÿ êîæíî¿ ñïåö³àëüíîñò³ áóëî ñêëàäåíî 

ñâ³é íàá³ð á³ëåò³â ³ òåñò³â. ×èñëî òåñò³â ç êîæíîãî ðîçä³ëó áóëî 

ð³çíèì, àëå ¿õ çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ç êîæíîãî ðîçä³ëó áóëà äîñòàòíüîþ, 

ùîá îõîïèòè íàâ÷àëüíèé ìàòåð³àë ³ ïðè öüîìó âèêëþ÷èòè ïîâòîðåí-
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íÿ îäíàêîâèõ çàâäàíü ïðè ñêëàäàíí³ åêçàìåíàö³éíèõ á³ëåò³â. Òåñòè 

áóëè ÷îòèðüîõ òèï³â.  

Â çàâäàííÿõ ïåðøîãî òèïó ñòóäåíò ïîâèíåí áóâ ïðîàíàë³çóâàòè 

êðåñëåííÿ, âêàçàòè íà ÿêîìó ç íèõ ãåîìåòðè÷íà ô³ãóðà çàéìàº çàäàíå 

ïîëîæåííÿ. Â çàâäàíí³ äàâàëîñÿ ê³ëüêà êîìïëåêñíèõ êðåñëåíü â îñ-

íîâíîìó ó äâîõ ïðîåêö³ÿõ.  

Â çàâäàííÿõ äðóãîãî òèïó ì³ñòèëîñÿ ïèòàííÿ íà çíàííÿ îñíîâíèõ 

ïîíÿòü íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿. Â çàâäàííÿõ öüîãî òèïó êðåñëåííÿ íå çà-

äàâàëîñÿ. Ñòóäåíò ïîâèíåí áóâ âèáðàòè ïðàâèëüíó â³äïîâ³äü ³ç ÷îòè-

ðüîõ - ï'ÿòè çàïðîïîíîâàíèõ. 

Òðåò³é òèï òåñò³â áóâ ñïðÿìîâàíèé íà âèÿâëåííÿ çíàíü àëãîðèò-

ì³â ð³øåííÿ çàäà÷. Â òàêîìó çàâäàíí³ áóëè çàçíà÷åí³ âñ³ îïåðàö³¿ , 

ÿê³ ïîâèíåí âèêîíàòè ñòóäåíò ïðè ãðàô³÷íîìó ð³øåíí³ çàäà÷³ íà êîì-

ïëåêñíîìó êðåñëåíí³. Â çàâäàííÿõ öüîãî òèïó òðåáà áóëî âêàçàòè â³ä-

ïîâ³äü, â ÿê³é ïîñë³äîâí³ñòü âèêîíàííÿ ä³é ïðè ïîáóäîâ³ ò³º¿ àáî ³í-

øî¿ ãåîìåòðè÷íî¿ ô³ãóðè áóëà ïðàâèëüíîþ. 

Â çàâäàííÿõ ÷åòâåðòîãî òèïó òðåáà áóëî âêàçàòè êðåñëåííÿ, íà 

ÿêîìó áóëà ïðàâèëüíî âèçíà÷åíà âçàºìíà âèäèì³ñòü ô³ãóð, íàïðè-

êëàä, ïðè ïåðåòèí³ êîíóñà òà ïðèçìè. 

Ïðè ñêëàäàíí³ òåñò³â ìè âèõîäèëè ç íàñòóïíèõ ïîëîæåíü. Òåñòè 

ïîâèíí³ âêëþ÷àòè çàâäàííÿ ç³ âñ³õ ðîçä³ë³â êóðñó. Ôîðìóëþâàííÿ çà-

âäàííÿ ïîâèííå áóòè ìàêñèìàëüíî êîðîòêèì òà äîïóñêàòè ò³ëüêè îä-

íîçíà÷íó â³äïîâ³äü. Â³äïîâ³ä³ íà çàâäàííÿ ïîâèíí³ áóòè â îñíîâíîìó 

ïîçèòèâí³ ³ ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ íåãàòèâí³. Êðåñëåííÿ ïîâèííî 

âêëþ÷àòè ì³í³ìóì íàäëèøêîâî¿ ³íôîðìàö³¿. 

Îðãàí³çàö³ÿ ³ñïèòó. ²ñïèò ïðîâîäèâñÿ â îäí³é àêàäåì³÷í³é ãðóï³. 

Çàãàëüíà ÷èñåëüí³ñòü ñòóäåíò³â ó ãðóï³ íå ïåðåâèùóâàëà 25 ÷îëîâ³ê. 

Á³ëåò ì³ñòèâ 30 çàâäàíü ³ç ð³çíèõ ðîçä³ë³â êóðñó. Çàâäàííÿ áóëè ðîç-

òàøîâàí³ ïîñë³äîâíî çà ðîçä³ëàìè ³ òåìàì êóðñó, ó ò³é æå ïîñë³äîâíî-

ñò³, â ÿê³é â ñåìåñòð³ âèâ÷àâñÿ ìàòåð³àë. Çàâäàííÿ îö³íþâàëèñÿ â òðè 

àáî ÷îòèðè áàëè, ó ñóì³ çà á³ëåòîì ñòóäåíò ì³ã íàáðàòè 100 áàë³â. Â 

÷îòèðèáàëüíó ñèñòåìó ñóìà íàáðàíèõ áàë³â ïåðåâîäèëàñÿ çà çàãàëüíî-

ïðèéíÿòîþ øêàëîþ. Öÿ ³íôîðìàö³ÿ áóëà äîâåäåíà äî ñòóäåíòà çà äî-

ïîìîãîþ åêçàìåíàö³éíèõ áëàíê³â. Ñòóäåíòîâ³ òàêîæ ïîâ³äîìëÿâñÿ 

÷àñ, â³äâåäåíèé íà â³äïîâ³ä³ (60 õâèëèí), òîáòî â ñåðåäíüîìó äâ³ õâè-

ëèíè íà îäíå ïèòàííÿ. 
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×àñ, âèòðà÷åíèé ñòóäåíòàìè íà â³äïîâ³ä³ ïî òåñòîâèõ çàâäàííÿõ, 

êîëèâàëîñÿ â³ä 25-40 õâèëèí ó äîáðå âñòèãàþ÷èõ ñòóäåíò³â, äî 50-60 

õâèëèí ó ïîãàíî âñòèãàþ÷èõ ñòóäåíò³â. Ïåðåâ³ðêà âñ³õ òåñò³â äàí³é 

ãðóï³ âèêîíóâàëàñÿ â³äðàçó, ï³ñëÿ ³ñïèòó. 

Ðåçóëüòàòè. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî â³äì³ííî é äîáðå âñòèãàþ÷³ ñòó-

äåíòè ìîãëè îäåðæàòè îö³íêó çà ðåçóëüòàòàìè óñï³øíîñò³ íà ïðîòÿç³ 

ñåìåñòðó, òîáòî ¿ì áóëè ïîñòàâëåí³ ”àâòîìàòè”. Ó âñ³õ ³íøèõ ñòóäåí-

ò³â îö³íêà, îòðèìàíà íà ³ñïèò³, ÿê ïðàâèëî, â³äïîâ³äàëà óñï³øíîñò³ â 

ñåìåñòð³. 

Ïîð³âíÿííÿ çâè÷àéíîãî ³ñïèòó òà åêçàìåíó çà òåñòîâèìè çà-

âäàííÿìè. Ïîçèòèâíà ñòîðîíà ïðèéîìó åêçàìåíó çà òåñòàìè ïîëÿãàº â 

òîìó, ùî ñêîðî÷óºòüñÿ ÷àñ, íåîáõ³äíèé äëÿ ïðîâåäåííÿ áåçïîñåðåäíüî 

³ñïèòó, à òàêîæ ÷àñ ïåðåâ³ðêè â³äïîâ³äåé. Àëå òóò íå ñë³ä çàáóâàòè, 

ùî âèêëàäà÷ ó êîæíîìó ðàç³ ïîâèíåí ïðîàíàë³çóâàòè ðåçóëüòàòè ³ñ-

ïèòó é çðîáèòè â³äïîâ³äí³ âèñíîâêè íà ìàéáóòíº. ßê áè íå áóëà àêòó-

àëüíà åêîíîì³ÿ íàâ÷àëüíîãî ÷àñó, öèì íå ìîæíà çëîâæèâàòè. 

Ïðè òåñòóâàíí³ ðåàë³çóºòüñÿ á³ëüø ôîðìàëüíèé é, ìîæëèâî, 

á³ëüø îá'ºêòèâíèé ï³äõ³ä äî îö³íêè â³äïîâ³äåé ñòóäåíòà, òîìó ùî êî-

æíå òåñòîâå çàâäàííÿ âæå îö³íåíå, ³ «âàðò³ñòü» ïèòàííÿ îäíàêîâà ó 

âñ³õ á³ëåòàõ. Ïðè öüîìó îñîáëèâîñò³ çàñâîºííÿ çíàíü íå ïðèéìàþòüñÿ 

äî óâàãè. Ïî òåñòó âàæêî ñêàçàòè, ÿê ñòóäåíò îð³ºíòóºòüñÿ â ìàòåð³à-

ë³, ùî âèâ÷àâñÿ: ò³ëüêè íà çàïàì'ÿòîâóâàííÿ é çáåðåæåííÿ â ïàì'ÿò³, 

÷è â íüîãî ñôîðìîâàí³ íåîáõ³äí³ ÿêîñò³ ìèñëåííÿ. Íàâ÷àííÿ, ùî îð³º-

íòîâàíå ò³ëüêè íà çàïàì'ÿòîâóâàííÿ é çáåðåæåííÿ ìàòåð³àëó â ïàì'ÿ-

ò³, íå ìîæå â³äïîâ³äàòè ñó÷àñíèì âèìîãàì âèùî¿ øêîëè. Ìîæíà ñêà-

çàòè, ùî òåñòîâèìè çàâäàííÿìè êîíòðîëþºòüñÿ â îñíîâíîìó òåîðåòè-

÷íà ÷àñòèíó íàâ÷àëüíîãî ìàòåð³àëó, à ïðàêòè÷íà ÷àñòèíà ôàêòè÷íî íå 

êîíòðîëþºòüñÿ. Íåâ³äîìî ÿê ñòóäåíò ìîæå ð³øèòè òó àáî ³íøó çàäà÷ó 

íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿, íàñê³ëüêè â³ðí³ áóëè éîãî ì³ðêóâàííÿ é ãðàô³÷í³ 

ïîáóäîâè. Ìîæíà çâè÷àéíî çàïåðå÷èòè ïðîòè òàêîãî òâåðäæåííÿ é 

äîâåñòè, ùî ÿêùî ñòóäåíò çíàº òåîð³þ, òî â³í ð³øèòü ³ çàäà÷ó. Îäíàê, 

ïðàêòèêà ïîêàçóº, ùî öå äàëåêî íå òàê. Äî ïîçèòèâíèõ ìîìåíò³â òåñ-

òîâèõ çàâäàíü ìîæíà â³äíåñòè òå, ùî íàâ÷àëüíèé ìàòåð³àë ðîçä³ëåíèé 

íà ìàë³ äîçè, ïðè÷îìó ñàìå ôîðìóëþâàííÿ òî÷íå é êîðîòêå, ³ öå 

ÿêîþñü ì³ðîþ äëÿ ñòóäåíòà ïðîñò³øå çàïàì'ÿòàòè, í³æ âèêîðèñòàòè 

ö³ëó ñèñòåìó ïîíÿòü. 

Îäíèì ³ç ïðèíöèï³â ïåäàãîã³êè º ïðèíöèï ³íäèâ³äóàëüíîãî ï³äõî-
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äó â íàâ÷àíí³, âèêëàäà÷ ïîâèíåí âðàõóâàòè ³íäèâ³äóàëüíî-

ïñèõîëîã³÷í³ îñîáëèâîñò³ ñòóäåíòà, àäæå ³íäèâ³äóàëüí³ îñîáëèâîñò³ é 

ñòèë³ ìèñëåííÿ â ëþäåé ð³çí³. Îäí³ ñòóäåíòè â³äðàçó äàþòü â³äïîâ³äü, 

â òîìó ÷èñë³ é íåïðàâèëüíó, à ³íøèì ïîòð³áåí ïåâíèé ÷àñ, àëå âîíè 

äàþòü ïðàâèëüíó â³äïîâ³äü. 

Òåîðåòè÷í³ çíàííÿ ñòóäåíòà ç íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿, ÿê ³ ç ³íøèõ 

äèñöèïë³í, íåîáõ³äíî ðîçãëÿäàòè ç ïîãëÿäó çàñòîñóâàííÿ ¿õ äî ð³øåí-

íÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, òîáòî íåîáõ³äíî ïåðåâ³ðèòè âì³ííÿ é íàâè÷êè 

ñòóäåíòà ïðè ð³øåíí³ çàäà÷. Ó íàðèñí³é ãåîìåòð³¿ - öå ð³øåííÿ çàäà÷ 

íà êîìïëåêñíîìó êðåñëåíí³ ãðàô³÷íèìè ìåòîäàìè. Íà ³ñïèò³ ïîòð³áíî 

ïåðåâ³ðèòè ñàìå òàêå âì³ííÿ ñòóäåíòà. Ïðè ïåðåâ³ðö³ ð³øåííÿ çàäà÷³ 

ç íàðèñíî¿ ãåîìåòð³¿ âèêëàäà÷ ïîâèíåí ïðîêîíòðîëþâàòè «ïðàâèëü-

í³ñòü ãðàô³÷íèõ ïîáóäîâ é îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó, óì³ííÿ ñòóäåíòà 

îá´ðóíòóâàòè âèêîíàí³ ïîáóäîâè é äîâåñòè, ùî â³í óñâ³äîìëåíî çàñòî-

ñîâóº â³äîì³ éîìó ãðàô³÷í³ ïðèéîìè, âèêîðèñòîâóþ÷è çì³ñòîâí³ ãåî-

ìåòðè÷í³ â³äíîñèíè» [2]. Ôîðìàëüíå ð³øåííÿ ñòóäåíòàìè çàäà÷³ ç íà-

ðèñíî¿ ãåîìåòð³¿ íå º âèêëþ÷åííÿì. Íà æàëü, ïðè ïðèéîì³ ³ñïèòó çà 

äîïîìîãîþ òåñòîâèõ çàâäàíü óì³ííÿ é íàâè÷êè ð³øåííÿ çàäà÷ ãðàô³÷-

íèì ìåòîäîì ôàêòè÷íî íå êîíòðîëþþòüñÿ, òîáòî â³äñóòí³é êîíòðîëü 

äîñÿãíåííÿ îäí³º¿ ³ç ö³ëåé âèâ÷åííÿ äàíîãî êóðñó, ùî íå ìîæå ââàæà-

òèñÿ íîðìàëüíèì. Íå ìàþ÷è ìîæëèâîñò³ âåñòè áåñ³äó ç³ ñòóäåíòîì ï³ä 

÷àñ åêçàìåíó-òåñòóâàííÿ, âèêëàäà÷ íå ìîæå âèÿâèòè ³ ³íø³ ñïåöèô³÷-

í³ ìîìåíòè çàñâîºííÿ äèñöèïë³íè, çîêðåìà ð³âåíü ïðîñòîðîâî¿ óÿâè 

ñòóäåíòà òà ³í. 

Âèñíîâîêè. Îñíîâíèé âèñíîâîê ïîëÿãàº â òîìó, ùî íà åêçàìåí³ ³ç 

ãðàô³÷íèõ äèñöèïë³í íåîáõ³äíî, ïîðÿä ç³ çíàííÿì òåîð³¿, êîíòðîëþâà-

òè âì³ííÿ é íàâè÷êè ñòóäåíò³â ó ð³øåíí³ çàäà÷ ãðàô³÷íèìè ìåòîäàìè. 

Òîìó ïîðÿä ç òåñòîâèìè çàâäàííÿìè â åêçàìåíàö³éíèé á³ëåò ïîòð³áíî 

âêëþ÷èòè çàâäàííÿ, ùî âèìàãàþòü âèêîíàííÿ ãðàô³÷íèõ ïîáóäîâ. Öå 

ï³äâèùèòü ÿê³ñòü ³ òåîðåòè÷íèõ çíàíü, ³ ïðàêòè÷íèõ óì³íü, ³ íàâè-

÷îê, íåîáõ³äíèõ ñòóäåíòîâ³ òåõí³÷íîãî âóçó. 
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ÂÛÐÎÆÄÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÔËÎÊÅ ÄËß 

ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÂÎËÍ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎ- 

ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÐÅÄÅ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íûõ âîëí â ïðîñòðàíñòâåííî – ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ [1]  ÿâëÿåò-

ñÿ ðåçóëüòàòîì àíàëèçà çàäà÷ äèôðàêöèè ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ 

íà àòîìíîé ñòðóêòóðå êðèñòàëëîâ [2], èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

ñâåòà â ìíîãîñëîéíûõ îïòè÷åñêèõ ïîêðûòèÿõ [3] è äèýëåêòðè÷åñêèõ 

êðèñòàëëàõ [4],  ðàçðàáîòêè è êîíñòðóèðîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóê-

òóð äëÿ ìèêðîâîëíîâîé ýëåêòðîíèêè è óñêîðèòåëüíîé òåõíèêè [5,6] . 

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ 

âîëí â ïðîñòðàíñòâåííî – ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå â çíà÷èòåëüíîé ìåðå 

ðàçâèâàåòñÿ â ñâÿçè ñ ôèçèêîé ôîòîííûõ êðèñòàëëîâ – äèýëåêòðè÷å-

ñêèõ êðèñòàëëîâ, â êîòîðûõ ñðåäñòâàìè ïîëóïðîâîäíèêîâîé òåõíîëî-

ãèè ñîçäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìîäóëÿöèÿ äèýëåê-

òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè [7]. 

Îáùíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ñâÿçûâàåò ïðîáëåìó ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ âîëí â ïðîñòðàíñòâåííî – ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå ñ êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷åé Áëîõà î äâèæåíèè â ïðîñòðàíñòâåííî – ïåðèî-

äè÷åñêîì ïîòåíöèàëå. Ôèçè÷åñêèì àíàëîãîì çàïðåùåííîé ýíåðãåòè-

÷åñêîé çîíû â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ÿâëÿ-

åòñÿ ÷àñòîòíàÿ ïîëîñà íåïðîïóñêàíèÿ âîëí, îáóñëîâëåííàÿ èõ ñåëåê-

òèâíûì îòðàæåíèåì[8]. Ïðÿìûì àíàëîãîì ôîòîííûõ êðèñòàëëîâ 

çäåñü ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðîâîäíèêîâûå ñâåðõðåøåòêè, â êîòîðûõ èñêóñ-

ñòâåííî ñîçäàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðàâ-

ëåíèÿ ñïåêòðîì íîñèòåëåé è ÿâëåíèÿìè ïåðåíîñà â ïîëóïðîâîäíèêàõ 

[9]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïðîïóñêàíèå âîëí ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü 

êàê ðàçâèòèå â ñèñòåìå íåóñòîé÷èâîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî òèïà, ÷òî 

îïðåäåëÿåò îáùíîñòü òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñ òåîðèåé  êîëåáà-

íèé[10]. Ïîëîñàì íåïðîïóñêàíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííî – ïåðèîäè÷åñêèõ 

ñòðóêòóðàõ ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè è 

ÿâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Èññëåäîâàíèå  ïàðàìåòðè÷åñêîé 

íåóñòîé÷èâîñòè, êàê ìåòîä àíàëèçà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé âáëèçè 

ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ [11], ñîåäèíÿåò òåîðèþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ 

ñèñòåì ñ çàäà÷àìè íåëèíåéíîé ôèçèêè [12].  
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Ðàçíîîáðàçèå ìåòîäîâ àíàëèçà, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ è 

ðàñ÷åòà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì, âñëåäñòâèå íå âïîëíå âûÿñíåííîé 

îáëàñòè èõ ïðèìåíèìîñòè è ñòåïåíè òî÷íîñòè, îáðàùàåò âíèìàíèå íà 

ìîäåëüíûå ýòàëîííûå çàäà÷è, ãäå àíàëèòè÷åñêèå è äîñòàòî÷íî ïðî-

çðà÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïðîàíàëèçèðîâàòü ôèçèêó ðàç-

âèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêèå ìîäåëüíûå çàäà÷è 

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àïðîáàöèè ìåòîäîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ 

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ, ãäå àíàëèòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè 

çàâåäîìî îãðàíè÷åíû. 

Àíàëèç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáùåïðè-

íÿòûìè ìîäåëüíûìè çàäà÷àìè ïðè àíàëèçå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñ-

òîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèå íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà Ìàòüå [13] è, ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, íåóñòîé÷èâîñòè âîëí, â ñëîèñòîé ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå [1, 3]. 

Äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíûé àíàëèç îáëàñòåé 

íåóñòîé÷èâîñòè è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé. Äëÿ 

âòîðîé èç ýòàëîííûõ ìîäåëåé â ñëó÷àå ïðîçðà÷íîé äâóõñëîéíîé ñðåäû 

âîçíèêàåò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà, èçâåñòíàÿ êàê ìî-

äåëü Ìåéñíåðà, ïîçâîëÿþùàÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïîëó÷èòü õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ àíàëèçà ñïåêòðà âîëí. Â êâàíòîâîìåõà-

íè÷åñêèõ çàäà÷àõ ýòîò ïîäõîä èçâåñòåí êàê ìîäåëü Êðîíèãà – Ïåííè, 

à â òåîðèè êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò èìïóëüñíîé íàêà÷êå  ïàðàìåòðè-

÷åñêîé ñèñòåìû. 

 Öåëè èññëåäîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ìîäåëè Ìåéñíåðà 

âïåðâûå àíàëèçèðóåòñÿ ñëåäñòâèÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè  è èññëåäó-

åòñÿ âûðîæäåíèå ðåøåíèé çàäà÷è Ôëîêå, ïðèâîäÿòñÿ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ãðàíèö îáëàñòåé ñåëåêòèâíîãî îòðàæåíèÿ. 

Îñíîâíîé ìàòåðèàë èññëåäîâàíèÿ. Â  çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè 

ïîïåðå÷íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ïðîñòðàíñòâåííî ïåðèîäè÷å-

ñêîé ñðåäå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïðèâîäÿò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó 

óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà: 
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Äëÿ ïðîçðà÷íîé äâóõñëîéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû, ãäå ÷åðå-

äóþùèåñÿ ñëîè: …… bababa ,,,,,,  îòëè÷àþòñÿ âåëè÷èíîé ïîêàçàòåëÿ 
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ïðåëîìëåíèÿ 21 nnnn иa =≠=  ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå â êàæäîì 

èç äâóõ ñëîåâ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíîé 

ñðåäû, è ïîëó÷àåì îáùåïðèíÿòûé âèä ìàòðèöû ïåðåõîäà 
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âûðàæåííîé ÷åðåç âîëíîâîå ÷èñëî, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ è ðàçìåð 

êàæäîãî èç ñëîåâ, 2,1nm =⋅⋅= mlk mmϕ  

Ñëåä ìàòðèöû  íà äâóõñëîéíîé ÿ÷åéêå èìååò èçâåñòíûé âèä: 
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Îáëàñòÿì ñåëåêòèâíîãî îòðàæåíèÿ (íåóñòîé÷èâîñòè)  ýëåêòðîìàã-

íèòíûõ âîëí ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòû, ïðè êîòîðûõ: 

                            .2>RSp                                  (4) 

Ïðè ÷¸òíûõ è íå÷åòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ íà ãðàíèöå îá-

ëàñòåé íåóñòîé÷èâîñòè èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ 2=RSp ,   

2−=RSp . Ïðåîáðàçóÿ óãëû íàáåãà ôàçû â ñëîÿõ, äëÿ ãðàíèö îáëàñ-

òåé íåóñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòíûì ðåøåíèÿì, ïîëó÷àåì: 
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à äëÿ ãðàíèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ íå÷åòíûì ðåøåíèÿì, 
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Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäÿò ê  èñïîëüçîâàíèþ ìàòðèöû 

ïåðåõîäà, ñâÿçûâàþùåé êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ â  öåíòðå ñèììåòðèè, 

ò.å. â öåíòðå êàæäîãî èç äâóõ ñëîåâ, è ïðåäñòàâëåíèÿ å¸ â îäíîé èç 

ñëåäóþùèõ ôîðì: 

                 122 ; rrRrrR 1 ⋅=′′⋅=′  ,                      (7) 
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Ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì äëÿ íåäèàãîíàëü-
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è äèàãîíàëüíûõ, 
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êîìïîíåíò ìàòðèöû ïåðåõîäà. 

Ïðÿìîå ñîïîñòàâëåíèå äàåò RR ′′=′  è äîêàçûâàåò âûðîæäåíèå 

ðåøåíèé Ôëîêå, ïðè÷åì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îäèíàêîâûì ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì è ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû ïåðåõîäà ñâÿ-

çàíû ïðåîáðàçîâàíèåì ñäâèãà íà ïîëîâèíó ïåðèîäà. Õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ÷åòíûõ ãðàíèö îáëàñòåé ñîâïàäàþò ñ ïðèâåäåí-

íûìè âûøå  ñîîòíîøåíèÿìè (5). Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ 

ìàòðèöû ïåðåõîäà â ìîäåëè Ìåéñíåðà äàåò íîâîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå 

óðàâíåíèå äëÿ ãðàíèöû îáëàñòè íåïðîïóñêàíèÿ:                                            
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Ðåøåíèå (14) ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå ïåðåõîäà è 

ðàíåå íåèçâåñòíîé ïàðå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïåðèîäè÷åñêèõ 

ðåøåíèé.           

Âûâîäû. Ìåòîä íàñòîÿùåé ðàáîòû èñïîëüçóåò òîëüêî íàëè÷èå 

öåíòðà ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì óñëîâèè âûðîæäåíèå ðåøåíèé Ôëîêå 

äëÿ âîëí â ïðîñòðàíñòâåííî – ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå èìååò ìåñòî áåç-

îòíîñèòåëüíî ê ìîäåëè Ìåéñíåðà. Â ÷àñòíîñòè,  öåíòð ñèììåòðèè 

èìååòñÿ â ìîäåëÿõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíå-

íèÿì Ìàòüå è Õèëëà. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñ î÷åâèäíîé ìîäèôèêàöèåé 

ñïðàâåäëèâû äëÿ ìîäåëè Êðîíèãà – Ïåííè â çàäà÷å Áëîõà è â çàäà÷å 

è èìïóëüñíîé íàêà÷êå ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû. 
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ÃÅÎÌÅÒÐÈß  ÒÐÅÙÈÍÎÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ È   

ÑÀÌÎÇÀÌÛÊÀÞÙÈÕÑß ÑÒÐÓÊÒÓÐ ÄÎÐÎÆÍÛÕ   

ÏÎÊÐÛÒÈÉ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Îäíîé èç âàæíåéøèõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ 

çàäà÷, èìåþùèõ áîëüøîå íàðîäíîõîçÿéñòâåííîå  çíà÷åíèå äëÿ íàøåé 

ñòðàíû, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå  ïðîáëåìû âûñîêîêà÷åñòâåííûõ è äîëãî-

âå÷íûõ ïîêðûòèé àâòîìîáèëüíûõ äîðîã. Èõ ñóùåñòâóþùèå êîíñò-

ðóêöèè èç ïåñ÷àíîé ïîäãîòîâêè, ïîäñòèëàþùåãî ñëîÿ øëàêà èëè 

ùåáíÿ è ñïëîøíîãî äâóõñëîéíîãî àñôàëüòîáåòîííîãî ïîêðûòèÿ ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, òîëùèíà è øèðèíà êî-

òîðûõ íåñîèçìåðèìî ìàëû â ñðàâíåíèè ñ èõ äëèíîé. Ðàçðóøåíèå ýòî-

ãî ïîêðûòèÿ ïðîèñõîäèò îò çíàêîïåðåìåííûõ òåìïåðàòóðíûõ äåôîð-

ìàöèé, âûçûâàþùèõ âîçíèêíîâåíèå òðåùèí. Âîäà, ïîïàäàþùàÿ â 

íèõ, ïðè çàìåðçàíèè è îòòàèâàíèè âûçûâàåò èõ ðàçâèòèå è îáðàçîâà-

íèå âòîðè÷íîé ñåòè òðåùèí, óõîäÿùèõ â ãëóáèíó ïîêðûòèÿ. Ïîëîæå-

íèå óñóãóáëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèìè íàãðóçêàìè îò äâèæóùåãîñÿ òðàíñ-

ïîðòà. Â èòîãå ñïëîøíîå àñôàëüòîáåòîííîå äîðîæíîå ïîêðûòèå îêà-

çûâàåòñÿ íåäîëãîâå÷íûì, íóæäàþùåìñÿ â ÷àñòûõ, êàê ïðàâèëî, êîñ-

ìåòè÷åñêèõ ðåìîíòàõ, êîòîðûå íå ðåøàþò ïðîáëåìó â ïðèíöèïå.  

Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì íà îñíîâå 

ïîíèìàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû è ñîçäàíèÿ óñëîâèé 

äëÿ óïðàâëåíèÿ ýòèì ïðîöåññîì. Òàê êàê èõ îáðàçîâàíèå íåèçáåæíî, 

òî, ðàçâèâàÿñü â ïëîñêîñòè ïîêðûòèÿ, îíè ðàçáèâàþò å¸ íà íåîäèíà-

êîâûå, ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ó÷àñòêè, èãðàÿ ïðè ýòîì ðîëü øâîâ ìåæ-

äó íèìè. Îòñþäà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííûé âûâîä î íåîáõîäèìîñòè 

çàìåíû ñïëîøíîãî ïîêðûòèÿ äîðîæíîãî ïîëîòíà åãî êîìáèíàòîðíûì 

ýêâèâàëåíòîì. Ýòà ìûñëü íå ÿâëÿåòñÿ íîâîé, òàê êàê òå äîðîãè è 

ïëîùàäè, êîòîðûå áûëè âûìîùåíû áóëûæíèêîì ñòîëåòèÿ òîìó íàçàä 

è äîøëè äî íàøåãî âðåìåíè â ïðåêðàñíîì ñîñòîÿíèè, ÿâëÿþòñÿ òàêè-

ìè êîìáèíàòîðíûìè ýêâèâàëåíòàìè. Ñåé÷àñ ìû ÿâëÿåìñÿ ñâèäåòåëÿ-

ìè çàìåíû ñïëîøíûõ àñôàëüòîâûõ ïîêðûòèé ïåøåõîäíûõ òðîòóàðîâ  

êîíãðóýíòíûìè ïëèòêàìè, ðàçíîîáðàçèå ôîðì êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ 

âîçìîæíîñòÿìè ïëîñêîñòíîé êîìáèíàòîðèêè. 
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Â èòîãå îêàçàëîñü, ÷òî ýòè ïîêðûòèÿ êîìïåíñèðóþò çíàêîïåðå-

ìåííûå òåìïåðàòóðíûå äåôîðìàöèè, íî íå ÿâëÿþòñÿ òðåùèíîóñòîé-

÷èâûìè, òàê êàê âîçíèêíóâ, òðåùèíû áåñïðåïÿòñòâåííî â íèõ ðàñ-

ïðîñòðàíÿþòñÿ. Îòíîñèòåëüíî ñòàáèëüíàÿ ëàêóíàðíîñòü [1] òðîòóàð-

íîãî ïîêðûòèÿ, ò.å., ñòåïåíü åãî çàïîëíåíèÿ ýëåìåíòàìè, êîòîðûå 

ðàçäåëåíû øâàìè èëè ëàêóíàìè ïîñòîÿííîé øèðèíû, îáåñïå÷èâàåòñÿ  

íàëè÷èåì æåñòêèõ áîðäþðîâ.  

Öåëüþ íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè ÿâëÿåòñÿ  ïîïûòêà ãåîìåòðèçîâàòü 

ïîâåðõíîñòü ïîêðûòèÿ àâòîìîáèëüíîé äîðîãè ñðåäñòâàìè ïëîñêîñòíîé 

êîìáèíàòîðèêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â èòîãå îíà îáëàäàëà âûñîêîé 

ñòåïåíüþ òðåùèíîóñòîé÷èâîñòè, îáåñïå÷èâàþùåé å¸  äîëãîâå÷íîñòü.  

Îñíîâíîé ìàòåðèàë èññëåäîâàíèÿ. Äîñòèæåíèå ïîñòàâëåííîé öå-

ëè áóäåò ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëåìûì ï ðè  óäîâëåòâîðåíèè  ñëåäóþùèõ  

íàëîæåííûõ  óñëîâèé: 

1. Ïîêðûòèå äîëæíî áûòü ñáîðíûì, à åãî ýëåìåíòû êîíãðóýíò-

íûìè ïðè ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå èõ  òèïîðàçìåðîâ; 

2. Ôîðìû ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ äîëæíû áûòü âûñîêî òåõíîëîãè÷-

íû êàê â èõ èçãîòîâëåíèè, òàê è ïðè èõ  ìîíòàæå; 

3. Ñòðóêòóðà øâîâ ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîêðûòèÿ äîëæíà èãðàòü 

ðîëü òðåùèí åãî ñïëîøíîòåëîãî ïðåäøåñòâåííèêà, íî ïðåïÿòñòâîâàòü  

èõ  ðàñïðîñòðàíåíèþ. 

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûå äâà óñëîâèÿ äîëæíû ôîðìèðîâàòü òàêóþ 

ñòðóêòóðó øâîâ ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîêðûòèÿ, ÷òîáû îíà ìàêñèìàëü-

íî óñëîæíÿëà ïóòü ðàçâèòèÿ òðåùèíû. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ýòîò ïóòü 

÷àñòî è ðåçêî ìåíÿåò ñâî¸ íàïðàâëåíèå, òî  ðàçâèòèå òðåùèíû  ïî òà-

êîìó  ïóòè ïîñòåïåííî ãàñíåò, à  åñëè  òðåùèíà, ðàçâèâàÿñü, âîçâðà-

ùàåòñÿ ê íà÷àëó ñâîåãî ðàçâèòèÿ, òî îíà  ïðåêðàùàåò  ðàçâèâàòüñÿ. 

[2]. Òàêèì îáðàçîì, óñïåõ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ñâîäèòñÿ ê 

ïîèñêó íàèáîëåå îïòèìàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ýëåìåíòîâ ñáîð-

íîãî ïîêðûòèÿ, øâû ìåæäó êîòîðûìè áûëè áû ìàêñèìàëüíî ñëîæ-

íûìè èëè îáåñïå÷èâàëè áû âîçâðàò òðåùèíû ê ñâîåìó íà÷àëó. Óñëî-

âèå òåõíîëîãè÷íîñòè èçãîòîâëåíèÿ è ìîíòàæà ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ 

òðåáóåò èõ êîíãðóýíòíîñòè, à òàêæå ïðÿìîëèíåéíîñòè è ïðÿìîóãîëü-

íîñòè èõ ôîðìû. Ýòèì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿþò ôîðìà êâàäðàòà 

(ðèñ.1,à), êîòîðàÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â íàïîëüíûõ ïîêðûòèÿõ, èñ-

ïûòûâàþùèõ òîëüêî âåðòèêàëüíûå íàãðóçêè. Øâû ìåæäó òàêèìè 

ýëåìåíòàìè ïðÿìîëèíåéíû è òðåùèíû ïî íèì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ áåñ-
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ïðåïÿòñòâåííî. Åñëè òàêèå ýëåìåíòû ñìåùàòü îòíîñèòåëüíî äðóã äðó-

ãà â îäíîì (ðèñ.1,á) èëè â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ (ðèñ.1,â), òî òðàåêòîðèè 

ðàçâèòèÿ òðåùèí ïî íàïðàâëåíèÿì èõ øâîâ îò ãîðèçîíòàëüíûõ óñè-

ëèé óñëîæíÿþò ñâîé ïóòü, íî íå èçìåíÿåò íàïðàâëåíèé ñâîåãî ðàçâè-

òèÿ. Ïðè ýòîì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âîçíèêàåò âòîðîé ýëåìåíò – êâàä-

ðàò, ñòîðîíû êîòîðîãî âäâîå êîðî÷å ñòîðîí èñõîäíîãî êâàäðàòà. Åñëè 

æå âîçíèêàåò ýêñöåíòðèñèòåò ïðè ïðèëîæåíèè ãîðèçîíòàëüíîé íà-

ãðóçêè, òî âîçíèêàþùåìó ìîìåíòó â  ýòèõ ñòðóêòóðàõ íå âîçíèêàåò  

ïðîòèâîäåéñòâèÿ. 

à   á   â   ã 

Ðèñóíîê 1 

×åòâ¸ðòûé êîìáèíàòîðíûé âàðèàíò ïðåäïî-

ëàãàåò ÷àñòè÷íîå  íàëîæåíèå êâàäðàòîâ, 

ñìåùåííûõ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà íà îä-

íó òðåòü äëèíû èõ ñòîðîí. Â èòîãå â êàæ-

äîì èñõîäíîì êâàäðàòå âîçíèêàåò èçîïåðè-

ìåòðè÷åñêèé åìó êðåñò è 4 ìàëûõ êâàäðàòà 

(ðèñ.1,ã). Ïîëó÷åííàÿ ôèãóðà êðåñòà îêàçà-

ëàñü óäîáíîé äëÿ ïëîòíîé óïàêîâêè ïëîñ-

êîñòè (ðèñ.2). Òðàåêòîðèè ðàçâèòèÿ òðåùèí 

ïî øâàì êðåñòîâîãî ìîùåíèÿ óñëîæíèëèñü, 

ðàçäâîèâøèñü ïî äâóì  âçàèìíî-

ïåðïåíäèêóëÿðíûì è íåèçìåííûì íàïðàâëåíèÿì. Íî, åñëè ïðè ýòîì 

âîçíèêàåò ýêñöåíòðèñèòåò ïðèëîæåíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé íàãðóçêè, òî 

âîçíèêàþùåìó êðóòÿùåìó ìîìåíòó ïðîòèâîäåéñòâèå ïî ïðåæíåìó  

îòñóòñòâóåò. Âîçíèêíîâåíèå  òàêîãî ïðîòèâîäåéñòâèÿ îêàçàëîñü âîç-

ìîæíûì ïðè ââåäåíèè â êðåñòîâóþ ñòðóêòóðó âòîðîãî ýëåìåíòà â âè-

äå ñâàñòèêè (ðèñ. 3). Â òàêîé äâóõýëåìåíòíîé ñòðóêòóðå óñèëèÿ â ëþ-

áîé òî÷êå  âûçûâàþò ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí ïî íàèáîëåå ñëîæíûì 

ôèãóðàì øâîâ, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò ïî ïëîùàäè îò ïîëîâèíû äî 

Ðèñóíîê 2 
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òð¸õ ÷åòâåðòåé ýëåìåíòîâ  ïîêðûòèÿ. Åñëè ïðè âîçðàñòàíèè íàãðóçêè 

âïëîòü äî êðèòè÷åñêîé ñòàíóò âîçíèêàòü  êðóòÿùèå  ìîìåíòû, òî ñèñ-

òåìà âçàèìîñâÿçàííûõ êðåñòîâ è ñâàñòèê çàêëèíèâàåòñÿ èëè ñàìîçà-

ìûêàåòñÿ, âêëþ÷èâ â ñîâìåñòíóþ ðàáîòó âåñü ìàññèâ ïîêðûòèÿ. Ïðè 

ýòîì êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ  ìåæäó âñåìè åãî 

ýëåìåíòàìè, íàïðÿæåíèÿ â íèõ ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøàþòñÿ è ïîëó-

÷àåòñÿ, ÷òî â öåëîì òàêàÿ ñòðóêòóðà ïîêðûòèÿ ìîæåò âûäåðæèâàòü 

íàãðóçêè â ÷åòâåðî ïðåâûøàþùèå òå, êîòîðûå âûäåðæèâàåò ñòðóêòó-

ðà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1,á, âêëþ÷àþùàÿ  â  ðàáîòó îäíó ÷åòâåðòü 

ýëåìåíòîâ. 

 

 

        Ðèñóíîê 3                   

                              

Òàêîå óâåëè÷åíèå íåñóùåé ñïîñîáíî-

ñòè êîíñòðóêöèè ïîêðûòèÿ îïðåäåëè-

ëîñü òîëüêî ëèøü êîìáèíàòîðíûì  

èçìåíåíèåì ôîðìû åãî ýëåìåíòîâ è  

õàðàêòåðà ñâÿçåé ìåæäó íèìè áåç   

èçìåíåíèÿ èõ ìàòåðèàëà ñ åãî  ïðî÷-

íîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. 

Åñëè ïðî÷íîñòü êîíñòðóêöèè ÿâëÿ-

åòñÿ ìåðîé ýíåðãèè åãî ñîïðîòèâëåíèÿ 

íàãðóçêàì, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ôîðìà 

ñëàãàþùèõ å¸ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ  

è õàðàêòåð ñâÿçåé ìåæäó íèìè ÿâëÿåò-

ñÿ èíñòðóìåíòîì óïðàâëåíèÿ ýòîé 

ïðî÷íîñòüþ. 

Ýíåðãåòèçì ôîðìû ÿðêî äåìîíñòðèðóåòñÿ ðàçíîé ïðî÷íîñòüþ àë-

ìàçà è ãðàôèòà, ñîñòîÿùèõ èç óãëåðîäà, àòîìû êîòîðîãî ðàñïîëàãàþò-

ñÿ â óçëàõ èõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê ïðèíöèïèàëüíî ðàçíîé ôîð-

ìû. Åñëè ïîñåðåäèíå îäíîãî èç êðåñòîîáðàçíûõ ýëåìåíòîâ ñâàñòèêè 

ïðîâåñòè ïðÿìóþ ëèíèþ è ïðèíÿòü åå çà îñü ñèììåòðèè, òî â ðåçóëü-

òàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè ôèãóðà ñâàñòèêè ïðåâðàòèòñÿ â Ò-

îáðàçíûé êðåñò. Ïðèíÿâ åãî çà êîìáèíàòîðíûé ýëåìåíò, ïîëó÷àåì íî-

âóþ ñòðóêòóðó òðåùèíîóñòîé÷èâîãî ïîêðûòèÿ, âòîðûì ýëåìåíòîì êî-

òîðîãî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò ñ âûáðàííûìè ñåðåäèíàìè ñòîðîí, íàçâàí-

íûé «æàáêîé» (ðèñ. 4). Ýòà «æàáêà» îáðàçóåò ñ Ò-îáðàçíûìè êðåñòà-

ìè çàìêîâûå ñîåäèíåíèÿ, ïðåïÿòñòâóþùèå  ðàñïðîñòðàíåíèþ òðåùèí, 

òàê êàê , âîçíèêíóâ â ëþáîé òî÷êå å¸ çàìêíóòîãî êîíòóðà, îíà âîç-

âðàùàåòñÿ ê ñâîåìó íà÷àëó. Îäíàêî ñîáëþäåíèå ïðèíöèïà òåõíîëî-
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ãè÷íîñòè, êîòîðûé òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îäíîãî òèïîðàçìå-

ðà, ïðèâåëî ê ôîðìå êâàäðàòà ñ 4-ìÿ êðåñòàìè (ðèñ. 5). Êîìáèíàòîðè-

êà èç òàêèõ ýëåìåíòîâ ïëîòíî  óïàêîâûâàåò ïëîñêîñòü  è  ìàêñèìàëü-

íî óñëîæíÿåò ðàçâèòèå òðåùèí ïî øâàì  ìåæäó íèìè (ðèñ.  6). 

            Ðèñóíîê 4                   Ðèñóíîê 5 

 

 

 Ðèñóíîê 6 

Íà ïåðâûé âçãëÿä êðåñòîâûå âåòâè ó èõ îñíîâàíèé ïðåäñòàâëÿþò-

ñÿ õðóïêèìè. Íî, âõîäÿ â çàìêîâûå ñîåäèíåíèÿ, îíè  îáðàçóþò  ñàìî-

çàìûêàþùèåñÿ ñèñòåìû ïîääåðæèâàþùèõ äðóã äðóãà êðåñòîâûõ ôè-

ãóð. È äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðîèçîéäåò  ðàçðóøåíèå îäíîé êðåñòîâîé 

âåòâè ýëåìåíòà ïîêðûòèÿ, òî çà îñòàâøèåñÿ òðè åãî áóäóò óäåðæèâàòü 

4 åãî îêðóæàþùèå êðåñòîâûå ýëåìåíòà. Ýòà ïîääåðæêà áóäåò ïðîäîë-

æàòüñÿ ïîñòîÿííî, èáî êàæäûé ýëåìåíò ïîêðûòèÿ, îêðóæåííûé 4-ìÿ 

åìó ïîäîáíûìè è âçàèìîñâÿçàííûìè ñ íèì ýëåìåíòàìè èìååò êàê áû 

4 ñòåïåíè íàä¸æíîñòè â èõ ñîâìåñòíîé ðàáîòå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî  

îáåñïå÷èâàåò çàìûêàíèå ðàçðóøåíèÿ â ìåñòå åãî îáðàçîâàíèÿ.  Ïî-

ýòîìó ïî õàðàêòåðó ðàáîòû ñòðóêòóðû ïîäîáíîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ ñàìî-

çàìûêàþùèìèñÿ, à ïî ïðèíöèïó îðãàíèçàöèè ýòîé ðàáîòû – ñàìîîð-

ãàíèçóþùèìèñÿ, ò.å., ñèíåðãåòè÷åñêèìè [3, 4]. Èíòåðåñíà äèàëåêòèêà 

ðàçâèòèÿ ôîðìû ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ ñ çàìêîâûìè ñîåäèíåíèÿìè. 

Åñëè èñõîäíûì ýëåìåíòîì ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíà êâàäðàòíàÿ êëåò-

êà (ñì. ðèñ. 1,à), òî ïóò¸ì ïðèñîåäèíåíèÿ ê å¸ ñòîðîíàì åù¸ ïî îäíîé 

êâàäðàòíîé êëåòêå ïîëó÷àåòñÿ  ïðîñòîé 5-êëåòî÷íûé êðåñòîîáðàçíûé 

ýëåìåíò (ñì. ðèñ.2) . Åñëè ñîåäèíèòü öåíòðû ýòèõ ýëåìåíòîâ, òî ïîëó-

÷åííàÿ íàêëîííàÿ ëèíèÿ ÿâèòñÿ ãèïîòåíóçîé ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà Äþðåðà ñ îòíîøåíèåì êàòåòîâ 1:2, ò.å., äèàãîíàëüþ äâîé-

íîãî êâàäðàòà, äëèíà êîòîðîé ðàâíà √ 5. Òàêèì îáðàçîì, 5-êëåòî÷íûé 

êðåñò ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîä-
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íîé êâàäðàòíîé êëåòêè. Ñðàâíåíèå ñòðóêòóð 5-êëåòî÷íîãî êðåñòà è 

êðåñòîâîãî ýëåìåíòà íà ðèñ.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäíèé òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ ðåçóëüòàòîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîãî. Çäåñü èñ-

õîäíàÿ êâàäðàòíàÿ êëåòêà ïåðâîãî ýëåìåíòà ðàñøèðèëàñü äî 9-

êëåòî÷íîãî êâàäðàòà, à êàæäûé èç åãî îäíîêëåòî÷íûõ êîíöîâ  ðàñ-

øèðèëñÿ äî 5-êëåòî÷íîãî êðåñòà. Â èòîãå èñõîäíûé 5-êëåòî÷íûé ýëå-

ìåíò ïðåîáðàçîâàëñÿ â 29-êëåòî÷íûé, ñàìîïîäîáíûé èñõîäíîìó. Òà-

êîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò ïîíÿòèþ ôðàêòàëüíîãî 

[1,5], íî íàçâàíî ôðàêòàëüíûì ðàñøèðåíèåì, îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì 

êîíôîðìíîñòè [6], ñîõðàíÿþùèì ïðÿìûå óãëû, à òàêæå êîíãðóýíòíî-

ñòè 5-êëåòî÷íûõ êðåñòîâ â 29-êëåòî÷íûõ ýëåìåíòàõ. Ýòèì ôèãóðû 

ôðàêòàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ðåçêî îòëè÷àþòñÿ îò ôðàêòàëüíûõ ôèãóð 

òèïà ñíåæèíêè Êîõà, ïûëè Êàíòîðà èëè êîâðèêà Ñåðïèíñêîãî, ýëå-

ìåíòû êîòîðûõ ñàìîïîäîáíî óìåíüøàþòñÿ, ñòðåìÿñü ê äðîáíîìåðíî-

ìó áåñêîíå÷íî óäàë¸ííîìó ïðåäåëó. 

Ïðè ôðàêòàëüíîì ðàñøèðåíèè ïðîèñõîäèò îáðàòíûé ïðîöåññ. Çà 

èñõîäíûé ýëåìåíò ïðèíèìàåòñÿ ïðîñòàÿ êâàäðàòíàÿ êëåòêà, êîòîðàÿ 

ôðàêòàëüíî ðàñøèðÿÿñü, ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ ïî îïðåäåë¸ííîìó çàêîíó  

âî  âñ¸ áîëåå  ñëîæíûå ïî ôîðìå êîìáèíàòîðíûå ôèãóðû,  ëàêóíàðíî 

ïëîòíî óïàêîâûâàþùèå ïëîñêîñòü (ðèñ. 7). 

 

Ðèñóíîê 7 

Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ôðàêòàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ 29-

êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ â 169-êëåòî÷íûå ñ çàìêîâûìè ñîåäèíåíèÿìè. 

Íàêëîííàÿ ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ öåíòðû ýòèõ ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ 

ãèïîòåíóçîé ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ îòíîøåíèåì êàòåòîâ 

5:12, äëèíà êîòîðîé ðàâíà çíà÷åíèþ êîðíÿ êâàäðàòíîãî èç ÷èñëà êëå-

òîê, ñîñòàâëÿþùèõ ýòè ýëåìåíòû. Ýêñòðàïîëèðóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷å-

íèÿ êàòåòîâ ðàññìîòðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ êàê îòíîñèòåëüíûõ êîîð-
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äèíàò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðîâ ôèãóð ôðàêòàëüíîãî ðàñøè-

ðåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü åãî îáùóþ çàêîíîìåðíîñòü. 
Íîìåð ôðàêòàëü-

íîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ (n) 

I II III IV V VI VII 

kb - êàòåò  áîëü-

øîé 
1 2 5 12 29 70 169 

km - êàòåò 

ìàëûé 
0 1 2 5 12 29 70 

Íàáëþäàåòñÿ çàêîíîìåðíîñòü âèäà: ( ) ( ) ( )112 −− += nmnbnb kkk . Ïîñêî-

ëüêó ( ) ( )1−= nbnm kk , òî ( ) ( ) ( )112 −− += nbnbnb kkk . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí 

íîâ³é ÷èñëîâîé ðÿä, êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

212 −− += nnn aka . Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îáùèì àëãîðèòìîì ïî-

ñòðîåíèÿ êðåñòîîáðàçíûõ òðåùèíîóñòîé÷èâûõ ïîêðûòèé. 

Âûâîäû:  1. Ïðèíÿòàÿ â ðàáîòå êîíöåïöèÿ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì 

îáðàçîâàíèÿ òðåùèí â äîðîæíîì ïîêðûòèè ïðèâåëà ê ïîñëåäîâàòåëü-

íûì êîìáèíàòîðíûì ïîèñêàì òàêîé ôîðìû åãî ýëåìåíòîâ, øâû ìåæ-

äó êîòîðûìè ñïîñîáñòâóþò èõ óãàñàíèþ è, òåì ñàìûì, îáåñïå÷èâàþò 

äîëãîâå÷íîñòü ïîêðûòèÿ; 2. Ñâîéñòâî ñàìîçàìûêàíèÿ è ñèíåðãåòèçì 

ñòðóêòóð ïðåäëîæåííûõ êîíñòðóêöèé ïëîñêîãî ïîêðûòèÿ ìîãóò áûòü 

èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ñáîðíûõ ñèñòåì 

òèïà îáîëî÷åê; 3. Îïèñàííûé â ðàáîòå ïðîöåññ ôðàêòàëüíîãî ðàñøè-

ðåíèÿ èñõîäíîé ôèãóðû ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì àïïàðàòîì êîìáèíà-

òîðíîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ñàìîçàìûêàþùèõñÿ òðåùèíîóñòîé÷èâûõ 

ëàêóíàðíûõ ïîêðûòèé. 
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ÓÄÊ 515.2 

Þ.Ì. Òîðìîñîâ, Ð.Á. Ñëîáîäñêîé 

ÎÏÛÒ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÑÖÈÏËÈÍ 

Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÓËÜÒÈÌÅÄÈÉÍÛÕ ÑÐÅÄÑÒÂ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Â ïîñëåäíèå ãîäû ïåäàãîãè÷åñêèé ñîñòàâ 

êàôåäð íà÷åðòàòåëüíîé ãåîìåòðèè è èíæåíåðíîé ãðàôèêè ïðàêòè÷å-

ñêè âñåõ âóçîâ îòìå÷àåò íåóêëîííîå ñíèæåíèå óðîâíÿ ïîäãîòîâêè 

øêîëüíèêîâ â ÷àñòè ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèé ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ îáúåêòîâ, èõ îöåíêè, à òàêæå îáùåãî ðàçâèòèÿ ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ ïðåäñòàâëåíèé è ñâÿçàííîãî ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâåííîãî ìûøëå-

íèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìíîãèå ñòóäåíòû ïåðâûõ êóðñîâ èñïûòûâàþò ñåðü-

åçíûå òðóäíîñòè, âûçâàííûå íåäîñòàòî÷íûì  ïîíèìàíèåì îñíîâíûõ 

âîïðîñîâ íà÷åðòàòåëüíîé ãåîìåòðèè è èíæåíåðíîé ãðàôèêè.   Îòñóò-

ñòâèå íåîáõîäèìîãî óðîâíÿ ãðàôè÷åñêîé ïîäãîòîâêè íå ïîçâîëÿåò 

â÷åðàøíèì øêîëüíèêàì ïðàâèëüíî îöåíèâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåê-

òû ïðîñòðàíñòâà, èõ îòîáðàæåíèå íà ÷åðòåæàõ, èõ âçàèìíûå îòíîøå-

íèÿ, îáðàçîâàíèå ñîñòàâíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ  îáúåêòîâ è ò.ä. 

Àíàëèç ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé è ïóáëèêàöèé. Â ðÿäå âóçîâ Óê-

ðàèíû è áëèæíåãî çàðóáåæüÿ âåäóòñÿ èíòåíñèâíûå ïîèñêè ïóòåé àê-

òèâèçàöèè âîñïðèÿòèÿ ñòóäåíòàìè èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà, ïîâûøå-

íèÿ ñòåïåíè åãî ïîíèìàíèÿ è ñîçäàíèÿ óñëîâèé äëÿ òâîð÷åñêîãî ïîä-

õîäà ê åãî îñâîåíèþ. Îñîáóþ çíà÷èìîñòü  òàêèå èññëåäîâàíèÿ ïðèîá-

ðåòàþò ïðè èçó÷åíèè çàêîíîâ ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíèé ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ îáúåêòîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé 

äåÿòåëüíîñòè è ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷. Ñðåäè 

ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê, â êîòîðûõ îòðàæåíû ðåçóëüòàòû âûïîë-

íåííûõ èññëåäîâàíèé, ìîæíî âûäåëèòü ðàáîòû: 1) êàñàþùèåñÿ èçìå-

íåíèÿ ñòðóêòóðû è ñîäåðæàíèÿ êóðñà; 2)   íàïðàâëåííûå íà ñîâåð-

øåíñòâîâàíèå ñóùåñòâóþùèõ è ïîèñê íîâûõ ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ 

ïîäà÷è ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. Òàê, â ðàáîòàõ [1,2] ðàññìàòðèâàþòñÿ âî-

ïðîñû èçìåíåíèÿ ñîäåðæàíèÿ äèñöèïëèíû ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ íåêîòî-

ðûõ îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé, íà áàçå êîòîðûõ ìîãóò ðåøàòüñÿ çàäà÷è, 

îòíîñÿùèåñÿ ê ëþáûì ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòàì, à òàêæå âîçìîæíûå 

èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû èçëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå èñêëþ÷èòü äóáëèðî-

âàíèå èíôîðìàöèè ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ. 

 

© Þ.Ì. Òîðìîñîâ, Ð.Á. Ñëîáîäñêîé, 2006 
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Âîïðîñàì èçìåíåíèÿ ôîðì ïðåïîäàâàíèÿ, ïðèìåíåíèÿ â ëåêöè-

îííûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ 

ñðåäñòâ, â ÷àñòíîñòè, ìóëüòèìåäèéíûõ,  ïîñâÿùåíà ðàáîòà [3]. Òåì íå 

ìåíåå,  âîïðîñ ñèñòåìíûõ ðàçðàáîòîê ñïîñîáîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîâû-

ñèòü ýôôåêòèâíîñòü  ïîäà÷è ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà ãðàôè÷åñêèõ äèñöè-

ïëèí,  ïîêà åùå îñòàåòñÿ îòêðûòûì. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ,  îäíèì èç íàèáîëåå ïðî-

äóêòèâíûõ ïóòåé ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî 

âîçìîæíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ  âèçóàëèçàöèÿ ñîäåðæàíèÿ äèñöèïëèíû, 

÷òî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ìóëü-

òèìåäèéíûõ ñðåäñòâ. Áåçóñëîâíî, òàêàÿ âèçóàëèçàöèÿ òðåáóåò çíà÷è-

òåëüíîé è äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîé ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâêè ó÷åá-

íîãî ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî òàêàÿ ïîäãî-

òîâêà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäïîëàãàåò ïåðåðàáîòêó îáùåïðèíÿòûõ 

ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ, âêëþ÷àÿ ó÷åáíèêè, èõ «ïðåïàðèðîâàíèå»  ñ 

ó÷åòîì ïñèõîëîãèè âîñïðèÿòèÿ èçîáðàæåíèé, äåìîíñòðèðóåìûõ ñ ïî-

ìîùüþ ìóëüòèìåäèéíûõ ñðåäñòâ.  

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Êàê ïîêàçàë îïûò, âèçóàëèçàöèÿ ó÷åáíîãî ìàòå-

ðèàëà, ïðåäëàãàåìîãî ñòóäåíòàì â ïðîöåññå ëåêöèîííûõ è  ïðàêòè÷å-

ñêèõ çàíÿòèé, ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â îäíîì 

ñëó÷àå – ýòî ïîêàç íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà, äåìîíñòðèðóþùåãî, íà-

ïðèìåð, îáðàçîâàíèå íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, â äðóãîì – ïîîïåðàöè-

îííàÿ äåìîíñòðàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ 

çàäà÷  èëè âûïîëíÿåìûõ äåéñòâèé, íàïðèìåð, íàíåñåíèå ðàçìåðîâ íà 

èçîáðàæåíèå èçäåëèÿ. Èìåííî ïðè òàêîì èñïîëüçîâàíèè âîçìîæíî-

ñòåé ìóëüòèìåäèéíîé òåõíèêè ó ñòóäåíòîâ âûðàáàòûâàþòñÿ ÷åòêèå è 

äîëãîâðåìåííûå ñâÿçè ìåæäó  àóäèî è âèäåîèíôîðìàöèåé, ïðåäúÿâ-

ëÿåìîé àóäèòîðèè. Ïðè ïîäãîòîâêå èëëþñòðàöèîííîãî ìàòåðèàëà  

ìîæíî âûäåëèòü äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì èç íèõ ïðåïîäàâàòåëü, îáëà-

äàþùèé îïðåäåëåííûì ïåäàãîãè÷åñêèì îïûòîì, ðàçðàáàòûâàåò ýñêèç 

êîíêðåòíîé èëëþñòðàöèè, ðàñïèñûâàÿ åå â  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

ïðåäúÿâëåíèÿ êàæäîãî èç ñîáûòèé, ò.å. ôàêòè÷åñêè ñîçäàåò ñöåíàðèé 

áóäóùåé äåìîíñòðàöèè, ïðåäëàãàÿ ïðè ýòîì  òàêæå öâåòîâîå ðåøåíèå 

ýëåìåíòîâ èçîáðàæåíèÿ. Ïîäãîòîâëåííàÿ òàêèì îáðàçîì èëëþñòðàöèÿ 

çàòåì ïåðåäàåòñÿ èñïîëíèòåëþ, âëàäåþùåìó ïðîãðàììíûìè ñðåäñò-

âàìè, â ÷àñòíîñòè, 3DS MAX, AutoCAD, Inventor, êîòîðûé ñîçäàåò 

èçîáðàæåíèå, ïðîñìàòðèâàåìîå ïðåïîäàâàòåëåì ñ öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ 
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îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè äåìîíñòðàöèè êàæäîãî èç ñîáûòèé è íåîá-

õîäèìîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ. Òîëüêî ïîñëå ýòîé îïåðàöèè  ïîäãîòîâëåí-

íàÿ èëëþñòðàöèÿ ïîäâåðãàåòñÿ ðåíäåðèðîâàíèþ è ñòàíîâèòñÿ avi-

ôàéëîì, ãîòîâûì ê äåìîíñòðàöèè. Äëÿ ñîçäàíèÿ ïîëíîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ îá îáúåìå è òðóäîåìêîñòè âûïîëíÿåìîé ðàáîòû ïî ïîäãîòîâêå 

èëëþñòðàöèîííîãî ìàòåðèàëà â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ïðåïîäà-

âàòåëüñêèé ñöåíàðèé èëëþñòðàöèè, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ ïðîåöèðî-

âàíèÿ è îñíîâíûå ýëåìåíòû åãî àïïàðàòà íà ïðèìåðå ïîëó÷åíèÿ ïðî-

åêöèè ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà. Êàæäûé èç ïðèâîäèìûõ íèæå ïóíêòîâ 

äîëæåí ñîïðîâîæäàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ýñêèçîì. 

1. Ïîÿâëåíèå ïîâåðõíîñòè îáùåãî âèäà, èñïîëüçóåìîé â êà÷åñò-

âå ïîâåðõíîñòè ïðîåêöèé. 

2. Ïîÿâëåíèå íåêîòîðîé êðèâîé ëèíèè. 

3. Ïîÿâëåíèå óêàçàíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïðîåöèðîâàíèÿ. 

4. Ïîÿâëåíèå íàáîðà òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ êðèâîé ëèíèè. 

5. Ïîÿâëåíèå ïðîåöèðóþùèõ ëó÷åé, ïàðàëëåëüíûõ çàäàííîìó 

íàïðàâëåíèþ è èõ ïðîõîæäåíèå ÷åðåç òî÷êè êðèâîé ëèíèè. 

6. Ïåðåñå÷åíèå ïðîåöèðóþùèõ ëó÷åé ñ ïîâåðõíîñòüþ ïðîåêöèé, 

îáðàçîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêöèé òî÷åê è èñ÷åçíîâåíèå 

ïðîåöèðóþùèõ ëó÷åé. 

7. Îáúåäèíåíèå ïðîåêöèé òî÷åê â ïðîåêöèþ êðèâîé ëèíèè. 

8. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ìèãàíèå êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ èçîáðàæå-

íèÿ (óêàçàòü êîëè÷åñòâî ìèãàíèé). 

Êàæäûé èç ïðèâåäåííûõ ïóíêòîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì 

ïðåïîäàâàòåëÿ, êîòîðûé â íåîáõîäèìûé ìîìåíò ìîæåò îñòàíîâèòü 

èçîáðàæåíèå èëè âåðíóòüñÿ ê ëþáîìó ñîáûòèþ. 

Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îïèñàííóþ èëëþñòðà-

öèþ â äèíàìèêå, ïðèâîäèì åå  â îêîí÷àòåëüíîì âèäå (ðèñ.1). Ïîäîá-

íûå äèíàìè÷åñêèå èëëþñòðàöèè ðàçðàáîòàíû ïî âñåé ÷àñòè äèñöèï-

ëèíû, ðàññìàòðèâàþùåé îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ íà÷åðòàòåëüíîé ãåî-

ìåòðèè. Ïðè ýòîì ÷àñòü èëëþñòðàöèé ïîäãîòîâëåíà íåïîñðåäñòâåííî â 

ñðåäå 3DS-MAX. Â òî æå âðåìÿ äëÿ íåêîòîðûõ èçîáðàæåíèé ïîíàäî-

áèëîñü ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå AutoCAD è 3DS-MAX. Ýòî âû-

çâàíî òåì, ÷òî 3DS-MAX íå îáåñïå÷èâàåò ÷åòêîãî èçîáðàæåíèÿ ëèíèé 

ïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ è äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå íà 

îñîáåííîñòÿõ òàêèõ ëèíèé, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü èõ ñ ïîìîùüþ îïå-
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ðàöèé, ïðåäîñòàâëÿåìûõ AutoCAD, à çàòåì àíèìèðîâàòü è ðåíäåðèðî-

âàòü  â ñðåäå 3DS-MAX. 

 

Ðèñóíîê 1 - Ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ñöåíàðèÿ ïðîöåññà  ïðîåöèðîâàíèÿ  

 

Îïèñàííûì âûøå îáðàçîì, íî íåñêîëüêî ïî äðóãîé òåõíîëîãèè 

ïîäãîòîâëåíû èëëþñòðàöèè äëÿ âòîðîé ÷àñòè äèñöèïëèíû, ðàññìàò-

ðèâàþùåé âîïðîñû îôîðìëåíèÿ êîíñòðóêòîðñêîé äîêóìåíòàöèè. Èñ-

ïîëüçîâàíèå âîçìîæíîñòåé AutoCAD  íå òîëüêî ïåðåìåùàòü îòäåëü-

íûå ÷àñòè èçîáðàæåíèÿ òåõíè÷åñêèõ ôîðì, íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðå-

íèè ðàçðåçîâ, íî è çàïèñûâàòü ïîñëîéíî îòäåëüíûå îïåðàöèè, êîòî-

ðûå ïîòîì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåäúÿâëÿþòñÿ îáó÷àåìîìó äî ñîçäàíèÿ 

öåëüíîãî èçîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþò äåìîíñòðèðîâàòü ïîðÿäîê  äåéñò-

âèé ïðè ðàçðàáîòêå ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêòîðñêèõ äîêóìåíòîâ. Òàê, 

ñöåíàðèé äëÿ ïîêàçà îïåðàöèé ïî êîíñòðóèðîâàíèþ ðàçâåðòûâàþ-

ùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé ñ ïàðàëëåëüíûìè ãðàíè÷íûìè ñå÷åíèÿìè ñîäåð-

æèò ñëåäóþùèå ïóíêòû: 

1. Ïîÿâëåíèå ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî ñå÷åíèÿ (ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðîåê-

öèÿ). 

2. Ïîÿâëåíèå âòîðîãî ãðàíè÷íîãî ñå÷åíèÿ (ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðîåê-

öèÿ). 

3. Ïîÿâëåíèå ôðîíòàëüíûõ ïðîåêöèé ïåðâîãî è âòîðîãî ãðàíè÷íûõ 

ñå÷åíèé. 

4. Ïðîâåäåíèå êàñàòåëüíîé ê ïåðâîìó ñå÷åíèþ (ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðî-

åêöèÿ). 

5. Ïðîâåäåíèå êàñàòåëüíîé êî âòîðîìó ñå÷åíèþ ïàðàëëåëüíî êàñà-

òåëüíîé â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 4. 

6. Ïîëó÷åíèå  ãîðèçîíòàëüíîé ïðîåêöèè îòñåêà  êîíñòðóèðóåìîé ïî-

âåðõíîñòè. 

7. Ïîëó÷åíèå ôðîíòàëüíîé ïðîåêöèè ýòîãî îòñåêà. 
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8, 9, 10 è ò.ä. - ïîâòîðåíèå îïåðàöèé äî ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî èçîáðà-

æåíèÿ êîíñòðóèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. 

Êàæäàÿ èç îïèñàííûõ îïåðàöèé çàïèñûâàåòñÿ â îòäåëüíîì ñëîå 

÷åðòåæà è ïî ìåðå îáúÿñíåíèÿ ïðåäúÿâëÿåòñÿ ñòóäåíòàì. 

Âûâîäû è ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Îïûò èñïîëü-

çîâàíèÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå  èëëþñòðàòèâíîãî ìàòåðèàëà, ïîäãîòîâ-

ëåííîãî ïî îïèñàííîé òåõíîëîãèè, ïîêàçàë âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü, 

êàê â èíòåíñèôèêàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà, òàê è â àêòèâèçàöèè âîñ-

ïðèÿòèÿ ñòóäåíòàìè èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà. Â ïåðñïåêòèâå àâòîðàìè 

ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ðàçðàáîòêà ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà ïî îñíîâíûì 

òåìàì êóðñà «Íà÷åðòàòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ», êîòîðûé, â ñîîòâåòñòâèè ñ 

îñíîâíûìè òðåáîâàíèÿìè Áîëîíñêîãî ïðîöåññà, ïðè îïðåäåëåííîé 

ôóíäàìåíòàëüíîñòè ñîäåðæàíèÿ áóäåò ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíûì,  ïîçâî-

ëèò îáåñïå÷èòü êîíòðîëèðóåìîå êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ,  áóäåò ñïîñîáñòâî-

âàòü àêòèâèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ, â òîì ÷èñëå è 

ïðè äèñòàíöèîííîé ôîðìå îáó÷åíèÿ.  
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Ñ.Ê.Òóêàåâ, Ä.Ø.Íóðìàãàíáåòîâ, Ê.À.Äàóðåíáåê 

ÀÍÀËÈÇ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß 

ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ 

Â ïðîèçâîäñòâå ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé è èçäåëèé îñíîâíûì 

èñïîëüçóåìûì ìàòåðèàëîì ÿâëÿåòñÿ áåòîí. Ïðîåêòèðîâàíèå ñîñòàâà 

áåòîíà ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðîâåäåíèåì ýêñïåðèìåíòîâ. Êàæäûé ýêñïå-

ðèìåíò òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ è òðóäîâûõ çàòðàò. Äàæå 

íåçíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå êàïèòàëîâëîæåíèé çà ñ÷åò ñîêðàùåíèÿ 

êîëè÷åñòâà íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èëè çà ñ÷åò îïðåäåëåíèÿ îïòè-

ìàëüíîãî ñîñòàâà (ïî çàäàííîìó êðèòåðèþ) áåòîííîé ñìåñè äàåò çíà-

÷èòåëüíóþ ýêîíîìèþ ðåñóðñîâ. Â óñëîâèÿõ ðûíêà ýêîíîìèÿ òðóäîâûõ 

è ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî àêòóàëüíîé çàäà÷åé. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ âå-

ùåñòâ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè òðàäèöèîííûå ìàòåìàòè-

÷åñêèå ìåòîäû ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ õàðàê-

òåðíî, ÷òî ìíîãîêîìïîíåíòíûå âåùåñòâà îïèñûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêèìè ìîäåëÿìè, èññëåäîâàòåëü ïðè ýòîì ñòàëêèâàåòñÿ ñ áîëüøèì 

îáúåìîì àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è îòñóòñòâèåì íàãëÿäíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ îá èññëåäóåìîì ìíîãîêîìïîíåíòíîì âåùåñòâå. Åñëè æå èñ-

ñëåäîâàòü ìíîãîêîìïîíåíòíóþ ñìåñü ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, 

òî âûøåíàçâàííûõ íåäîñòàòêîâ ìîæíî èçáåæàòü. Âïåðâûå èñïîëüçî-

âàòü äèàãðàììû ñîñòàâ-ñâîéñòâî äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ 

âåùåñòâ, ïðåäëîæèë Øåôôå. Äàëåå èäåþ Øåôôå ðàçâèë àêàäåìèê 

Í.Ñ.Êóðíàêîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ôèçèêî-õèìè÷åñêîì àíàëèçå è 

òåðìîäèíàìèêå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå èìåþò ãðàôè÷åñêèå è ãðà-

ôîàíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ìíîãîôàêòîðíûõ çàâèñèìî-

ñòåé. Ýòè ìåòîäû, â îñíîâíîì, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èññëå-

äîâàíèÿ äèàãðàìì ñîñòàâ-ñâîéñòâî, îíè ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ Ôèëèï-

ïîâà Ï.Â., Âîëêîâà Â.ß., Ïåðâèêîâîé Â.Í. è äð.  

Àíàëèç íàó÷íûõ ðàáîò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòè îòêëèêà 

(ÏÎ) êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñâîéñòâ âåùåñòâ, âñòðå÷àþùèõñÿ íà 

ïðàêòèêå, ðåäêî áûâàþò ëèíåéíûìè. ×àùå âñåãî ýòè ïîâåðõíîñòè 

èìåþò ñëîæíóþ ôîðìó è îïèñûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè âòîðîãî, òðåòüåãî 

è áîëåå ïîðÿäêîâ. Èç êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî ÷åì 

âûøå ïîðÿäîê ïîëèíîìà, îïèñûâàþùåãî ìíîãîôàêòîðíóþ çàâèñè-

ìîñòü, òåì ñëîæíåå ãåîìåòðèÿ ýòîé çàâèñèìîñòè. 

© Ñ.Ê.Òóêàåâ, Ä.Ø.Íóðìàãàíáåòîâ, Ê.À.Äàóðåíáåê, 2006 
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà â èññëåäîâàíèÿõ 

ìíîãîêîìïîíåíòíûõ âåùåñòâ àêòóàëüíîé çàäà÷åé òàêæå ÿâëÿåòñÿ 

ðàçðàáîòêà ãåîìåòðè÷åñêèõ ñïîñîáîâ è ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ: 

1) ãëóáæå ïîíÿòü ñóòü çàäà÷è è îöåíèòü âîçìîæíûå åå ðåøåíèÿ 
âèçóàëüíî; 

2) îïåðàòèâíî èçìåíÿòü è îïðåäåëÿòü îïòèìàëüíûé ñîñòàâ" ìíî-
ãîêîìïîíåíòíîãî âåùåñòâà; 

3) àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè 
èññëåäóåìîãî âåùåñòâà. 

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü èññëåäóåìîé ìíîãîôàêòîðíîé çàâèñèìî-

ñòè äîëæíà áûòü íå òîëüêî íàãëÿäíîé, ïðîñòîé â èñïîëüçîâàíèè, íî è 

"óäîáíîé" â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ àâòîìà-

òèçèðîâàííîãî âûâîäà ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè íà ïðèíòåð èëè ãðà-

ôîïîñòðîèòåëü, à òàêæå îáëàäàòü íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ. Àíàëèç 

èìåþùèõñÿ èññëåäîâàíèé ïî äàííîé ïðîáëåìå âûÿâèë ñëåäóþùåå: 

- äëÿ èçîáðàæåíèÿ ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà áóìàãå, èñïîëü-

çóåòñÿ êîìïëåêñíûé ÷åðòåæ Ðàäèùåâà-Ìåìêå, êîòîðûé íå äîñòàòî÷íî 

ïîëíî îòîáðàæàåò èíôîðìàöèþ îá èññëåäóåìîì ìíîãîêîìïîíåíòíîì 

âåùåñòâå; 

- ñîçäàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè (ÃÌ) èññëåäóåìîãî âåùåñòâà 

ïîçâîëÿåò àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ãðàôè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ìíî-

ãîôàêòîðíûõ çàâèñèìîñòåé íà ÷åðòåæå è íà ýêðàíå ÏÊ, ýòî â äàëü-

íåéøåì ïîçâîëèò èññëåäîâàòåëþ íàãëÿäíî è áûñòðî îöåíèâàòü ñâîé-

ñòâî âåùåñòâà, óïðàâëÿòü îïòèìàëüíûì ñîñòàâîì è êîððåêòèðîâàòü 

âûáîð îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé âõîäíûõ ôàêòîðîâ. 

Â òðóäàõ Â.Í.Ïåðâèêîâîé [1] è èññëåäîâàòåëåé åå íàïðâëåíèÿ [2 - 

7] îñâåùåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ãðàôè÷åñêèõ è ãðàôîàíàëèòè÷åñêèõ 

ìîäåëåé èññëåäóåìûõ ìíîãîôàêòîðíûõ çàâèñèìîñòåé, äëÿ ïîñòðîåíèÿ 

÷åðòåæà êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ êîìïëåêñíûé ÷åðòåæ Ðàäèùåâà-

Ìåìêå. Çäåñü çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ïîâåðõ-

íîñòü îòêëèêà èññëåäóåìîé ôóíêöèè, âûíîñèòñÿ íà "âòîðîé ïëàí". 

Çàäà÷à ïîèñêà ýêñòðåìóìà ïîâåðõíîñòè îòêëèêà ðåøàåòñÿ ãðàôè÷å-

ñêè. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå Ë.À.Öûïûëîâîé "Ïîèñê îñîáûõ ýëåìåí-

òîâ ýìïèðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðîñòðàíñòâ Å3, Å4 ïðè ïîìîùè ãðà-

ôîàíàëèòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà" [5] ïîèñê 

ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè îòêëèêà ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà: 1-

é ýòàï - ýòàï ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà, çäåñü îï-

ðåäåëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ îáëàñòü ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè 

îòêëèêà ïðè ïîìîùè ëèíèè íàèáîëüøåãî ñêàòà ïëîñêîñòè, êàñàòåëü-
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íîé ê ÏÎ; 2-é ýòàï - ïëàíèðîâàíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, ãäå óòî÷íÿþòñÿ 

êîîðäèíàòû ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé èíäè-

êàòðèñû Äþïåíà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1. 

 
Ðèñóíîê 1 - Îïðåäåëåíèå ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ èíäèêàò-

ðèñû Äþïåíà íà ÷åðòåæå Ðàäèùåâà-Ìåìêå 

 
Çà îòíîñèòåëüíîé íàãëÿäíîñòüþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè 

ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, â ðàáîòå [5], ïî íàøåìó ìíåíèþ, èìåþò-

ñÿ íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ: 

1) êîìïëåêñíûé ÷åðòåæ Ðàäèùåâà íå äàåò ïîëíîé èíôîðìà-

öèè îá èññëåäóåìîì ñâîéñòâå âåùåñòâà; 

2) êðèâûå ÏÎ, ïîñòðîåííûå íà êîìïëåêñíîì ÷åðòåæå Ðàäè-

ùåâà, ñèëüíî èñêàæåíû; 

3) êàæäûé äèàìåòð ïðîõîäèò òîëüêî ÷åðåç äâå òî÷êè, à òðå-

òüÿ òî÷êà íå ó÷èòûâàåòñÿ; ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøàåòñÿ 

òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè ýêñòðåìóìà. 

Â èññëåäîâàíèè "Ãåîìåòðè÷åñêèå îñíîâû ôîðìèðîâàíèÿ äèíàìè-

÷åñêèõ ìîäåëåé ìíîãîôàêòîðíûõ ñèñòåì ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîöåññàì 

î÷èñòêè âîäû" [7] Ì.Ì.Âàñèëüåâà ðàçðàáîòàëà ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ãðà-

ôîàíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìíîãîôàêòîðíûõ ñèñòåì. Èçìåíåíèå çíà÷å-
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íèé âõîäíûõ ôàêòîðîâ âåäåò ê èçìåíåíèþ ãðàôîàíàëèòè÷åñêîé ìîäå-

ëè. Èíòåðïîëÿöèÿ ïîâåðõíîñòè îòêëèêà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ãèïåðïî-

âåðõíîñòü êàê íà ÷åðòåæå Ðàäèùåâà, òàê è íà àêñîíîìåòðè÷åñêîì 

÷åðòåæå. Íà íàø âçãëÿä, ñëàáîé ñòîðîíîé èññëåäîâàíèÿ 

Ì.Ì.Âàñèëüåâîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ 

ìèíèìàëüíîé òî÷êè ÏÎ ñ ïîìîùüþ àêñîíîìåòðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ 

íàãëÿäåí òîëüêî ïðè òðåõôàêòîðíîì ìàòåðèàëå, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 

2. Åñëè æå ÷èñëî âõîäíûõ ôàêòîðîâ áóäåò k≥4, òî èçîáðàçèòü ìíîãî-

ôàêòîðíóþ çàâèñèìîñòü â àêñîíîìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè íå ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ðàáîòå [8] äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà ïîâåðõíîñòè 

îòêëèêà ïðåäëàãàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèé è ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ñïîñî-

áû. Çäåñü, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé îáëàñòè òî÷êè ýêñòðåìóìà, 

ñíà÷àëà ïðîâîäÿò ïëàíèðîâàíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Çàòåì â ñòàöèîíàð-

íîé îáëàñòè ïðîâîäÿò ïëàíèðîâàíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, ãäå èñïîëüçóþò 

ñâîéñòâà èíäèêàòðèñû Äþïåíà. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîìïëåêñíûé ÷åð-

òåæ Ðàäèùåâà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 3. 

 
 

 

Ðèñóíîê 2 - Îïòèìèçàöèîí-
íàÿ çàäà÷à 

 
 

       Y 
 
 
 
 
 
        X2     X1 
 
 
 
 
        0       Õ1 

 
X1, X2 - âõîäíûå ôàêòîðû, Y- 

îòêëèê 
Ðèñóíîê 3 - Ñèñòåìà êîîðäèíàòíûõ 
îñåé íà ÷åðòåæå Ðàäèùåâà ïðè ðåàëè-
çàöèè äâóõôàêòîðíîãî ìàòåðèàëà 

 
Ïðåäëàãàåìûé ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî îïðå-

äåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè îòêëèêà äâóõ-, òðåõ- è ÷å-

òûðåõêîìïîíåíòíûõ âåùåñòâ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïîëíîãî êîì-

ïëåêñíîãî ÷åðòåæà, îïèñàííîì â ðàáîòàõ [9 -12]. Èñïîëüçóÿ ÏÊ×, â 

ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 4, óñòðàíÿþòñÿ íåäîñòàòêè ðàáîòû [8].  
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    Y  Y 
 
 
      X1 
 
    X2  X2   X2 
 
 
 
 
 
    0    X1   X2 
 

X1, X2 – âõîäíûå ôàêòîðû, Y – âûõîäÿùèé ôàêòîð (îòêëèê) 

Ðèñóíîê 4  -  Ñèñòåìà êîîðäèíàòíûõ îñåé ïîëíîãî êîìïëåêñíîãî 

÷åðòåæà ïðè ðåàëèçàöèè äâóõôàêòîðíîãî ìàòåðèàëà 
 

Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàòíûõ îñåé, ïðèâåäåííûõ íà ðèñóí-

êå 4, áóäåò ïðèìåðíî âûãëÿäåòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5. 

 
Ðèñóíîê 5  - Îïðåäåëåíèå ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè L1 2–ïîâåðõíîñòè 

îòêëèêà Ð1  
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Ã.ß.Òóëó÷åíêî, À.Í. Õîì÷åíêî, ².Î. Àñò³îíåíêî 

ÉÌÎÂ²ÐÍ²ÑÍ² ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÁÀÇÈÑÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É 

ÑÈÌÏËÅÊÑ²Â Ð²ÇÍÈÕ ÂÈÌ²ÐÍÎÑÒÅÉ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Àëãîðèòìè ðàíäîì³çîâàíèõ îá÷èñëåíü 

çíàõîäÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷ ç ð³çíèõ íàó-

êîâèõ ãàëóçåé. Âèêîðèñòàííÿ éìîâ³ðí³ñíèõ ï³äõîä³â ó ìåòîä³ ñê³í-

÷åííèõ åëåìåíò³â äîçâîëÿº, çîêðåìà, áóäóâàòè áàçèñí³ ôóíêö³¿ ñê³í-

÷åííèõ åëåìåíò³â, óíèêàþ÷è ïîáóäîâè ³ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ 

ð³âíÿíü íà â³äì³íó â³ä òðàäèö³éíîãî ï³äõîäó [1]. 

Áàçèñí³ ôóíêö³¿ ñèìïëåêñ-åëåìåíò³â º ãàðìîí³÷íèìè ôóíêö³ÿìè. 

À äëÿ ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é äîáðå â³äîì³ ìîíòå-êàðë³âñüê³ àëãîðèòìè 

¿õ â³äíîâëåííÿ [2]. Âèêîðèñòàííÿ â ÿêîñò³ îáëàñò³ âèïàäêîâèõ áëó-

êàíü ñèìïëåêñ-åëåìåíò³â äîçâîëÿº âñòàíîâèòè íîâ³ éìîâ³ðí³ñí³ âëàñ-

òèâîñò³ áàçèñíèõ ôóíêö³é öèõ ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. 

Àíàë³ç ïîïåðåäí³õ ïóáë³êàö³é. Â ðîáîò³ [3] áóëà ñôîðìóëüîâàíà 

ã³ïîòåçà ïðî ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòàííÿ ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò òî÷êè 

ñòàðòó ÷àñòèíêè, ÿêà áëóêàº ïî äâîâèì³ðíîìó àáî òðèâèì³ðíîìó ñèì-

ïëåêñó, â ÿêîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ¿¿ ïåðåõîäó ó âåðøèíè ñèìïëåêñó â îä-

íîêðîêîâ³é ñõåì³ áëóêàíü. Ïðèïóùåííÿ ´ðóíòóâàëîñÿ íà ðåçóëüòàòàõ 

îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â. À â ðîáîò³ [4] öÿ ã³ïîòåçà äîâåäåíà 

àíàë³òè÷íî. Âëàñòèâîñò³ âèïàäêîâèõ áëóêàíü ç îäíèì ñòàðòîì â k-
âèì³ðíîìó ñèìïëåêñ³ äîñë³äæåí³ â ñòàòò³ [5].  

Ö³ë³ ñòàòò³ (ïîñòàíîâêà çàäà÷³). Íà îñíîâ³ éìîâ³ðí³ñíèõ âëàñòè-

âîñòåé áàçèñíèõ ôóíêö³é ñèìïëåêñ³â ð³çíèõ âèì³ðíîñòåé âñòàíîâèòè 

õàðàêòåðèñòèêè îäíî÷àñíèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü ñèñòåìè n ÷àñòèíîê 
ïî öèì ñê³í÷åííèì åëåìåíòàì. 

© Ã.ß.Òóëó÷åíêî, À.Í. Õîì÷åíêî, ².Î. Àñò³îíåíêî, 2006 
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Îñíîâíà ÷àñòèíà. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâ³ áëóêàííÿ ïî 

äâîâèì³ðíîìó ñèìïëåêñó 321 UUU  ç ïîãëèíàþ÷èìè âóçëàìè ó âåðøè-

íàõ. Ó ëîêàëüí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ( )321 ;; ξξξ  áàçèñí³ ôóíêö³¿ öüîãî 

ñê³í÷åííîãî åëåìåíòó ìàþòü âèãëÿä [6]: 

 iiN ξ= ,  3 ;1=i .  

Â ðîáîò³ [4] äîâåäåíî, ùî éìîâ³ðí³ñòü ïîãëèíàííÿ áëóêàþ÷î¿ ÷àñ-

òèíêè ç ñòàðòîì â òî÷ö³ ( )321 ;; ξξξM  âóçëîì ñèìïëåêñó iU  íå çàëå-

æèòü â³ä òðàºêòîð³¿ áëóêàíü ³ ïîâí³ñòþ âèçíà÷àºòüñÿ çíà÷åííÿì áàçè-

ñíî¿ ôóíêö³¿ iN , ùî çâ’ÿçàíà ç âóçëîì iU , â òî÷ö³ ñòàðòó: 

 ( )( ) iii MNUMP ξξξξ ==→ )(;; 321 , 3 ;1=i .  

Öÿ éìîâ³ðí³ñíà âëàñòèâ³ñòü áàçèñíèõ ôóíêö³é ñèìïëåêñó äîçâî-

ëÿº âñòàíîâèòè íîâ³ õàðàêòåðèñòèêè îäíî÷àñíèõ áëóêàíü ìíîæèíè 

÷àñòèíîê. 

Òâåðäæåííÿ 1. Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ïåðåõ³äíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ç 

áóäü-ÿêî¿ òî÷êè, ùî âõîäèòü äî ìíîæèíè n òî÷îê, ÿê³ îäíî÷àñíî âè-

ïàäêîâèì ÷èíîì âêèíóò³ ó ñèìïëåêñ, ó âåðøèíó öüîãî ñèìïëåêñó äî-

ð³âíþº éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ç áàðèöåíòðà ìíîæèíè âêèíóòèõ òî÷îê â 

òó æ âåðøèíó ñèìïëåêñó. 

Äîâåäåííÿ. Â³äîìî [7], ùî ëîêàëüí³ êîîðäèíàòè áàðèöåíòðà 

( )0
3

0
2

0
10 ;; ξξξM  ñèñòåìè n òî÷îê âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ: 

 ∑
=

=
n

l

l
ii

n 1

0 1
ξξ ,  3 ;1=i . (1) 

Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ïåðåõ³äíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ç áóäü-ÿêî¿ òî÷-

êè, ùî âõîäèòü äî ìíîæèíè òî÷îê, ÿê³ îäíî÷àñíî âèïàäêîâèì ÷èíîì 

âêèíóò³ ó ñèìïëåêñ, ó âåðøèíó öüîãî ñèìïëåêñó âèçíà÷àºòüñÿ òàê: 

 ( ) ( ) ∑∑∑
===

==→=
n

l

l
i

n

l
li

n

l
ili

n
MN

n
UMP

n
m

111

111
ξ ,  3 ;1=i . (2) 

Ñï³âïàäàííÿ ïðàâèõ ÷àñòèí ôîðìóë (1) ³ (2) äîçâîëÿº çðîáèòè âè-

ñíîâîê, ùî øóêàíå ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ äîð³âíþº â³äïîâ³äí³é êî-

îðäèíàò³ áàðèöåíòðà ñèñòåìè âêèíóòèõ ó ñèìïëåêñ òî÷îê: 

 0
iim ξ= ,  3 ;1=i .  

Íàñë³äîê. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äîçâîëÿº ïðîâîäèòè ð³çíîìàí³òí³ 

óçàãàëüíåííÿ çàäà÷³ Áþôôîíà, ïåðåõîäÿ÷è â³ä êèäàííÿ ãîëêè íà 

ïëîùèíó äî âêèäàííÿ áàãàòîêóòíèê³â ó ñèìïëåêñ. Â öüîìó âèïàäêó 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945  141 

âåðøèíè âêèíóòèõ ó ñèìïëåêñ áàãàòîêóòíèê³â ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê òî÷-

êè ñòàðòó îäíî÷àñíèõ áëóêàíü ñèñòåìè n ÷àñòèíîê. 

Òâåðäæåííÿ 2. Ëîêàëüí³ êîîðäèíàòè áàðèöåíòðà ñèñòåìè n òî-

÷îê, âêèíóòèõ ó ñèìïëåêñ, çà éìîâ³ðí³ñòþ çá³ãàþòüñÿ äî ëîêàëüíèõ 

êîîðäèíàò áàðèöåíòðà ñèìïëåêñó 







3

1
;

3

1
;

3

1
0U , ÿêùî ê³ëüê³ñòü òî÷îê 

ñèñòåìè íåîáìåæåíî çðîñòàº ( )∞→n : 

 
3

11
limlim

1

0 == ∑
=∞→∞→

n

l

l
i

n
i

n n
ξξ ,  3 ;1=i .  

Äîâåäåííÿ. Çà çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë ñåðåäíº àðèôìåòè÷íå ñïî-

ñòåðåæåíèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè çà éìîâ³ðí³ñòþ çá³ãàºòüñÿ 

äî ¿¿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ. 

Ùîá ñêîðèñòàòèñÿ öèì çàêîíîì, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëîêàëüí³ êî-

îðäèíàòè òî÷îê ñòàðòó iξ  ( )3 ;1=i , ÿê íåïåðåðâí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè, 

ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ç â³äð³çêó [ ]1 ;0 , ³ çíàéäåìî ¿õ ìàòåìàòè÷í³ 

ñïîä³âàííÿ. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó â³äíîâèìî ³íòåãðàëüíó òà äèôåðåíö³-

àëüíó ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iξ . Ç ãåîìåòðè÷íèõ ì³-

ðêóâàíü éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî êîîðäèíàòà iξ  òî÷êè ñòàðòó ïðèéìå 

çíà÷åííÿ ìåíøå, í³æ *
iξ , çà ðèñ. 1 äîð³âíþº â³äíîøåííþ ïëîù³ òðà-

ïåö³¿ ABDE äî ïëîù³ ñèìïëåêñó ABC.   

Òðèêóòíèêè ÀÂÑ òà DÑE ïîä³áí³, òîìó ¿õ ïëîù³ ç âðàõóâàííÿì 

ïîçíà÷åíü, çðîáëåíèõ íà ðèñ. 1, â³äíîñÿòüñÿ ÿê 

 
( )

1

1 2

Д

Д i

ABC

DCE

S

S ξ−
= .  

Òîä³ ( )2
Д

Д

Д

ДД

Д

* 111)( i
ABC

DCE

ABC

DCEABC

ABC

ABDE
ii

S

S

S

SS

S

S
P ξξξ −−=−=

−
==< .  

Îòæå, ³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó íåïåðåðâíî¿ âèïàäêîâî¿ âå-

ëè÷èíè iξ  ìàº âèãëÿä: 

 ( )








>

≤<−−

≤

=

1якщо,1

10якщо,11

0якщо,0

)( 2

i

ii

i

iF

ξ
ξξ

ξ

ξ ,  

à ¿¿ äèôåðåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó â³äïîâ³äíî çàäàºòüñÿ òàê: 
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 ( )




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>

≤<−
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1якщо,0

10якщо,12

0якщо,0
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i

ii

i

if

ξ
ξξ
ξ

ξ .  

Òîä³ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè iξ  äîð³âíþº: 

 ( )
3

1
12)()(

1

0

1

0

=−== ∫∫ iiiiiii ddfM ξξξξξξξ .  

Òàêèì ÷èíîì, ñåðåäíº àðèôìåòè÷íå ñïîñòåðåæåíèõ çíà÷åíü iξ  çà 

éìîâ³ðí³ñòþ çá³ãàºòüñÿ äî â³äïîâ³äíî¿ êîîðäèíàòè áàðèöåíòðà ñèìï-

ëåêñó, òîáòî 1/3. Äîâåäåí³ òâåðäæåííÿ çàëèøàþòüñÿ â ñèë³ ïðè çðîñ-

òàíí³ âèì³ðíîñò³ ñèìïëåêñ³â. 

Òâåðäæåííÿ 3. Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ïåðåõ³äíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ç 

áóäü-ÿêî¿ òî÷êè, ùî âõîäèòü äî ìíîæèíè n òî÷îê, ÿê³ îäíî÷àñíî âè-

ïàäêîâèì ÷èíîì âêèíóò³ ó òðèâèì³ðíèé ñèìïëåêñ (òåòðàåäð), ó âåð-

øèíó öüîãî ñèìïëåêñó äîð³âíþº éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ç áàðèöåíòðà 

ìíîæèíè âêèíóòèõ òî÷îê â òó æ âåðøèíó ñèìïëåêñó. 

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3 â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä äîâåäåííÿ 

òâåðäæåííÿ 1 çðîñòàííÿì ïðîì³æêó çì³íè ³íäåêñó ³ äî 4 ;1=i . 

Òâåðäæåííÿ 4. Ëîêàëüí³ êîîðäèíàòè áàðèöåíòðà ñèñòåìè n òî-

÷îê, âêèíóòèõ ó òðèâèì³ðíèé ñèìïëåêñ (òåòðàåäð), çà éìîâ³ðí³ñòþ 

çá³ãàþòüñÿ äî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò áàðèöåíòðà ñèìïëåêñó 









4

1
;

4

1
;

4

1
;

4

1
0U , ÿêùî ê³ëüê³ñòü òî÷îê ñèñòåìè íåîáìåæåíî çðîñòàº 

( )∞→n : 

 
4

11
limlim

1

0 == ∑
=∞→∞→

n

l

l
i

n
i

n n
ξξ ,  4 ;1=i .  

Äîâåäåííÿ. Àëãîðèòì äîâåäåííÿ çàëèøàºòüñÿ òîé ñàìèé, ùî ³ 

äëÿ òâåðäæåííÿ 2. Àëå ó â³äïîâ³äíîñò³ äî çðîñòàííÿ âèì³ðíîñò³ çàäà÷³ 

ãåîìåòðè÷íà éìîâ³ðí³ñòü âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç îá’ºìè â³äïîâ³äíèõ ÷àñ-

òèí òåòðàåäðà. 

Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî êîîðäèíàòà iξ  òî÷êè ñòàðòó ïðèéìå çíà÷åí-

íÿ ìåíøå, í³æ *
iξ , çà ðèñ. 3 äîð³âíþº â³äíîøåííþ îá’ºìó çð³çàíî¿ ï³-

ðàì³äè 111 CBABCA  äî îá’ºìó òåòðàåäðà ABCD.   
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Ðèñóíîê 1 - Äâîâèì³ðíèé ñèìï-

ëåêñ 

Ðèñóíîê 2 -Òðèâèì³ðíèé ñèìï-

ëåêñ 

 

Òåòðàåäðè DCBA 111  òà ABCD  ïîä³áí³, òîìó ¿õ îá’ºìè ç âðàõóâàí-

íÿì ïîçíà÷åíü, çðîáëåíèõ íà ðèñ. 2, â³äíîñÿòüñÿ ÿê 

 
( )

1

1 3
111 i

ABCD

DCBA

V

V ξ−
= .  

Òîä³ 

 ( )3* 111)( 111111111
i

ABCD

DCBA

ABCD

DCBAABCD

ABCD

CBABCA
ii

V

V

V

VV

V

V
P ξξξ −−=−=

−
==< .  

Çâ³äñè ïîñë³äîâíî îòðèìóºìî, ùî 

 ( )








>

≤<−−

≤

=

1якщо,1

10якщо,11

0якщо,0

)( 3

i

ii

i

iF

ξ
ξξ

ξ

ξ ,  

 ( )








>

≤<−

≤

=

1якщо,0

10якщо,13

0якщо,0

)( 2

i

ii

i

if

ξ
ξξ

ξ

ξ ,  

 ( )
4

1
13)()(

1

0

2
1

0

=−== ∫∫ iiiiiii ddfM ξξξξξξξ .  

Ó âèïàäêó k-âèì³ðíîãî ñèìïëåêñó òâåðäæåííÿ íàáóâàþòü òàêîãî 

âèãëÿäó. 

Òâåðäæåííÿ 5. Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ïåðåõ³äíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ç 

áóäü-ÿêî¿ òî÷êè, ùî âõîäèòü äî ìíîæèíè n òî÷îê, ÿê³ îäíî÷àñíî âè-

ïàäêîâèì ÷èíîì âêèíóò³ ó k-âèì³ðíèé ñèìïëåêñ, ó âåðøèíó öüîãî 
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ñèìïëåêñó äîð³âíþº éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ç áàðèöåíòðà ìíîæèíè 

âêèíóòèõ òî÷îê â òó æ âåðøèíó ñèìïëåêñó. 

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5 â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä äîâåäåííÿ 

òâåðäæåííÿ 1 çðîñòàííÿì ïðîì³æêó çì³íè ³íäåêñó ³ äî 1 ;1 += ki . 

Òâåðäæåííÿ 6. Ëîêàëüí³ êîîðäèíàòè áàðèöåíòðà ñèñòåìè n òî-

÷îê, âêèíóòèõ ó k-âèì³ðíèé ñèìïëåêñ, çà éìîâ³ðí³ñòþ çá³ãàþòüñÿ äî 

ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò áàðèöåíòðà ñèìïëåêñó 







+++ 1

1
;...;

1

1
;

1

1
0

kkk
U , 

ÿêùî ê³ëüê³ñòü òî÷îê ñèñòåìè íåîáìåæåíî çðîñòàº ( )∞→n : 

 
1

11
limlim

1

0

+
== ∑

=∞→∞→ kn

n

l

l
i

n
i

n
ξξ ,  1 ;1 += ki .  

Äîâåäåííÿ. Ãåîìåòðè÷íà éìîâ³ðí³ñòü, ÿêà äîçâîëÿº â³äíîâèòè çà-

êîí âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè iξ , âèçíà÷àºòüñÿ â öüîìó âèïàäêó ÷åðåç ì³-

ðè â³äïîâ³äíèõ ÷àñòèí k-âèì³ðíîãî ñèìïëåêñó, ùî ïðèâîäèòü äî íà-
ñòóïíèõ ðåçóëüòàò³â: 
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



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
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1)()(

1

0

1
1

0
+

=−== ∫∫ −
k

dkdfM i
k

iiiiii ξξξξξξξ .  

Âèñíîâêè. Âñòàíîâëåí³ âëàñòèâîñò³ äîçâîëÿþòü áóäóâàòè åêîíîì³-

÷í³ ñõåìè îäíî÷àñíèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü ïî k-âèì³ðíèì ñèìïëåê-
ñàì. Âîíè ìîæóòü äîçâîëèòè, çîêðåìà, çìåíøèòè îáñÿãè îá÷èñëåíü 

çíà÷åíü ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿ ïðè íàáëèæåíîìó ³íòåãðóâàíí³. 
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ÓÄÊ 515.2 

Ë.Â.Óøàêîâ 

ÏÐÎÅÊÒÓÂÀÍÍß ÏÎÂÅÐÕÍ² Â²ÄÁÈÂÀ×À  

ÎÑÂ²ÒËÞÂÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÈËÀÄÓ Ù²ËÈÍÍÎÃÎ ÒÈÏÓ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Â í³÷íèé ÷àñ ï³ä ÷àñ ïðîâåäåííÿ àâàð³éíî-

ðÿòóâàëüíèõ ðîá³ò âèíèêàº ïðîáëåìà íàä³éíîãî îñâ³òëåííÿ âåëèêèõ çà 

ðîçì³ðàìè ì³ñöåâîñòåé. Íà ïðàêòèö³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ îñâ³òëþâàëüí³ 

ïðèëàäè, ïîâåðõí³ â³äáèâà÷³â ÿêèõ ñïðîåêòîâàíî íà îñíîâ³ ïàðà-

áîë³÷íèõ çàëåæíîñòåé, ³ ÿê³ ôîðìóþòü ïó÷îê ïðîìåí³â ó ìåæàõ 

„ñâ³òëîâîãî êîíóñà”. Äëÿ îñâ³òëåííÿ âåëèêèõ ïëîù ì³ñöåâîñòåé òàê³ 

ïðèëàäè íåîáõ³äíî ïåð³îäè÷íî ðóõàòè (òîáòî ñêàíóâàòè ì³ñöåâ³ñòü), 

ùî äîäàº äîäàòêîâ³ âèìîãè äî êîíñòðóêö³é ¿õ êð³ïëåíü. Òîìó àêòó-

àëüíèìè áóäóòü äîñë³äæåííÿ, ñïðÿìîâàí³ íà ïîøóê ôîðìè íåðóõîìî-

ãî â³äáèâà÷à, çäàòíîãî çîñåðåäèòè â³äáèò³ ïðîìåí³ â ïðîñòîð³, 

â³äì³ííîìó çà „ñâ³òëîâèé êîíóñ”, íàïðèêëàä, ù³ëèííî¿ êîíñòðóêö³¿.  

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü òà ïóáë³êàö³é. Îñíîâó ãåîìåòðè÷íîãî 

ìîäåëþâàííÿ â³äáèâà÷³â ïðîìåí³â ìåòîäàìè ñèíòåòè÷íî¿ ãåîìåòð³¿ 

ñêëàäàþòü ðîáîòè ïðîôåñîðà Î.Ë.Ï³äãîðíîãî [1]. Äëÿ ñêëàäàííÿ 

êîìï’þòåðíèõ àëãîðèòì³â ðîçðàõóíêó â³äáèâà÷³â îñâ³òëþâàëüíèõ 

ïðèëàä³â á³ëüø çðó÷íèì áóäå àíàë³òè÷íèé îïèñ â³äáèâàëüíî¿ ïîâåðõí³ 

[2]. 

© Ë.Â.Óøàêîâ, 2006 
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Îïèñàòè ïîâåðõíþ â³äáèâà÷à, çäàòíîãî çîñå-

ðåäèòè â³äáèò³ ïðîìåí³ â ïðîøàðêó îá’ºìó ïðîñòîðó, îáìåæåíîãî äâî-

ìà ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè (òîáòî ïîâåðõíþ â³äáèâà÷à ù³ëèííîãî 

òèïó). 

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Îáåðåìî ïîëîæåííÿ íåðóõîìî¿ ïðÿìîêóòíî¿ ñè-

ñòåìè êîîðäèíàò Oxyz òàê, ùîá ñåðåäèííà ïðÿìà ù³ëèíè âèçíà÷àëàñÿ 

êîîðäèíàòíîþ ïëîùèíîþ Oxz. Íåõàé ñèñòåìà êîîðäèíàò OXYZ º ðó-

õîìîþ ³ ïîâ’ÿçàíà ç íàïðÿìêîì âèïðîì³íþâàííÿ. Ñóì³ñòèìî „îäíî-

éìåííèìè” îñÿìè ç íåðóõîìîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò Oxyz, à ïîò³ì 

çä³éñíèìî ¿¿ îáåðò íàâêîëî îñ³ Oy íà êóò t. Îïèñàòè òàêèé îáåðò ìîæ-

íà ð³âíÿííÿìè 

   tztxX sincos += ;       yY = ;        tztxZ cossin +−= .       (1) 

Â ðóõîì³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò OXYZ çàäàìî ïàðàáîëî¿ä îáåðòàííÿ 

ç ôîêóñîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ³ ç  â³ññþ îáåðòàííÿ OZ:  

22 uvX −= ;      uY = ;    
22

2 p

p

v
Z −= ,                          (2) 

äå p – ïàðàìåòð ôîðìè ïàðàáîëî¿äà. 

Ââàæàòèìåìî, ùî çàâäÿêè ïåðåì³ùåííþ ðóõîìî¿ ñèñòåìè êîîð-

äèíàò OXYZ ïàðàáîëî¿ä îáåðòàííÿ ñâîºþ â³ññþ OZ «â³äñë³äêîâóâàòè-

ìå» íåîáõ³äíèé íàïðÿì ïàðàëåëüíèõ ïðîìåí³â, äå êóò-ïàðàìåòð t çì³-

íþºòüñÿ ó ìåæàõ tMIN ≤ t ≤ tMAX. ßêùî äæåðåëî ñâ³òëîâèõ ïðîìåí³â 

ðîçòàøóâàòè ó ñï³ëüíîìó ôîêóñ³ ñ³ì’¿ êîíôîêàëüíèõ ïàðàáîëî¿ä³â 

îáåðòàííÿ, òî øóêàíà ïîâåðõíÿ â³äáèâà÷à ñï³âïàäàòèìå ç îáâ³äíîþ 

åëåìåíò³â ö³º¿ ñ³ì’¿. 

Äëÿ îïèñó åëåìåíòà ñ³ì’¿ êîíôîêàëüíèõ ïàðàáîëî¿ä³â íåîáõ³äíî 

íà îñíîâ³ âèðàç³â (1) ³ (2) óòâîðèòè ñèñòåìó ð³âíÿíü  

tztxuv sincos22 +=− ;  yu = ;   tztx
p

p

v
cossin

22

2

+−=− . (3) 

Ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè (3) â³äíîñíî x, y ³ z, îäåðæèìî îïèñ 

ïàðàáîëî¿äà ç ôîêóñîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïîâåðíóòîãî íàâêîëî îñ³ 

Oy íà êóò t: 

               ]cos2sin)[(
2

1 2222
uvtptpv

p
x −−−= ∓ ; 

        uy = ;   ]sin2cos)[(
2

1 2222 uvtptpv
p

z −±−= .            (4) 
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Òóò âåðõí³ çíàêè íåîáõ³äíî îáèðàòè ïðè â³ä’ºìíèõ çíà÷åííÿõ ïà-

ðàìåòðà t, à íèæí³ – ïðè äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ. Äëÿ îïèñó îáâ³äíî¿ 

ñ³ì’¿ êîíôîêàëüíèõ ïàðàáîëî¿ä³â âèäó 

t
p

vp
utvx sin

2
coscos

22 −
+= ;  uvy sin= ;  t

p

vp
utvz cos

2
cossin

22 −
−=    (5) 

íåîáõ³äíî çàëó÷èòè ÿêîá³àí [4, 5] 

         u
p

vpv

tvuD

zyxD
vuJ cos

2

)(

),,(

),,(
),(

2

222 +
−== .                    (6) 

Ç ð³âíÿííÿ J(u, v) = 0 â³äíîñíî ïàðàìåòðà u îäåðæóºìî êîð³íü u 

= π/2. Ï³äñòàâèâøè u = π/2 ó ôîðìóëè (5), ìàºìî ð³âíÿííÿ îáâ³äíî¿ 

      u
p

pv
x sin

2

22 −
−= ;     vy = ;       u

p

pv
z cos

2

22 −
= .      (7) 

Îòæå, â³äáèâàëüíà ïîâåðõíÿ ñêëàäàòèìåòüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí. À 

ñàìå, ç äâîõ ôðàãìåíò³â ìèòòºâîãî ïîëîæåííÿ ïàðàáîëî¿äà îáåðòàííÿ 

- ë³âîãî ï³âïàðàáîëî¿äà ³ ïðàâîãî ï³âïàðàáîëî¿äà ïðè çíà÷åííÿõ ïàðà-

ìåòðà t = tMIN ³  t = tMAX, à òàêîæ ç ÷àñòèíè ïîâåðõí³ áîêîâèí â³äáè-

âà÷à. Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî ñ³ì’þ êîíôîêàëüíèõ ïàðàáîëî¿ä³â (4) (ïðè 

ð = 2), êîìïîíåíòè íåðóõîìîãî â³äáèâà÷à, à òàêîæ àêñîíîìåòð³þ íî-

âî¿ â³äáèâàëüíî¿ ïîâåðõí³. 

Äëÿ äîñë³äæåííÿ â³äáèâàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê çàïðîïîíîâàíîãî 

ðåôëåêòîðà ñë³ä âèçíà÷èòè íàïðÿì â³äáèòîãî ïðîìåíÿ. Íåõàé ïîâåðõ-

íþ R îïèñàíî ó âèãëÿä³ x=x(u, v); y=y(u, v); z=z(u, v), à äæåðåëî 

ïðîìåí³â ðîçòàøîâàíî ó òî÷ö³ S(xS, yS, zS). Â³äáèòèé ïðîì³íü äîö³ëü-

íî âèçíà÷àòè çà äîïîìîãîþ óÿâíîãî äæåðåëà ïðîìåí³â [2]. 

Òâåðäæåííÿ 1. Êîîðäèíàòè òî÷êè M(xM ,yM, zM) - ÿê óÿâíîãî 

äæåðåëà ïðîìåí³â - ñë³ä îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëàìè: 

    kmxx SM 2−= ;      knyy SM 2−=       ³    klzz SM 2−= ,        (8) 

äå   222

)()()(

lnm

lzznyymxx
k SSS

++
−+−+−

= ;
),(

),(

vu

zy
m

∂

∂
= ; 

),(

),(

vu

xz
n

∂

∂
= ; 

),(

),(

vu

yx
l

∂

∂
= . 

Òîä³ â³äáèòèé â³ä ïîâåðõí³ R â òî÷ö³ P(x, y, z) ïðîì³íü âèçíà÷à-

òèìåòüñÿ ôîðìóëàìè: 

qxxxx MBID )( −−= ;  qyyyy MBID )( −−= ;  qzzzz MBID )( −−= ,     (9)     

äå q – ïàðàìåòð òî÷êè íà â³äáèòîìó ïðîìåí³. 
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Ðèñóíîê 1 - Ñ³ì’ÿ êîíôîêàëüíèõ  ïàðàáîëî¿ä³â, êîìïîíåíòè  

íåðóõîìîãî â³äáèâà÷à òà àêñîíîìåòð³ÿ â³äáèâàëüíî¿ ïîâåðõí³ 

 

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî ïîâåðõíÿ „ï³âïàðàáîëî¿äà” îïèñàíà ó ïàðà-

ìåòðè÷íîìó âèãëÿä³ (4), òî êîîðäèíàòè âåêòîðà íîðìàë³ ó òî÷ö³ ïà-

ä³ííÿ ïðîìåíÿ x=x(u, v); y=y(u, v); z=z(u, v) ñë³ä îá÷èñëþâàòè çà 

ôîðìóëàìè: 
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22

22 sincos
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22 cossin
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uvp

tptuv
vvul

−

−
=

∓
,                      (10) 

äå t – êóò íàõèëó ïàðàáîëî¿äà â³äíîñíî âåðòèêàëüíî¿ îñ³ (âåðõí³ çíàêè 

íåîáõ³äíî îáèðàòè ïðè â³ä’ºìíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà t, à íèæí³ – 

ïðè äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ). 

Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî ð³âíÿííÿ „áîêîâèí” îïèñàíî ó âèãëÿä³ (7), 

òî êîîðäèíàòè âåêòîðà íîðìàë³ ó òî÷ö³ x = x(u, v); y = y(u, v); z = 

z(u, v) ïàä³ííÿ ïðîìåíÿ ñë³ä îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëàìè: 

vpu
p

vum sin)(
2

1
),(

22 −−= ;
 

2

22

2

)(
),(

p

puu
vun

−
−= ; vpu

p
vul cos)(

2

1
),( 22 −= . (11) 

Òîä³ óÿâíå äæåðåëî ïðîìåí³â Ì(xM ,yM, zM) ìàòèìå êîîðäèíàòè 

(8), äå  

              44

22
2 2)sincos(2

pu

puuyvxvzp
pk SSS

−

++−−
= .             (12) 

Íàâåäåí³ òâåðäæåííÿ ïîêëàäåíî â îñíîâó ãåîìåòðè÷íîãî ìîäå-

ëþâàííÿ ïðîìåí³â, â³äáèòèõ â³ä ïåâíî¿ ä³ëÿíêè â³äáèâà÷à. Íà ðèñ. 2  

íàâåäåíî çîáðàæåííÿ â³äáèòèõ ïðîìåí³â äëÿ ïðàâî¿ áîêîâèíè íîâî¿ 

ïîâåðõí³ (òóò xS = 0; yS = 0; zS = 0). 

  

Ðèñóíîê  2 - Ïðîìåí³, ÿê³  â³äáèò³ â³ä ïðàâî¿ áîêîâèíè â³äáèâà÷à 

äëÿ ð³çíèõ íàïðÿì³â ïàä³ííÿ ïðîìåí³â 

 

Âèñíîâêè. Îïèñ â³äáèâàëüíî¿ ïîâåðõí³, ÿêà äîçâîëÿº êîíöåíòðó-

âàòè â³äáèò³ ïðîìåí³ ó ïðîøàðêó ïðîñòîðó, ñêëàäàºòüñÿ ç ð³âíÿíü (4) 

òà (7).  
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ÓÄÊ  515.2:517.2 

À.Í.Õîì÷åíêî, Ñ.Â.Ìîèñååíêî 

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÁÀÇÈÑÀ ËÈÍÅÉÍÎÉ 

3D– ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÈ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Ïðîáëåìà òðåõìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ÿâ-

ëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ ìåòîäîâ äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ. Â ñâÿçè ñ ðàç-

âèòèåì ÝÂÌ è ïîÿâëåíèåì ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ 

êðàåâûõ çàäà÷ âîçíèêëà èíòåðåñíàÿ ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ  ïðîáëåìà óñ-

òàíîâëåíèÿ è èçó÷åíèÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè àë-

ãåáðàèçàöèè (àïïðîêñèìàöèè). Ïî ìíåíèþ Çåíêåâè÷à è Ìîðãàíà [1]  

âñå ïðîöåññû àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 

ïî ñóùåñòâó ñîñòàâëÿþò åäèíîå öåëîå. Â ïîñëåäíèå ãîäû âñå áîëüøåå 

÷èñëî ñïåöèàëèñòîâ ïðèõîäèò ê ïîíèìàíèþ ýòîãî ôàêòà. Â íàñòîÿùåé 

ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà íàéòè õàðàêòåðíûå ÷åðòû, îáúåäèíÿþ-

ùèå â åäèíîå ñåìåéñòâî ÌÊÐ, ÌÊÝ, ÌÃÝ è ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Óñòà-

íîâëåíî, ÷òî âñå ýòè ìåòîäû ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóþò ïðèíöèï áàðè-

öåíòðè÷åêîãî óñðåäíåíèÿ óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ â ôèêñèðîâàííîì èëè 

òåêóùåì áàðèöåíòðå ñèñòåìû “ìàòåðèàëüíûõ” óçëîâ. Âêëþ÷åíèå â 

îáùåå ñåìåéñòâî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ óñ-

òàíîâëåíèþ âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ áàçèñà òðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà. 

© À.Í.Õîì÷åíêî, Ñ.Â.Ìîèñååíêî, 2006 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945  151 

Àíàëèç ïðåäøåñòâóþùèõ ïóáëèêàöèé è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. 

Ñèìïëåêñîì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò òåòðàýäð ñ 4-ìÿ óç-

ëàìè â âåðøèíàõ [2, 3, 4]. Ñèìïëåêñíûå ìîäåëè ñâÿçàíû ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ëèíåéíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ôóíêöèé â ýëåìåíòå: â äâóìåð-

íûõ çàäà÷àõ íà òðåóãîëüíèêå (3 óçëà), â  îäíîìåðíûõ – íà îòðåçêå 

ïðÿìîé (2 óçëà). Ýòè ìîäåëè îäíèìè èç ïåðâûõ íàøëè ïðèìåíåíèå â 

ÌÊÝ [2]. Èõ  èñïîëüçîâàëè Òýðíåð, Êëàô, Ìàðòèí è Òîïï (1956 ã.), 

Ñèíã (1957ã.), Ãàëëàãåð, Ïºäëîã è Áåéëàðä (1962ã.). Ñâîéñòâà ñèì-

ïëåêñíûõ àïïðîêñèìàöèé  èññëåäîâàëè Âèñìàíí (1963ã.), Îäåí (1967, 

1969ã.), Ôåëèïïà (1966ã.) è äðóãèå. Áàçèñíûå ôóíêöèè ëèíåéíîé èí-

òåðïîëÿöèè íà ñèìïëåêñå èíîãäà íàçûâàþò áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîð-

äèíàòàìè ñèìïëåêñà [2]. Ýòè êîîðäèíàòû,  ïðåäëîæåííûå Ì¸áèóñîì â 

1827ã., äîëãîå âðåìÿ ïðèìåíÿëèñü ïðåèìóùåñòâåííî â çàäà÷àõ ãåî-

ìåòðè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ. Â ïîñëåäíèå ãîäû êðóã ïîëåçíûõ ïðèëî-

æåíèé áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò çàìåòíî ðàñøèðèëñÿ [5]. Âïåð-

âûå óäàëîñü óñòàíîâèòü âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë áàðèöåíòðè÷åñêèõ êî-

îðäèíàò  è âåðîÿòíîñòíîå  ñîäåðæàíèå ñàìîé ïðîöåäóðû èíòåðïîëÿ-

öèè íà ñèìïëåêñå [6]. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ðàáîòû ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè 

ñâÿçåé ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íà ñèìïëåêñå ñ ìîíòå-êàðëîâñêîé 

îöåíêîé ôóíêöèè â òåêóùåé òî÷êå ýëåìåíòà. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå 

ïðèâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî íîâûõ âåðîÿòíîñòíûõ 

ñâîéñòâ áàçèñà, îáíàðóæåííûõ â ýêñïåðèìåíòàõ ñî ñëó÷àéíûìè áëóæ-

äàíèÿìè. 

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Ïîëèíîì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íà òåòðàýäðå 

èìååò âèä  

                        .),,( 4321 zyxzyx ααααϕ +++=                           (1) 

Ðàñ÷åòíûå óçëû ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ òåòðàýäðà À³ (ðèñ.1), 

÷èñëî ïàðàìåòðîâ â (1) ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó âåðøèí.  

 
Ðèñóíîê 1 -  Òðåõìåðíûé ñèìïëåêñ 
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Ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà (1) ñâîäèòñÿ  ê îïðåäå-

ëåíèþ ïàðàìåòðîâ іα  )4,1( =і . Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ïðåäóñìàòðèâàåò 

ñîñòàâëåíèå  íà îñíîâå (1) è ðåøåíèå  ÑËÀÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ìû 

ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ëèíåéíûé èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì íà îñ-

íîâå âåðîÿòíîñòíûõ  ïðåäñòàâëåíèé. Âûáåðåì âíóòðè òåòðàýäðà  ïðî-

èçâîëüíóþ òî÷êó Ì (x, y, z). Î÷åíü âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òî÷êà  Ì 

âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ðàâíîìåðíîãî 

ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî  ïîñòîÿííà è ðàâíà 1−∆ , ãäå ∆ - 

îáú¸ì òåòðàýäðà À1À2À3À4. Ñîåäèíèì òî÷êó Ì îòðåçêàìè ïðÿìûõ ñ 

âåðøèíàìè Ài. Ïðè ýòîì âíóòðè îñíîâíîãî òåòðàýäðà îáðàçóåòñÿ ÷å-

òûðå òåòðàýäðà ñ îáùåé âåðøèíîé Ì. Ñëó÷àéíûå ïåðåìåùåíèÿ âåð-

øèíû Ì ïðèâîäÿò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ îáú¸ìîâ ñîñòàâëÿþùèõ òåò-

ðàýäðîâ. Èíûìè ñëîâàìè,  îáú¸ì îòäåëüíîãî òåòðàýäðà, àññîöèèðî-

âàííîãî ñ âåðøèíîé Ài, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Îòíîøåíèå 

îáúåìà i∆  ê îáùåìó îáú¸ìó ∆îïðåäåëÿåò âêëàä óçëîâîãî çíà÷åíèÿ іϕ  

â çíà÷åíèå  ïîëèíîìà ),,( zухϕ  â òî÷êå Ì. Äëÿ ôóíêöèè ñëó÷àéíîé 

òî÷êè ìû ìîæåì ñîñòàâèòü äèñêðåòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû: 

Φ  1ϕ  2ϕ  3ϕ  4ϕ  

Ði 1Р  2Р  3Р  4Р  

Êàê âèäèì, ìû ïðèøëè ê çàäà÷å Ì¸áèóñà î òåòðàýäðå ñî ñìåù¸í-

íûì áàðèöåíòðîì. Ì¸áèóñ ïðèøåë ê áàðèöåíòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì 

â ïîèñêàõ îòâåòà íà âîïðîñ: êàê ðàñïðåäåëèòü åäèíè÷íóþ ìàññó ïî 

âåðøèíàì òåòðàýäðà Ài )4,1( =і , ÷òîáû áàðèöåíòð ñèñòåìû ìàòåðèàëü-

íûõ òî÷åê Ài îêàçàëñÿ â ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êå Ì? Òàêèì îá-

ðàçîì, âåðîÿòíîñòè Ð³ èç ïðèâåäåííîé âûøå òàáëèöû è áàðèöåíòðè÷å-

ñêèå  êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò è ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ãåîìåòðè÷åñêè 

÷åðåç îòíîøåíèÿ îáú¸ìîâ. Íàïðèìåð, 

,1
11 ∆

∆
== ξP  ãäå 

444

333

222

111

1

1

1

1

6

1

zyx

zyx

zyx

zyx

=∆ ,      

444

333

222
1

1

1

1

1

6

1

zyx

zyx

zyx

zyx

=∆ , 

∆ - îáú¸ì òåòðàýäðà À1À2À3À4; 1∆ - îáú¸ì òåòðàýäðà ÌÀ2À3À4. Îñ-

òàëüíûå ôóíêöèè )4,3,2( =ііξ  èìåþò âèä: іξ =
∆

∆ і , ãäå îïðåäåëèòåëü і∆  



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945  153 

îáðàçóåòñÿ èç ∆  çàìåíîé âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ýëåìåíòîâ ³ – 

îé ñòðîêè êîîðäèíàòàìè òåêóùåé òî÷êè Ì. Òåïåðü, ÷òîáû ïîñòðîèòü 

ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå 

îæèäàíèå ôóíêöèè ñëó÷àéíîé òî÷êè (ñì. òàáëèöó): 

                               ∑
=

⋅=
4

1

),,(),,(

i
ii zyxzyx ϕξϕ .      (2) 

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ),,( zyxiξ ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíû, ò.å. 

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Â îäíîøàãîâûõ ñõåìàõ ñëó÷àé-

íûõ áëóæäàíèé іξ  èãðàþò ðîëü ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé, à ñèìïëåêñ 

ñòàë óäîáíûì âû÷èñëèòåëüíûì øàáëîíîì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 

Ëàïëàñà ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà ãðàíèöå ïðîèçâîëüíîé ôîðìû [7]. 

Â òåðìèíàõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âûðàæåíèå (2) íàçûâàþò ñðåä-

íèì âîçíàãðàæäåíèåì çà âûõîä áëóæäàþùåé ÷àñòèöû â âåðøèíó 

ñèìïëåêñà. Ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñî ñëó÷àéíûìè áëóæäà-

íèÿìè (íà ìåëêèõ ñåòêàõ ñ òåòðàýäðàëüíûìè ÿ÷åéêàìè) ïîäòâåðäèëè 

ïðàâèëüíîñòü çàìåíû àïîñòåðèîðíûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé 
n

ni àï-

ðèîðíûìè iξ . Òàêàÿ çàìåíà ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò ïîëó÷åíèå ìîíòå-

êàðëîâñêîé îöåíêè. Ñõåìà áëóæäàíèé ñî ñëó÷àéíûì ñòàðòîì ïðåâðà-

ùàåòñÿ â êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó, åñëè âñå ãðàíè 

òåòðàýäðà ðàâíû, à òî÷êà Ì  çàôèêñèðîâàíà â åñòåñòâåííîì áàðèöåí-

òðå. Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ âïîëíå î÷åâèäíîé ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè 

ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ïî ÷åòûðåì èç-

âåñòíûì çíà÷åíèÿì â âåðøèíàõ ñèìïëåêñà.  Îá ýòîì è äðóãèõ ïðèìå-

íåíèÿõ ïðèíöèïà áàðèöåíòðè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ  ìîæíî ïðî÷èòàòü â 

[8, 9]. 

Ýêñïåðèìåíòû ñ ìíîãîêðàòíûìè è ìíîãîøàãîâûìè çèãçàãîïîäîá-

íûìè áëóæäàíèÿìè ïîçâîëèëè îáíàðóæèòü íîâîå ñâîéñòâî ïåðåõîä-

íûõ  âåðîÿòíîñòåé. Íèæå ïðèâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî 

ýòîãî ñâîéñòâà. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àéíóþ âûáîðêó èç òåòðàýäðîâ 

ñ îáùèì áàðèöåíòðîì Ì0, êîòîðûå âëîæåíû â îñíîâíîé òåòðàýäð 

(ðèñ.1). Òåòðàýäð íàçûâàåòñÿ âëîæåííûì â îñíîâíîé òåòðàýäð, åñëè 

åãî âåðøèíû  íàõîäÿòñÿ âíóòðè (âîçìîæíî, íà ãðàíèöå) îñíîâíîãî 

òåòðàýäðà. Ñëó÷àéíûé õàðàêòåð âûáîðêè îáóñëîâëåí ïðîèçâîëüíûì 

ïîâîðîòîì âëîæåííîãî òåòðàýäðà îêîëî áàðèöåíòðà Ì0, ðàâíîìåðíûì 
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ðàñòÿæåíèå èëè ñæàòèåì ê áàðèöåíòðó âëîæåííîãî òåòðàýäðà. Âåð-

øèíû âëîæåííîãî òåòðàýäðà îáîçíà÷èì ÷åðåç k, l, m, n. 

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïåðåõîäíîé âåðîÿò-

íîñòè èç âåðøèíû âëîæåííîãî òåòðàýäðà â âåðøèíó îñíîâíîãî òåòðà-

ýäðà ðàâíî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç áàðèöåíòðà âëîæåííîãî òåòðàýäðà 

â óêàçàííóþ âåðøèíó îñíîâíîãî òåòðàýäðà. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ïåðåõîäà 

èç âíóòðåííåé òî÷êè “k” îñíîâíîãî  òåòðàýäðà â åãî âåðøèíó “i” îïðå-

äåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì áàçèñíîé ôóíêöèè ).,,()( kkkiі zyxk ξξ =  Âû÷èñëèì 

íåïîñðåäñòâåííî ñðåäíåå çíà÷åíèå (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå) ïåðå-

õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïî ÷åòûðåì ìàðøðóòàì, ïðîëîæåííûì èç âåð-

øèí k, l, m, n âëîæåííîãî òåòðàýäðà â âåðøèíó 1 îñíîâíîãî òåòðàýäðà 
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îðäèíàòû áàðèöåíòðà âëîæåííîãî òåòðàýäðà. Àíàëîãè÷íî, );( 022 MP ξ=   

);( 033 MP ξ=   ).( 044 MP ξ=  

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèíû 

âëîæåííîãî òåòðàýäðà äî êàêîé-ëèáî ãðàíè îñíîâíîãî òåòðàýäðà  ðàâ-

íî ðàññòîÿíèþ îò ýòîé æå ãðàíè îñíîâíîãî òåòðàýäðà äî áàðèöåíòðà 

âëîæåííîãî òåòðàýäðà. 

Âûâîäû. Íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíîé ïðîöåäóðîé àëãåáðàèçàöèè 

ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè. Íà ñèìïëåêñàõ ýòî 

áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ìîäåëü ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïî 

ñèìïëåêñàì, èñïîëüçóþùàÿ áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû  â êà÷åñò-

âå ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé, ïðÿìî óêàçûâàåò íà ñâÿçü äðóãèõ ìåòî-

äîâ äèñêðåòèçàöèè ñ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ 

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà – ëó÷øèé ïðèìåð ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ñâÿçè. 

Àññîöèàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ  áàðèöåíòðîì ÿâëÿåòñÿ ðå-

çóëüòàòîì óäà÷íîãî ñî÷åòàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïîäõîäîâ è ìåõàíè÷å-

ñêèõ àíàëîãèé. Îáðàçíî ãîâîðÿ, áàðèöåíòð – ýòî õðàíèòåëü óñðåäíåí-

íîé èíôîðìàöèè î ñâîåì îêðóæåíèè.  
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Â êàòàëîãå äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ (ÄÝ) ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ (ÌÊÝ) øåñòèóãîëüíûå ÄÝ äîëãîå âðåìÿ íå çíà÷èëèñü âñëåäñòâèå 

îòñóòñòâèÿ óíèòàðíîãî áàçèñà. Êëàññè÷åñêèé èíòåðïîëÿöèîííûé ïî-

ëèíîì íà øåñòèóãîëüíîì äèñêðåòíîì ýëåìåíòå ñ øåñòüþ óçëàìè â 

âåðøèíàõ ñîäåðæèò øåñòü ïàðàìåòðîâ. Ïîïûòêà ïîñòðîèòü òàêîé ïî-

ëèíîì êàê ìîæíî ìåíüøåé ñòåïåíè àëãåáðàè÷åñêè íå óâåí÷àëàñü óñ-

ïåõîì, ò.ê. ìàòðèöà ÑËÀÓ îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 

ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íàÿ ñèììåòðèÿ ïðàâèëüíîãî øåñòè-

óãîëüíèêà. Ïîýòîìó èññëåäîâàòåëè ñòàëè ïðèìåíÿòü ãåîìåòðè÷åñêèå 

ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ áàçèñà, ÷òî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ äðîáíî-

ðàöèîíàëüíîãî áàçèñà ãåêñàãîíà [1]. Êàê èçâåñòíî, èñïîëüçîâàíèå 

äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî áàçèñà ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìè âû÷èñëèòåëüíû-

ìè òðóäíîñòÿìè, îñîáåííî ïðè âû÷èñëåíèè êðàòíûõ èíòåãðàëîâ â 

ðàñ÷åòàõ ïî ÌÊÝ. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óíèòàðíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî 

áàçèñà íà ãåêñàãîíå âïëîòü äî 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ îñòàâà-

ëàñü íåðåøåííîé. Â [2] ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 

áûë ïîñòðîåí ïåðâûé ïîëèíîìèàëüíûé ãåêñàãîíàëüíûé áàçèñ (ÏÁ). 

Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü, ýòîò áàçèñ èìååò íåêîòîðûå íåäîñ-

òàòêè. Ïîýòîìó ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíî óäîâëåòâîðÿþùåãî 

âñåì èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì áàçèñà ãåêñàãîíà îñòàåòñÿ îòêðû-

òîé. 

Àíàëèç ïðåäøåñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå [1] ñ ïîìîùüþ 

ñóïåðïîçèöèè ÷åòûðåõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ãåêñàãîí, ñòðî-

èòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé, êîòîðûå, îäíàêî, åùå íå îòâå÷àþò âñåì êà÷å-

ñòâàì áàçèñà. Ïîïûòêà óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ýòèõ ôóíêöèé (íîðìè-

ðîâêè) ïðèâîäèò èõ ê äðîáíî-ðàöèîíàëüíîìó âèäó. Ñóùåñòâóþò è 

äðóãèå ñõåìû ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ãåêñàãîíà ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, â [3] ïîñòðîåíà ñèñòåìà ôóíêöèé äëÿ 

ãåêñàãîíà, êîòîðàÿ, îäíàêî, òîæå îáëàäàåò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ. Â [4] 

ïðåäëîæåí ñèíòåç äâóõ íåñîâåðøåííûõ ñèñòåì ôóíêöèé (ïîëèíîìè-

àëüíûõ è äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ). Ïîëó÷åííûé áàçèñ óäîâëåòâîðÿåò 

èíòåðïîëÿöèîííîé ãèïîòåçå, íî îí äðîáíî-ðàöèîíàëüíûé. 

Ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà ãåêñàãîíà [2], íåìíîãî 

âèäîèçìåíèâ îòíîñèòåëüíî ïåðâîíà÷àëüíîé òðàêòîâêè, ìîæíî ñôîð-

ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëèíîìèàëüíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ 

äëÿ óçëà 1 ãåêñàãîíà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, 

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ 
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1) «ïàðàáîëè÷åñêîãî êîíóñà», ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç óçëû 2, 4, 6 è òî÷êó 

(1;0;1) (ðèñóíîê 1à), 

2) ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç óçëû 3, 5 è òî÷êó (1;0;1) (ðèñóíîê 

1á). 

   
         à)        á) 

Ðèñóíîê 1 – Ïîñòðîåíèå ÏÁ äëÿ ãåêñàãîíà 

 

Òîãäà áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ óçëà 1 èìååò âèä (ðèñóíîê 2): 

( ) ( )( )1212
6

1
, 2

1 ++−= xyxyxN .    (1) 

 

Ðèñóíîê 2 – Ïîëèíîìèàëüíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ óçëà 1 ( )yxN ,1  

 

Îñòàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè ìîæíî íàéòè èç 1N  ïîñëåäîâàòåëü-

íûì ïîâîðîòîì íà óãîë o60 . Òàêîé ÏÁ óäîâëåòâîðÿåò èíòåðïîëÿöèîí-

íûì óñëîâèÿì. Îäíàêî íà ñòîðîíàõ ãåêñàãîíà ôóíêöèè iN  íå ÿâëÿþò-

ñÿ ëèíåéíûìè, òîãäà êàê ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè óçëîâ ÄÝ 

âäîëü êàæäîé ñòîðîíû äîëæíû áûòü ëèíåéíûìè. Õîòÿ, ýòî íå ìåøà-

ëî òàêîìó áàçèñó äàâàòü áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû, ÷åì äðîáíî-

ðàöèîíàëüíûå áàçèñû [5]. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè îïòè-

ìàëüíûé ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ïîëèíîìèàëüíûé ãàðìîíè÷åñêèé áàçèñ 
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ãåêñàãîíà, êîòîðûé îòâå÷àë áû âñåì èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì è 

äàâàë áû íàèáîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû. 

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé øåñòèïàðàìåòðè÷åñêèé 

ïîëèíîì 

( ) 2
6

3
5

2
4321, yxxyxyxP iiiiii

i αααααα +++++= , ( )6,1=i .  (2) 

Ïîëîæèì 
6

1
1 =α . Òîãäà èç èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé 

( ) ijjji yxP δ=, , ( )6,1, =ji ,     (3) 

ãäå ijδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà, 

( ) 1,
6

1

=∑
=

yxP
i

i       (4) 

äëÿ óçëà 1 ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ áàçèñíóþ ôóíêöèþ: 

322
1

3

2

3

1

3

1

6

1

6

1
xyxxf +−+−= .    (5) 

Îñòàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè ìîæíî íàéòè èç 1f  ïîñëåäîâàòåëü-

íûì ïîâîðîòîì íà óãîë o60 . Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ èíòåð-

ïîëÿöèîííûå óñëîâèÿ, ôóíêöèÿ (5) îêàçàëàñü õóæå ôóíêöèè (1) – îíà 

îáëàäàåò òåì æå íåäîñòàòêîì íåëèíåéíîñòè íà ñòîðîíàõ ãåêñàãîíà è 

ïðèòîì ãîðàçäî ñèëüíåå îñöèëëèðóåò ïî îáëàñòè ÄÝ. 

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèåìîì âçâåøåííîãî óñðåäíåíèÿ [4], ñëîæèâ 

áàçèñû (1) è (5) ñ âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè 43  è 41  ïîëó÷èì íî-

âûé áàçèñ. Íàïðèìåð, äëÿ óçëà 1 (ðèñóíîê 3): 

3222
1

6

1

2

1

3

1

3

1

3

1

6

1
xxyyxxP +−−++= .   (6) 

Äëÿ ýòîãî áàçèñà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), (4). È õîòÿ îí ñíîâà 

òàêè íåëèíååí âäîëü ñòîðîí ãåêñàãîíà, ëàïëàñèàíû êàæäîé áàçèñíîé 

ôóíêöèè ðàâíû íóëþ, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü ïðî áàçèñ (1). Ýòî ñâîéñòâî 

äàåò ãàðàíòèþ ãàðìîíè÷íîñòè (ïî Ëàïëàñó) âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíê-

öèè íà ãåêñàãîíå [5]. 

Â ðàáîòå [6] ïðåäëîæåí êà÷åñòâåííî íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ 

ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà äëÿ øåñòèóçëîâîãî ãåêñàãîíàëüíîãî ÄÝ. Ñ 

ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðîèòñÿ ïî-

ëèíîìèàëüíûé áàçèñ ñòåïåíè âûøå ÷åì (2), â êîòîðîì èñêëþ÷åíû íå-

÷åòíûå ñòåïåíè y . Êîýôôèöèåíòû òàêîãî áàçèñà íàõîäÿòñÿ ñ íàïåðåä 

çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ óçëà 1 áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ 
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èìååò ñëåäóþùèé âèä (ðèñóíîê 4): 

+−+−−++= 223222
1 37646253,0

6

1

2

1
26535142,026535142,0

3

1

6

1
yxxxyyxxK  

44 05750560,006798191,0 yx ++ .       (7) 

 
Ðèñóíîê 3 – Ïîëèíîìèàëüíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ óçëà 1 ( )yxP ,1  

 

Òàêîé áàçèñ íå îòâå÷àåò óñëîâèÿì (3), (4), íî íåâÿçêè äîñòàòî÷-

íî ìàëû, è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ëàï-

ëàñèàíû êàæäîé áàçèñíîé ôóíêöèè íå ðàâíû íóëþ, õîòÿ â ñóììå 

êîìïåíñèðóþòñÿ è ïîëíîñòüþ «ãàñÿò» äðóã äðóãà. 

 

Ðèñóíîê 4 – Ïîëèíîìèàëüíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ óçëà 1 ( )yxK ,1  

 

Äîñòîèíñòâîì ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà (7), îòëè÷àþùèì åãî îò 

ïðåäûäóùèõ áàçèñîâ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîñòü â îáëàñòè ÄÝ è ñîõðàíåíèå 

ëèíåéíîñòè âäîëü ãðàíèöû ãåêñàãîíà. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ (7) òîæå 

ïðèãîäåí äëÿ ðàñ÷åòîâ. Ïðåäëîæåííûå áàçèñû áûëè ïðîòåñòèðîâàíû 

íà çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ïðå-

äåëàõ îáëàñòè ãåêñàãîíàëüíîãî ÄÝ, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü åäèíè÷-

íîãî ðàäèóñà, ïðè çàäàííûõ òåìïåðàòóðàõ â âåðøèíàõ: 0
1 10T = ; 

0
2 20T = ; 0

3 30T = ; 0
4 40T = ; 0

5 50T = ; 0
6 60T = . Ðåøåíèå óñòàíàâëèâàëîñü 

ìåòîäîì áàðèöåíòðè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (ÌÁÓ) [5]. 
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Âûáåðåì âåðøèíó 1 ãåêñàãîíàëüíîãî ÄÝ â òî÷êå )0;1( , îñòàëüíàÿ 

íóìåðàöèÿ – ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ÌÁÓ ñ 

èñïîëüçîâàíèåì áàçèñîâ (1), (6), (7) ñðàâíèâàþòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè, ïî-

ëó÷åííûìè ìåòîäîì ñåòîê (èòåðàöèÿìè Ëèáìàíà) è ìíîãîøàãîâûìè 

áëóæäàíèÿìè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (òàáë. 1). 

Òàáëèöà 1 

Òåìïåðàòóðû â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ ãåêñàãîíàëüíîãî ÄÝ 

Çíà÷åíèå â òî÷êå ( )ii yx ,  

Ïî ÌÁÓ ñ èñïîëüçîâàíèåì áàçèñà 
òî÷êà 

( )ii yx ,  Ïî ìåòîäó ñå-

òîê 

Ïî ìåòîäó Ìîí-

òå-Êàðëî (1) (6) (7) 

( )0;0  35 35,133 35 35 35 









0;

2

1
 27,325 27,401 25 26,875 27,257 










6

3
;

2

1
 22,537 22,781 18,333 21,667 22,538 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè, íî ïðè óñëîâèè òåï-

ëîèçîëÿöèè âäîëü ÷àñòè ãðàíèöû, çàõâàòûâàþùåé óçëû 1 è 6. Ðàñ-

÷åòíûå ôîðìóëû ÌÁÓ ïðèâåäåíû â [7]. Â àëãîðèòìå ðàñ÷åòà ïî ìåòî-

äó Ìîíòå-Êàðëî äëÿ òåïëîèçîëèðîâàííîé ãðàíèöû ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ 

èäåàëüíîå îòðàæåíèå áëóæäàþùåé ÷àñòèöû. 

Òàáëèöà 2 

Òåìïåðàòóðû â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ ãåêñàãîíàëüíîãî ÄÝ 

ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé ÷àñòüþ ãðàíèöû  

Çíà÷åíèå â òî÷êå ( )ii yx ,  

Ïî ÌÁÓ ñ èñïîëüçîâàíèåì áàçèñà 
òî÷êà 

( )ii yx ,  Ïî ìåòîäó Ìîíòå-

Êàðëî (1) (6) (7) 

( )0;0  35,058 35 35 35 









0;

2

1
 33,684 24,444 30 29,833 








− 0;
2

1
 36,971 39,355 38,571 38,437 

Âûâîäû. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû äëÿ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåí-

öèàëüíûõ ïîëåé íà ãåêñàãîíàëüíîì ÄÝ (ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè â 

âåðøèíàõ) ïîêàçûâàþò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè, 

èìåííî ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ (7) âûèãðûâàåò â êîíêóðåíöèè ñ äðó-
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ãèìè ïîëèíîìèàëüíûìè áàçèñàìè. Áîëåå òîãî, ìíîãî÷èñëåííîå òåñòè-

ðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî îí äàåò ïîãðåøíîñòè ïðàêòè÷åñêè òàêèå æå, 

êàê è äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå áàçèñû, à ýòî ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ïëþ-

ñîì â åãî ñòîðîíó. Õîòÿ íåîáõîäèìî îòìåòèòü, áàçèñ (7) ýôôåêòèâåí 

äëÿ çàäà÷ ñ íåñèììåòðè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â òî âðåìÿ 

êàê äëÿ çàäà÷ ñ îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé çàäàííûõ óñëîâèé íåèç-

ìåííî ëèäèðóåò ïåðâûé ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ (1) [5]. Äëÿ çàäà÷ ñ 

òåïëîèçîëÿöèåé íà ãðàíèöå ãåêñàãîíàëüíîãî ÄÝ íåçàâèñèìî îò ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé áàçèñ (7) (êàê è äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå áàçèñû [7]) äà-

åò ëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ, ÷åì áàçèñ (1). 

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå êàòàëîãà áàçèñîâ äëÿ ãåêñàãîíàëüíîãî 

ÄÝ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòåëþ âàðüèðîâàòü èíñòðóìåíòàðèåì äëÿ ïîèñ-

êà íàèáîëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè òåõ èëè èíûõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è. 
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ÓÄÊ 515.2:518.1 

Î.Â. Öûáóëåíêî, È.À. Ëóðüå, Í.Â. Êîðíèëîâñêàÿ 

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÏÅÊÒÐÀ ÂÅÑÎÂÛÕ 

ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÊÓÁÀÒÓÐ ÒÈÏÀ ÃÀÓÑÑÀ - 

ËÅÆÀÍÄÐÀ ÍÀ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÎÌ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÌ 

ÝËÅÌÅÍÒÅ  

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Ïðåäñòàâëåíèå ñâîéñòâ, ÿâëåíèé, ïðîöåñ-

ñîâ, ñîñòîÿíèé ÷åðåç êðàòíûå èíòåãðàëû î÷åíü ðàñïðîñòðàíåíî â íà-

ó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ. Ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå âåëè-

÷èíû, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ â ïðåäå-

ëàõ íåêîòîðîé ïëîñêîé ôèãóðû èëè òåëà â ïðîñòðàíñòâå, âûðàæàþòñÿ 

äâîéíûìè èëè, ñîîòâåòñòâåííî, òðîéíûìè èíòåãðàëàìè, êîòîðûå ðàñ-

ïðîñòðàíÿþòñÿ íà ýòó ôèãóðó èëè òåëî. Ñþäà âêëþ÷àþòñÿ òàêèå îñ-

íîâíûå âåëè÷èíû, êàê ïëîùàäü, îáúåì, ìàññà, öåíòð ìàññ, ñòàòè÷å-

ñêèå ìîìåíòû è ìîìåíòû èíåðöèè.  

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â èíæåíåðíûõ ðàñ-

÷åòàõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàñ÷åòà ìàòðèö, êîòîðûå îïðåäåëÿþò 

ñâîéñòâà ýëåìåíòà, òàêèõ êàê ìàòðèöû æåñòêîñòè, ìàòðèöû ìàññ è 

ò.ä. Ïðè âû÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ ìàòðèö âîçðàñòàåò ñëîæíîñòü ïîäûí-

òåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, ÷òî äåëàåò àëãåáðàè÷åñêèå âûêëàäêè âåñüìà 

ãðîìîçäêèìè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ÷èñëåííîìó 

èíòåãðèðîâàíèþ, ïðè êîòîðîì ñòàíäàðòíûé èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ êó-

áàòóðíîé ñóììîé. Îòìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäà äèñêðåòíûõ 

ýëåìåíòîâ, êàê îòìå÷àë Çåíêåâè÷ [1], äàæå ëó÷øå, ÷òî èíòåãðàëû áó-

äóò âû÷èñëåíû ïðèáëèæåííî, à íå òî÷íî. Èçáûòî÷íàÿ æåñòêîñòü, êî-

òîðàÿ âîçíèêàåò êàê ñëåäñòâèå àïïðîêñèìàöèè äèñêðåòíûìè ýëåìåí-

òàìè, ìîæåò áûòü êîìïåíñèðîâàíà ïðèáëèæåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. 

Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ñãëàæèâàåò ïîãðåøíîñòü ñàìîãî ÌÊÝ êàê ÷èñëåí-

íîãî ìåòîäà. 

Ôîðìóëû, â êîòîðûõ âàðüèðóþòñÿ íå òîëüêî âåñîâûå êîýôôèöè-

åíòû, à è êîîðäèíàòû óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ (êóáàòóðû òèïà Ãàóññà - 

Ëåæàíäðà) äàþò íàèëó÷øóþ òî÷íîñòü, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò íàè-

áîëüøèé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàòåëåé. 

Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíûì âåñàì â ñïåê-

òðå. Òàêèå ìîäåëè íå ðåêîìåíäóþò ê ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ. 

 

© Î.Â. Öûáóëåíêî, È.À. Ëóðüå, Í.Â. Êîðíèëîâñêàÿ, 2006 
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Àíàëèç ïðåäøåñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé. Âîïðîñû ïðèáëèæåííîãî 

èíòåãðèðîâàíèÿ íà  äèñêðåòíûõ ýëåìåíòàõ ðàññìàòðèâàëèñü  â ðàáî-

òàõ Çåíêåâè÷à Î. [1], Ñåãåðëèíäà Ë. [2], Áåíåðäæè Ï. è Áàòòåðôèëäà 

Ð. [3]. Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ, ê ñîæàëåíèþ, äëÿ òðåóãîëüíîãî äèñêðåò-

íîãî ýëåìåíòà òðåòüåãî ïîðÿäêà áûëà äîïóùåíà îøèáêà, êîòîðàÿ 

âïëîòü äî âûõîäà â ñâåò êíèãè [4] òèðàæèðîâàëàñü äðóãèìè àâòîðàìè. 

Îøèáêà ñîñòîèò â íàðóøåíèè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó áàðèöåíòðè÷åñêèìè 

êîîðäèíàòàìè óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ è âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè 

êóáàòóðû. Àâòîðû óêàçàííûõ ïóáëèêàöèé íå ðåêîìåíäóþò ïîëüçî-

âàòüñÿ êóáàòóðíîé ôîðìóëîé èç-çà îòðèöàòåëüíîãî âåñà è îøèáîê îê-

ðóãëåíèÿ. Ìåæäó òåì, ãëàâíûì èñòî÷íèêîì ïîãðåøíîñòåé êóáàòóðû 

ÿâëÿåòñÿ íå îòðèöàòåëüíûé âåñ â öåíòðå øàáëîíà, à íåïðàâèëüíîå 

ðàñïîëîæåíèå ïåðèôåðèéíûõ óçëîâ. Â ðàáîòå [5] óêàçàííàÿ êóáàòóðà 

áûëà ðåàáèëèòèðîâàíà. Íåñîîòâåòñòâèå áûëî óñòðàíåíî. Îäíàêî, èç-çà 

íàëè÷èÿ îòðèöàòåëüíîãî âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà, íàðóøàåòñÿ ôèçè÷å-

ñêîå ïðàâäîïîäîáèå ñïåêòðà âåñîâ. 

Ïåðâûå ïîïûòêè ñòàòèñòè÷åñêè ñìîäåëèðîâàòü âåñîâûå êîýôôè-

öèåíòû áûëè îïèñàíû â ðàáîòàõ [6,7,8], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü êóáàòó-

ðû òèïà Íüþòîíà – Êîòåñà. Äëÿ òàêèõ ìîäåëåé îêàçàëîñü óäîáíî èñ-

ïîëüçîâàòü ñõåìû ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ ïîãëîùåíèÿìè â ãðàíè÷-

íûõ óçëàõ. Äëÿ ìîäåëåé òèïà Ãàóññà – Ëåæàíäðà òàêèå ñõåìû íå 

ïðèãîäíû. Íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñõåìû áëóæäàíèé ñ îòðàæàþ-

ùèìè ãðàíèöàìè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷à ñîñòîèò â ñòàòèñòè÷åñêîì íàõîæäåíèè 

âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ êóáàòóð òèïà Ãàóññà – Ëåæàíäðà íà òðå-

óãîëüíîì äèñêðåòíîì ýëåìåíòå ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ 

áëóæäàíèé 

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [5], äëÿ 

äèñêðåòíîãî ýëåìåíòà òðåòüåãî ïîðÿäêà (ðèñ. 1), ñóùåñòâóþò ñëåäóþ-

ùèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè óçëîâ èí-

òåãðèðîâàíèÿ è êóáàòóðàìè: 
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Äëÿ ìàðøðóòèçàöèè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ýëåìåíò íàêëàäû-

âàåòñÿ ñåòêà ñ òðåóãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè (ðèñ. 2). 

 

3 

2 1 

0 

 

 

2 1 

3 

0 

 

Ðèñóíîê 1 - Òðåóãîëüíûé äèñêðåòíûé  Ðèñóíîê 2 - Ìàðøðóòèçàöèÿ  
ýëåìåíò òðåòüåãî ïîðÿäêà  ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé 

Ñôîðìóëèðóåì ïðàâèëà äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â òðå-

óãîëüíîì ýëåìåíòå ñ îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè è ïîãëîùàþùèìè óç-

ëàìè. Òî÷êà ñòàðòà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì â îäíîì èç âíóò-

ðåííèõ óçëîâ ðåøåòêè. Åñëè ýòîò óçåë íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ðà-

ñ÷åòíûõ óçëîâ êóáàòóðû, òî áëóæäàþùàÿ ÷àñòèöà èìååò øåñòü ìàðø-

ðóòîâ (ðèñ. 2). Ïðè ïîïàäàíèè ÷àñòèöû íà ãðàíèöó îáëàñòè, îíà îò-

ðàæàåòñÿ îò íåå è âîçâðàùàåòñÿ â òîò óçåë òðåóãîëüíîé ðåøåòêè, èç 

êîòîðîãî âûøëà íà ãðàíèöó. ×àñòèöà ïîãëîùàåòñÿ òîëüêî óçëàìè èí-

òåãðèðîâàíèÿ. 

Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ êîîðäèíàò óçëîâ (1) è (3) äàëè 

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (òàáë. 1 è 2), êîëè÷åñòâî âûïóùåííûõ ÷àñòèö 

– 1000000; êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ êàæäàÿ ñòî-

ðîíà òðåóãîëüíèêà – 30. 

Òàáëèöà 1 

Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû äëÿ êîîðäèíàò (1) 

Êîîðäèíàòû óçëà Ýêñïåðèìåíò Òî÷íîå çíà÷åíèå 

0(1/3,1/3,1/3) 0,229995 -27/48≈ -0,5625 

1(3/5,1/5,1/5) 0,256893 25/48≈0,52083333 

2(1/5,3/5,1/5) 0,256955 25/48≈0,52083333 

3(1/5,1/5,3/5) 0,256157 25/48≈0,52083333 

Òàáëèöà 2 ïîäòâåðæäàåò ôèçè÷åñêîå ïðàâäîïîäîáèå ñïåêòðà êó-

áàòóðû (4). 
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Òàáëèöà 2 

Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû äëÿ êîîðäèíàò (3) 

Êîîðäèíàòû óçëà Ýêñïåðèìåíò Òî÷íîå çíà÷åíèå 

0(1/3,1/3,1/3) 0,296958 33/108≈0,30555556 

1(11/15,2/15,2/15) 0,234313 25/108≈0,23148148 

2(2/15,11/15,2/15) 0,234527 25/108≈0,23148148 

3(2/15,2/15,11/15) 0,234202 25/108≈0,23148148 

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïîëó÷àåì 

ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòð âåñîâ. Ïîýòîìó, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò 

àëüòåðíàòèâíóþ êóáàòóðó äëÿ óçëîâ (1). Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò 

èíòåðåñ ñðàâíåíèå «ýêñïåðèìåíòàëüíîé» êóáàòóðû (ÝÊ) ñ êóáàòóðîé 

(2) íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ. 

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ôóíêöèè [9]: 

 ( ) ( )( )22sin, yxyxf += π ; (à) 

 ( ) )exp(, yxyxf = ; (á) 

 ( )
( )

1

cos)]exp[sin(
,

2 +
=

y

xx
yxf . (â) 

Äëÿ ôóíêöèè à) õàðàêòåðíî áûñòðîå èçìåíåíèå ãðàäèåíòîâ ïî îá-

ëàñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, ãäå ÊÝ – ýòî ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, 

âïèñàííûé â îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, öåíòð òÿæåñòè êîòîðî-

ãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò (ðèñ. 3). Ôóíêöèè á) è â) â ïðåäå-

ëàõ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ èìåþò ìåäëåííî èçìåíÿþùèåñÿ ãðàäèåí-

òû (ðèñ. 4, 5). 

      
Ðèñóíîê 3 – Ãðàôèê ôóíêöèè (à) Ðèñóíîê 4 – Ãðàôèê ôóíêöèè (á) 

Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åí-

íûìè ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðî-

öåññîðà Maple (òàáëèöà 3). 
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Ðèñóíîê 5 – Ãðàôèê ôóíêöèè (â) 

Òàáëèöà 3 

Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ÝÊ è êóáàòóðû (2) 

Ôóíêöèÿ 
Ðåçóëüòàò 

Maple ÝÊ Ïîãðåøíîñòü 
Êóáàòóðà 

(2) 
Ïîãðåøíîñòü 

(à) 0,7344 0,4807 34,54 0,9780 33,19 

(á) 1,307 1,301 0,46 1,302 0,38 

(â) 1,158 1,224 5,69 1,148 0,86 

 

Âûâîäû. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñïåêòðû âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ 

äëÿ óçëîâ (1) áûëè ïîëó÷åíû, èñïîëüçóÿ òîò æå àëãîðèòì, ÷òî è äëÿ 

óçëîâ (3). Îäíàêî, «ýêñïåðèìåíòàëüíî» ïîëó÷åííàÿ êóáàòóðà ñ êàçà-

ëîñü áû ôèçè÷åñêè ïðàâäîïîäîáíûì ñïåêòðîì âåñîâ «äàåò» õóäøèé 

ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà îòðèöàòåëüíûé âåñ, êóáàòóðà 

(2) ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ. Ïðåäîñòåðåæåíèÿ, 

êîòîðûå ñóùåñòâóþò â ëèòåðàòóðå [1,2], íå âñåãäà îïðàâäàíû. Ïðåä-

ñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå êóáàòóð Ãàóññà – Ëåæàíäðà íà òðåõ-

ìåðíûõ ýëåìåíòàõ è ýëåìåíòàõ äðóãèõ êîíôèãóðàöèé. 
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ÔÎÐÌÎÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Âîïðîñû èññëåäîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ 

ïðîöåññîâ â ïðîìûøëåííîñòè (íàïðèìåð, äîáû÷à íåôòè è ãàçà, 

ôèëüòðîâàíèå), ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé (â ÷àñòíîñòè, ýðîçèè  

ïî÷â, íàñòóïëåíèÿ ïóñòûíü) è ò.ä. ÷àñòî òðåáóþò ïðîâåäåíèÿ âèðòó-

àëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ïîñòðîåíèåì êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé èçìåíå-

íèÿ îáúåêòîâ âî âðåìåíè ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë. Äëÿ èñïîëüçî-

âàíèÿ âñåõ âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðíîé òåõíèêè íåîáõîäèìà ðàçðà-

áîòêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé îáúåêòîâ, ïðîöåññîâ 

è ÿâëåíèé. 

© À.Â. ×åðíèêîâ, 2006 
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Â ÷àñòíîñòè, âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ ôîðìû îáúåêòà, êîòîðàÿ 

ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîä äåéñòâèåì çàäàííûõ ôàêòîðîâ. 

Äàííàÿ ïðîáëåìà âîçíèêëà ïðè èññëåäîâàíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ àñïåêòîâ 

ïðîöåññà ôèëüòðîâàíèÿ ñóñïåíçèé â ïðîìûøëåííîñòè è êîììóíàëüíîì 

õîçÿéñòâå, íî ðåçóëüòàòû è ìîäåëè, ïîëó÷åííûå äëÿ ýòîé çàäà÷è, 

ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà äðóãèå äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû. 

Àíàëèç ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé è ïóáëèêàöèé. Âîïðîñàì êîìïüþ-

òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïîñëåäíåå 

âðåìÿ óäåëÿåòñÿ âñå áîëüøå âíèìàíèÿ. Ðÿä ìåòîäîâ îñíîâàí íà èñ-

ïîëüçîâàíèè ôèçè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé [1], äðóãèå – âîçìîæíîñòåé 

ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè [2, 3], òðåòüè – íà èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ 

ïðåîáðàçîâàíèé, â ÷àñòíîñòè, êîíôîðìíûõ. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ 

ïðåäñòàâëÿåò îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîäõîäîâ, íàïðèìåð, èññëåäîâàíèå 

(ìîäåëèðîâàíèå) íåêîòîðîãî ïðîöåññà â ïðîñòåéøåé îáëàñòè (êðóãå) à 

çàòåì åãî ðàñïðîñòðàíåíèå íà çàäàííóþ îáëàñòü. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàçâèòèå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáó-

ñëàâëèâàåò àêòóàëüíîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ôîðìîîáðàçî-

âàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, â òîì ÷èñëå è ìåòîäîâ âè-

çóàëèçàöèè ñ âîçìîæíîñòüþ èíòåðàêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè 

ïðîöåññà [4]. Òàê êàê èìåííî ôîðìà ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì 

èçìåíåíèé ãåîìåòðèè îáúåêòà, íåîáõîäèìî ïðåäëîæèòü ìåòîäû ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ãðàíèö 2-D è 3-D îáúåêòîâ, ìåíÿþùèõñÿ ñ òå÷åíèåì âðå-

ìåíè ïîä âëèÿíèåì çàäàííûõ ôèçè÷åñêèõ è/èëè òåõíîëîãè÷åñêèõ 

ôàêòîðîâ. 

Îñíîâíîé ìàòåðèàë. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ðÿäà ýêñïåðèìåíòîâ [5, 6], 

áûëî ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî êðèâûõ, êàê ìãíîâåííûõ ãðàíèö íåêîòîðîãî 

îáúåêòà (ñëîé îñàäêà ïðè ôèëüòðîâàíèè), äëÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìî 

ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ 

ýòîé çàäà÷è ìîæåò áàçèðîâàòüñÿ íà ïîíÿòèè êâàçè-ýêâèäèñòàíòíûõ 

íîðìàëüíî-ñìåùåííûõ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé [7]. 

Ïðè ñîçäàíèè ìîäåëè ïðèíÿò ðÿä äîïóùåíèé: áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî 

÷àñòèöû, âçâåøåííûå â æèäêîñòè, èìåþò îäèíàêîâûé ðàçìåð; ñêî-

ðîñòü ÷àñòèöû ïðè ôèëüòðîâàíèè ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ êîìïîíåíò – 

îñåäàíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è äâèæåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíî 

òåêóùåé ïîâåðõíîñòè ôèëüòðîâàíèÿ çà ñ÷åò ïåðåïàäà äàâëåíèé. Îïè-

øåì óòî÷íåííûé àëãîðèòì èõ ïîñòðîåíèÿ (ñì. ðèñ. 1). 
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Ðèñóíîê 1 – Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ 

1. Íà èñõîäíîé êðèâîé âûáèðàåì ðÿä îïîðíûõ òî÷åê 

{ n
AAA 0

2
0

1
0 ,,, … } è ñòðîèì â êàæäîé èç íèõ åäèíè÷íóþ íîðìàëü 

{ nin
i ,,10 …
� = }; 

2. Îòêëàäûâàåì ïî êàæäîé íîðìàëè âåëè÷èíó l0 (â ñëó÷àå ôèëüò-

ðîâàíèÿ ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ îïûòíûì ïóòåì è çàâèñèò îò 

ñâîéñòâ ñóñïåíçèè è ôèëüòðîâàëüíîé ïåðåãîðîäêè, â äðóãèõ – çàäàåò-

ñÿ èñõîäÿ èç çàêîíîìåðíîñòåé ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà); 

3. Îò êîíöîâ ïîëó÷åííûõ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêîâ îòêëàäûâàåì 

ïîñòîÿííûé âåêòîð äëèíîé g (íà ðèñ. 1 îí îòëîæåí âåðòèêàëüíî 

ââåðõ) è ÷åðåç ïîëó÷åííûå òî÷êè { 1,,, 21 =jAAA n
jjj … } ïðîâîäèì ñëå-

äóþùóþ êðèâóþ ñåìåéñòâà; 

4. Â òî÷êàõ { 1,,, 21 =jAAA n
jjj … } ïîëó÷åííîé êðèâîé ñòðîèì åäè-

íè÷íûå íîðìàëè { nini
j ,,1 …
�

= }. Ïî êàæäîé òàêîé íîðìàëè îòêëàäû-

âàåì âåëè÷èíó i
jl , çàâèñÿùóþ îò ðàññòîÿíèÿ äî èñõîäíîé êðèâîé i

jd . 

Ýòà çàâèñèìîñòü (íàïðèìåð, äëÿ ïðîöåññîâ ôèëüòðîâàíèÿ) ìîæåò îï-

ðåäåëÿòüñÿ ïî ñõåìàì, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 2. Çäåñü âåëè÷èíà H ñîîò-

âåòñòâóåò òîëùèíå îñàäêà, ïðè êîòîðîé ñóñïåíçèÿ óæå íå ìîæåò ïðî-

õîäèòü ÷åðåç îáðàçîâàâøèéñÿ ñëîé îñàäêà. 
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5. Ïðèíèìàåì ïîñëåäîâàòåëüíî j=2, 3, …, m è ïîâòîðÿåì øàãè 3 

è 4, ïîêà { } gli
j

ni
>

= …1
max . Ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî êðèâûõ, îïèñûâàþùåå 

ïðîöåññ èçìåíåíèÿ îáúåêòà (åãî ãðàíèöû) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. 

 
Ðèñóíîê 2 – Âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ äëèíû íîðìàëè 

 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ïðèìåðû ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ ôðàãìåíòà 

êðèâîé ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (óãëû íàêëîíà îòðåçêà 

30o è 60o) è ñâîéñòâàõ ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà (ïàðàìåòðû l0 è g). 

  

l0=30, g=2; l0=30, g=5; l0=30, g=10;    l0=30, g=2; l0=30, g=5; l0=30, 

g=10; 

Ðèñóíîê 3 – Ïîñëåäîâàòåëüíîå èçìåíåíèå ôðàãìåíòà ãðàíèöû îáúåêòà 

è ëèíèè òîêà ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ 

 

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ èñõîäíîé 

êðèâîé â âèäå ýëëèïñà, âûòÿíóòîãî âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè. 

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì àïðîáèðîâàí è äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îá-

ëàñòåé. Îäíàêî, çäåñü âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â äîïîëíèòåëüíîé îá-

ðàáîòêå êàæäîãî êîíòóðà, ñâÿçàííàÿ ñ ñàìîïåðåñå÷åíèåì ñîñòàâëÿþ-

ùèõ åãî îòðåçêîâ (ñì. ðèñ. 5). 

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ êðèâûõ, ïî êîòî-

ðûì ïåðåìåùàþòñÿ óãëû ðîìáà è òðàïåöèé. 
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Òàáëèöà 1 

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ êðèâîé y=(a+cx+ex2)/(1+bx+dx2) 

 a b c d e 

Ðîìá 0.00002 -0.02042 0.33522 0.00013 0.00046 

Òðàïåöèÿ 1 0.00018 0.00803 2.02065 -0.00195 0.02898 

Òðàïåöèÿ 2 0.00000 -0.00453 0.66700 -0.00013 -0.00067 

   
Ðèñóíîê 4 – Ïîñëåäîâàòåëüíîå èçìåíåíèå ãðàíèöû îáúåêòà 

 
Ðèñóíîê 5 – Ïîñëåäîâàòåëüíîå èçìåíåíèå ãðàíèö ìíîãîóãîëüíèêà 

 

Àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ 

êâàçè–ýêâèäèñòàíòíûõ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ ýòîãî ïîâåðõíîñòü ñëåäóåò 

òðèàíãóëèðîâàòü è îïèñàííûå äåéñòâèÿ ïðèìåíèòü ê êàæäîé òðå-

óãîëüíîé ïëîùàäêå. 

Âûâîäû è ïåðñïåêòèâû. Â ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñîîòíîøå-

íèå ìåæäó ðåàëüíûì, äèíàìè÷åñêè èçìåíÿþùèìñÿ îáúåêòîì è åãî 

èìèòàöèîííîé êîìïüþòåðíîé ìîäåëüþ. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ìîäå-

ëèðîâàíèÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíû ïîäòâåðæäàòüñÿ ýêñïåðèìåíòàìè – 
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èíà÷å ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ìîäåëåé íåâîçìîæíî. Ïî 

ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé çà ðåàëüíûìè îáúåêòàìè ìîäåëü äîëæíà 

êîððåêòèðîâàòüñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ ñäåëàííûõ äîïóùåíèé. Ñîçäàíèå 

ìîäåëåé – ñëîæíàÿ ìåæäèñöèïëèíàðíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé âîïðîñû 

ãåîìåòðèè, ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè, ôèçèêè è áèîëîãèè òåñíî 

âçàèìîñâÿçàíû. Ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ïðîöåññà âìåñòå ñ ïîñëåäóþùåé 

ìîäåëüþ (âîçìîæíî, íå ó÷èòûâàþùåé íåêîòîðûå óñëîâèÿ) ìîæåò 

ïðèâåñòè ê èíòåðåñíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì, äàæå åñëè ìî-

äåëü ñàìîãî ïðîöåññà îêàæåòñÿ íå ñîâñåì òî÷íîé. 
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ÓÄÊ 515.2 

 Ë.Ñ.×îðíà 

ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÏÎÂÅÐÕÎÍÜ ÍÀ ÎÑÍÎÂ² 

ÏÎË²ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÈÕ Â – ÑÏËÀÉÍ²Â 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Îäí³ºþ ç ê³íöåâèõ ö³ëåé òåîðåòè÷íèõ äî-

ñë³äæåíü ó ïðèêëàäí³é ãåîìåòð³¿  º êîíñòðóþâàííÿ àáî ìîäåëþâàííÿ 

êðèâèõ ïîâåðõîíü, ÿê³ â³äíîñÿòü äî íàéá³ëüø âàæëèâèõ òà íàéñêëàä-

í³øèõ çàäà÷. Ïðè äåôîðìàö³¿ ïîâåðõîíü âèíèêàþòü ïðîáëåìè ùîäî 

çáåðåæåííÿ àäåêâàòíîãî ïåðåòâîðåííÿ, îñîáëèâî öå ñòîñóºòüñÿ ïåðå-

òâîðåíü, ÿê³ â³äáóâàþòüñÿ ïðè ïåðåõîä³ ç îïóêëî¿ ôîðìè â íåîïóêëó ³ 

íàâïàêè.  

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü. Ð³çí³ ìåòîäè  êîíñòðóþâàííÿ ïîâåð-

õîíü øèðîêî çàñòîñîâóþòü ó  ãåîìåòð³¿, çîêðåìà, ó òåõí³ö³, äå ïîâåð-

õí³ ñëóãóþòü îá’ºêòîì  ³íæåíåðíèõ äîñë³äæåíü, â ìîäåëþâàíí³ äèíà-

ì³÷íèõ ïðîöåñ³â òà ÿâèù. 

Íàéá³ëüøå çàñòîñóâàííÿ ïðè ìîäåëþâàíí³ ïîâåðõîíü îòðèìàâ ê³-

íåìàòè÷íèé ñïîñ³á óòâîðåííÿ ïîâåðõîíü. Ïîâåðõí³, ÿê³ óòâîðþþòüñÿ 

öèì ìåòîäîì, íàçèâàþòü ê³íåìàòè÷íèì [1].  

Ïðè çàñòîñóâàíí³ ïîë³êîîðäèíàòíîãî ìåòîäó [2, 4] âèíèêàþòü íå-

àäåêâàòí³ ïåðåòâîðåííÿ, îñîáëèâî êîëè öå ñòîñóºòüñÿ ïåðåõîäó ç îïó-

êëî¿ ôîðìè â íåîïóêëó ³ íàâïàêè. Ó [3] çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ïîë³-

êîîðäèíàòíèõ Â-ñïëàéí³â, ÿêèé , îäíàê îñòàòî÷íî íå çàïîá³ãàº îñòàí-

íüî¿ âàäè. 

 Ó ðîáîòàõ [4, 5] îïðàöüîâàí³ ìåòîäîëîã³÷í³ çàñàäè é ñòâîðåí³ 

ïðàêòè÷í³ ñïîñîáè (ð³çíîãî ñòóïåíÿ çàâåðøåíîñò³) êîíñòðóþâàííÿ ³ 

ãåîìåòðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ êàðêàñíî-ê³íåìàòè÷íèõ ïîâåðõîíü (íà 

îñíîâ³ ìåòîäó ïîë³òêàíèííèõ ïåðåòâîðåíü) ð³çíîãî ôóíêö³îíàëüíîãî 

ïðèçíà÷åííÿ. Àëå â öèõ ðîáîòàõ íå ðîçãëÿíóòî àäåêâàòí³ñòü  ïîë³òêà-

íèííîãî ïåðåòâîðåííÿ ïðè ïåðåõîä³ â³ä îïóêëî¿ ôîðìè îá’ºêòà â íå-

îïóêëó ³ íàâïàêè.  

Ôîðìóëþâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³.  Ìîäåëþâàííÿ ïîâåðõîíü âèìàãàº 

çàñòîñóâàííÿ òàêèõ ìåòîä³â, ÿê³ á óìîæëèâëþâàëè çä³éñíþâàòè àäåê-

âàòíå ïåðåòâîðåííÿ,  â³äñòåæóâàòè çì³íè ôîðìè òà ì³ñöÿ ïîëîæåííÿ 

îá’ºêòà, ùî äîñë³äæóºòüñÿ, ç óðàõóâàííÿì  ïàðàìåòð³â, ÿê³ âïëèâà-

þòü íà íüîãî. Îñîáëèâî öå ñòîñóºòüñÿ ïîâåðõîíü, ÿê³ ï³äëÿãàþòü äå-

ôîðìàö³¿. 

© Ë.Ñ.×îðíà, 2006 
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Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º ðîçðîáêà ìåòîäó ìîäåëþâàííÿ êðèâîë³í³éíèõ 

ïîâåðõîíü íà îñíîâ³ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íîãî ïîë³êîîðäèíàòíîãî ìå-

òîäó. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Âèçíà÷èìî ê³íåìàòè÷íó ïîâåðõíþ çà äîïîìî-

ãîþ ïðîñòîðîâèõ êðèâèõ (òâ³ðíèõ), ùî ðóõàþòüñÿ çà ïðîñòîðîâèìè 

êðèâèìè (íàïðàâ-  ëÿþ÷èìè) ³ç âèêîðèñòàííÿì  ïîë³êîîðäèíàòíèõ 

ïàðàìåòðè÷íèõ  Â-ñïëàéí³â.  

Ïðèïóñòèìî , ùîòâ³ðíà çàäàºòüñÿ ïàðàìåòðè÷íî ó âèãëÿä³: 

             ( )uxx = ,  ( )uyy = , ( )uzz = ,                             (1) 
äå u  - ïàðàìåòð òâ³ðíî¿. Íàïðàâëÿþ÷ó  âèçíà÷èìî ïàðàìåòðè÷íî ó âè-
ãëÿä³: 

          ( )vxx = ,  ( )vyy = , ( )vzz = ,                                   (2) 

äå v  - ïàðàìåòð íàïðàâëÿþ÷î¿. 

Ïðÿì³ áàçèñó ïîë³òêàíèíè òâ³ðíî¿ â³äòâîðþþòüñÿ ïàðàìåòðè÷íî: 

      
(((( ))))
(((( ))))
(((( )))) 








====⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅====

−−−−

−−−−

−−−−

.n,,2,1i,uzu1zz

;uyu1yy

;uxu1xx

i1i

i1i

i1i

…

                   (3) 

Ïðÿì³ áàçèñó íàïðàâëÿþ÷î¿  ñôîðìóºìî òàêîæ ïàðàìåòðè÷íî çã³-

äíî çàëåæíîñòåé: 

   

(((( ))))
(((( ))))
(((( )))) 








====⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅====

−−−−

−−−−

−−−−

.p,,2,1j,vzv1zz

;vyv1yy

;vxv1xx

j1j

j1j

j1j

…

                  (4) 

Òàêèì ÷èíîì âèçíà÷àþòüñÿ äâà ïåðâèííèõ áàçèñè, îäèí ³ç ÿêèõ 

â³äíîñèòüñÿ äî òâ³ðíî¿ ê³íåìàòè÷íî¿ ïîâåðõí³, à äðóãèé – äî íàïðàâ-

ëÿþ÷î¿ êðèâî¿. Áàçèñ ïîë³òêàíèíè ÿê òâ³ðíî¿, òàê ³ íàïðàâëÿþ÷î¿ 

ôîðìóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ òî÷îê ïåðåòèíó â³äïîâ³äíèõ áàçèñíèõ ïðÿ-

ìèõ (áàçèñ òâ³ðíî¿ – òî÷êè 0i1000 T,,T,T … , áàçèñ íàïðàâëÿþ÷î¿ – òî÷-

êè ij1i0i T,,T,T … )  (ðèñ. 1). 

Áàçèñ ïðîñòîðîâî¿ ê³íåìàòè÷íî¿ ïîâåðõí³ óòâîðþºòüñÿ ïåðåì³-

ùåííÿì áàçèñó òâ³ðíî¿ çà áàçèñîì íàïðàâëÿþ÷î¿. Òàêèì ÷èíîì ôîð-

ìóºòüñÿ ïîë³òêàíèíà ê³íåìàòè÷íî¿ ïîâåðõí³ ïðîñòîðîâèì  êàðêàñíèì 

áàçèñîì ³ç âèçíà÷åíèìè òî÷êàìè ïåðåòèíó. Íàïðàâëÿþ÷à ïðîñòîðîâî¿ 

ê³íåìàòè÷íî¿ ïîâåðõí³ ôîðìóºòüñÿ îðòîãîíàëüíî äî òâ³ðíî¿ ó çàëåæ-

íîñò³ â³ä ïàðàìåòðà v  çà  ò³ºþ æ ìåòîäèêîþ, ÿêà çàçíà÷åíà äëÿ âè-

çíà÷åííÿ òâ³ðíî¿. 
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Ðèñ. 1. Ôîðìóâàííÿ ïðîñòîðîâîãî êàðêàñà ê³íåìàòè÷íî¿ ïîâåðõí³ 

 

Âèçíà÷èìî ê³íåìàòè÷íó ïîâåðõíþ çà äîïîìîãîþ ïîë³òêàíèííîãî 

âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ íà îñíîâ³  Â-ñïëàéí³â 

(NURBS) ³ç âèêîðèñòàííÿì íàñòóïíîãî ôóíêö³îíàëà: 

      

(((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))
(((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) 
















⇒⇒⇒⇒







−−−−

−−−−⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅
−−−−⋅⋅⋅⋅++++++++−−−−⋅⋅⋅⋅++++

====

⇒⇒⇒⇒







−−−−

−−−−⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅
−−−−⋅⋅⋅⋅++++++++−−−−⋅⋅⋅⋅++++

====

⇒⇒⇒⇒







−−−−

−−−−⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅
−−−−⋅⋅⋅⋅++++++++−−−−⋅⋅⋅⋅++++

====

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑∑

==== −−−−

−−−−

==== −−−−

−−−−

==== −−−−

−−−−

.min1
)u(zu)v(zu1)v(z

)v,u(Zu)v(ZZu1)v(ZZ
uKS

min;1
)u(yu)v(yu1)v(y

)v,u(Yu)v(YYu1)v(YY
uKS

min;1
)u(xu)v(xu1)v(x

)v,u(XuvXXu1vXX
uKS

2
n

1i тi1i

тi1i
izuv

2
n

1i тi1i

тi1i
iyuv

2
n

1i тi1i

тi1i
ixuv

  (5)  

äå 1ix −−−− , ix , 1iy −−−− , iy , 1iz −−−− , iz   – êîîðäèíàòè áàçîâèõ ë³í³é ïåðâèííîãî 

áàçèñó ïîë³òêàíèíè òâ³ðíî¿ â³äïîâ³äíî â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ux ,uy , 

uz ; 1iX −−−− , iX , 1iY −−−− , iY , 1iZ −−−− , iZ    – êîîðäèíàòè áàçîâèõ ë³í³é ïåðåòâîðå-

íîãî áàçèñó ïîë³òêàíèíè òâ³ðíî¿ â³äïîâ³äíî â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ux , 

uy , uz ; ;X-(v)X)v(X nт==== ;Y-(v)Y)v(Y nт====  ,Z-(v)Z)v(Z nт====  

Òóò (((( ))))vXт , (((( ))))vYт , (((( ))))vZт  - êîîðäèíàòè íàïðàâëÿþ÷î¿ êðèâî¿, ùî 

âèçíà÷àºòüñÿ â çàëåæíîñò³ â³ä ïàðàìåòðà v ; nnn X,Y,X  - êîîðäèíàòè 

îñòàííüî¿ òî÷êè áàçèñó òâ³ðíî¿; ( )vuX т , , (((( ))))v,uYт , (((( ))))v,uZт – êîîðäèíà-

òè òî÷îê ê³íåìàòè÷íî¿ ïîâåðõí³; ( )uxт , ( )uyт , ( )uzт  – êîîðäèíàòè 

òî÷îê òâ³ðíî¿; ( )uK i  - ñïåö³àëüíèé âàãîâèé êîåô³ö³ºíò, çì³ñò ÿêîãî 

âèçíà÷åíî ó ñòàòò³ Áàäàºâà Þ.². [3].  

Äèôåðåíö³þþ÷è ôóíêö³îíàë (5) çà X , Y  ³ Z , òà ïðèð³âíþþ÷è ¿õ 

äî íóëÿ, îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü, ðîçâ’ÿçêîì ÿêî¿ º êîîðäèíàòè 

òî÷îê ïîâåðõí³: 
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(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))
(((( ))))(((( ))))

(((( ))))
(((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))
(((( ))))(((( ))))

(((( ))))
(((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))
(((( ))))(((( ))))

(((( ))))
(((( )))) 









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n
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i
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 (6) 

 
Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîîðäèíàò òî÷îê íàïðàâëÿþ÷î¿  çä³éñíèìî ïàðà-

ìåòðè÷íå ïîë³êîîðäèíàòíå ïåðåòâîðåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì íàñòóïíîãî 

ôóíêö³îíàëà: 

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))

(((( )))) (((( ))))
(((( )))) 
















⇒⇒⇒⇒







−−−−

−−−−⋅⋅⋅⋅++++−−−−⋅⋅⋅⋅
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
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
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.min1
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min;1
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min;1
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jzv
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2
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               (7) 

äå  1jx −−−− , jx , 1jy −−−− , jy , 1jz −−−− , jz   - êîîðäèíàòè áàçîâèõ ë³í³é ïåðâèííîãî 

áàçèñó ïîë³òêàíèíè íàïðàâëÿþ÷î¿ êðèâî¿ â³äïîâ³äíî â ñèñòåìàõ êîîð-

äèíàò vx , vy , vz ; 1jX −−−− , jX , 1jY −−−− , jY , 1jZ −−−− , jZ  - êîîðäèíàòè áàçîâèõ 

ë³í³é ïåðåòâîðåíîãî áàçèñó ïîë³òêàíèíè íàïðàâëÿþ÷î¿  êðèâî¿ â³äïî-

â³äíî â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò vx , vy , vz ; (((( ))))vXт , (((( ))))vYт , (((( ))))vZт , (((( ))))vxт , 

(((( ))))vy т , (((( ))))vz т  –  êîîðäèíàòè òî÷îê â³äïîâ³äíî ïåðâèííî¿ ³ ïåðåòâîðåíî¿ 

íàïðàâëÿþ÷î¿ ê³íåìàòè÷íî¿ ïîâåðõí³; (((( ))))vK i  - ñïåö³àëüíèé âàãîâèé 

êîåô³ö³ºíò.  

Ï³ñëÿ äèôåðåíö³þâàííÿ ôóíêö³îíàëà (7), ïðèð³âíþþ÷è éîãî äî 

íóëÿ îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü, ðîçâ’ÿçêîì ÿêî¿ áóäóòü êîîðäèíàòè 

íàïðàâëÿþ÷î¿:   
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 Ãâèíòîâ³ ïîâåðõí³, ³, çîêðåìà, ïðÿìèé  ãåë³êî¿ä, øèðîêî çàñòî-

ñîâóþòüñÿ â òåõí³ö³. Òîìó, ÿê ïðèêëàä, íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ñôîð-

ìîâàíà (ç âèêîðèñòàííÿì çàëåæíîñòåé (6) ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (8)) 

ïàðàìåòðè÷íà ãâèíòîâà ïîâåðõíÿ ó âèãëÿä³ òî÷êîâîãî êàðêàñó. Íå-

îáõ³äíî â³äì³òèòè, ùî á³ëÿ ïîâåðõí³ âèçíà÷åíî áàçèñ ïîë³òêàíèíè (íà 

ðèñ. 2 íå ïðåäñòàâëåíî ó çâ’ÿçêó ç³ ñêëàäí³ñòþ â³äîáðàæåííÿ), òàêèì 

÷èíîì, ãâèíòîâà ïîâåðõíÿ çàíóðåíà â ïîë³òêàíèíó. 

Äëÿ íåîáõ³äíîãî ïåðåòâîðåííÿ ãâèíòîâî¿ ïîâåðõí³ äîñòàòíüî äå-

ôîðìóâàòè áàçèñ ïîë³òêàíèíè (ðèñ. 3). 

Â³äïîâ³äíî äî çì³íè áàçèñó â³äáóâàºòüñÿ àäåêâàòíå ïåðåòâîðåííÿ 

ãâèíòîâî¿ ïîâåðõí³. Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóºòüñÿ ãåîìåòðè÷íèé îá'ºêò 

íåîáõ³äíî¿ ôîðìè. 
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Âèñíîâîê. Çàäàííÿ ïîâåðõîíü  ïîë³êîîðäèíàòíèì âåêòîðíî-

ïàðàìåòðè÷íèì ìåòîäîì äàº ìîæëèâ³ñòü á³ëüø àäåêâàòíîãî ïåðåòâî-

ðåí-íÿ ïîâåðõí³ ïðè ìîäåëþâàíí³. Öåé ìåòîä ìàº ïåðåâàãè ïåðåä â³-

äîìèìè ìåòîäàìè çà ðàõóíîê òîãî, ùî  íàäàº ìîæëèâ³ñòü çä³éñíåííÿ 

àäåêâàòíîãî ïåðåòâîðåí-íÿ ïîâåðõí³, çîêðåìà  ïðè ïåðåõîä³ â³ä íå-

îïóêëî¿ ôîðìè îá’ºêòà â îïóêëó ³ íàâïàêè. 
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ÓÄÊ 514.18 

Å.Î. ×åðíèøîâà 

ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß Â ÏËÎÙÈÍ² Ä²ÉÑÍÈÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ²Â 

ÏÅÐÅÒÈÍÓ ÓßÂÍÈÕ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÅËÅÌÅÍÒ²Â 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ïðè ïîáóäîâ³ ð³çíèõ ãåîìåòðè÷íèõ åëåìå-

íò³â ÷àñòî çà óìîâó ñòàâëÿòü íåîáõ³äí³ñòü ïðîõîäæåííÿ öèõ åëåìåíò³â 

÷åðåç òî÷êè, êîîðäèíàòè ÿêèõ º ä³éñíèìè ÷èñëàìè. Ðîçâ’ÿçóþ÷è ð³â-

íÿííÿ àáî ñèñòåìè ð³âíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ïåðåòèíó ïåâíèõ 

ãåîìåòðè÷íèõ åëåìåíò³â, ÿê ïðàâèëî â³äêèäàþòü ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ ì³ñ-

òÿòü êîìïëåêñí³ ÷èñëà. Òèì ñàìèì â³äêèäàþòüñÿ ïåâí³ åëåìåíòè ÿê 

ä³éñíèõ, òàê ³ óÿâíèõ ãåîìåòðè÷íèõ åëåìåíò³â. 

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü. Ïðîáëåìîþ çàñòîñóâàííÿ ôóíêö³é 

êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ äëÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ çàéìàëèñÿ Êóðåê 

Ã.Ê., ×åðí³êîâ Î.Â., Êóöåíêî Ë.Ì., Øîìàí Î.Â. òà ³íø³ [1-2].  

Ïîñòàíîâêà çàâäàííÿ. Ïîáóäóâàòè äîòè÷í³ äî ïàðàáîëè òà êîëà â 

òî÷êàõ ¿õ ïåðåòèíó ç ïðÿìèìè ó âèïàäêàõ, êîëè êîîðäèíàòè öèõ òî-

÷îê º ÿê ä³éñíèìè, òàê ³ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè.  

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Ðîçãëÿíåìî ïàðàáîëó íà ïëîùèí³, çàäàíó ð³â-

íÿííÿì: 

  cbxaxy ++= 2 , (1) 

äå a, b, c – ä³éñí³ ÷èñëà. Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåòèíó ïàðàáîëè ç â³ññþ 

Îõ, ïðèð³âíÿâøè ð³âíÿííÿ (1) äî íóëÿ. Ïîáóäóºìî â öèõ òî÷êàõ äî-

òè÷í³ äî ïàðàáîëè çà ôîðìóëîþ )( 00
0

xxyyy
xx

−⋅′=−
=

: 

 c
a

bacbb
xacby 2

2

4
4

22
2 +

+−
−−−= , (2) 

 c
a

bacbb
xacby 2

2

4
4

22
2 +

−−
+−= . (2′) 

Çà óìîâè, ùî ï³äêîðåíåâèé âèðàç â (2) ³ (2′) 042 <− acb , äîòè÷í³ 

äî ïàðàáîëè áóäóòü ïðîõîäèòè ÷åðåç óÿâí³ òî÷êè. Öå îçíà÷àº, ùî ð³â-

íÿííÿ (2) ³ (2′) íà ïëîùèí³ çàäàþòü óÿâí³ ïðÿì³. Çíàéäåìî òî÷êó ïå-

ðåòèíó äîòè÷íèõ (2) ³ (2′), ïðèð³âíÿâøè ïðàâ³ ÷àñòèíè: 

 c
a

bacbb
xacbc

a

bacbb
xacb 2

2

4
42

2

4
4

22
2

22
2 +

−−
+−=+

+−
−−− . 
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Çâ³äñè 
a

b
x

2
−= , â³äïîâ³äíî 

a

b
cy

2
2

2

−= . Òàêèì ÷èíîì òî÷êà ïåðå-

òèíó äîòè÷íèõ (ÿê ä³éñíèõ, òàê ³ óÿâíèõ) º ä³éñíîþ òî÷êîþ. Ñë³ä çà-

çíà÷èòè, ùî ó òîìó âèïàäêó, êîëè ìàºìî ä³éñí³ äîòè÷í³, òî÷êà ¿õ ïå-

ðåòèíó çíàõîäèòüñÿ ççîâí³ ïàðàáîëè, à òî÷êà ïåðåòèíó óÿâíèõ äîòè÷-

íèõ çíàõîäèòüñÿ â îáëàñò³, îáìåæåí³é ïàðàáîëîþ. 

Íåõàé ìàºìî ïàðàáîëó (1) ³ äîâ³ëüíó òî÷êó P (d, e). Ïðîâåäåìî 

÷åðåç òî÷êó P äîâ³ëüíó ïðÿìó: 

 edxky +−= )( , (3) 

äå αtgk = . Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¿ (3) òà ïàðàáîëè (1), ïðè-

ð³âíÿâøè ïðàâ³ ÷àñòèíè (1) ³ (3). Ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçêó îäåðæàíîãî êâàäðà-

òíîãî ð³âíÿííÿ ìàºìî: 
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Ïðîâåäåìî äîòè÷í³ äî ïàðàáîëè â òî÷êàõ (4) òà (4′) àíàëîã³÷íî 

ïåðøîìó âèïàäêó:  

 

xdkecakbk
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dkecy
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Êîîðäèíàòè òî÷êè ïåðåòèíó äîòè÷íèõ ìàþòü âèãëÿä: 

 
a

dkecabbk
y

a

bk
x

2

)2(2
,

2

2 +−+−
=

−
= . (6) 

Ïðè çì³í³ êóòà íàõèëó α â ìåæàõ ],0[ πα = , ð³âíÿííÿ (6) áóäóòü 

ïàðàìåòðè÷íèìè ð³âíÿííÿìè ïðÿìî¿ ç ïàðàìåòðîì k. Ïðè öüîìó ïðÿ-
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ìà ìîæå ïðîõîäèòè ÷åðåç òî÷êè ÿê ççîâí³ ïàðàáîëè, òàê ³ â îáëàñò³, 

îáìåæåí³é ïàðàáîëîþ, – â çàëåæíîñò³ â³ä çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â a, b, c, 

d, e.  

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä. Íåõàé a=0,5; b=2; c=4; d=–6; e=1    

(ðèñ. 1). Ïàðàáîëà (1) ìàº âèãëÿä:  

425,0 2 ++= xxy . 

 

 

Íàäàìî ïàðàìåòðó k çíà÷åííÿ 

k=1 ³ ïðîâåäåìî ïðÿìó (3) ÷åðåç 

òî÷êó Ð (–6, 1): 7+= xy  (íà ðèñ. 

1 ïðÿìà 1). Çíàéäåìî òî÷êè ïåðå-

òèíó ïàðàáîëè (1) òà ïðÿìî¿ (3), 

ï³äñòàâèâøè â ð³âíÿííÿ çíà÷åííÿ 

êîåô³ö³ºíò³â. Îñê³ëüêè 

0)(4)( 2 >+−−− dkecakb , ìà-

ºìî äâ³ ä³éñí³ òî÷êè ïåðåòèíó ç 

êîîðäèíàòàìè:  

;35,3;65,3 11 == yx  òà 

65,8;65,1 22 == yx . 

 

Ïðîâåäåìî â öèõ òî÷êàõ çà ôîðìóëàìè (5), (5′) äîòè÷í³ äî ïàðà-

áîëè:  

 xy 65,165,2 −−=  ³ xy 65,365,2 += . 

Ïðèð³âíÿâøè ïðàâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿíü äîòè÷íèõ, çíàéäåìî òî÷êó ¿õ 

ïåðåòèíó 1−=x , 1−=y . Íàäàìî ïàðàìåòðó k çíà÷åííÿ k=0,24 òàê, 

ùîá 0)(4)( 2 =+−−− dkecakb  ³ ïðÿìà (3) ñòàëà äîòè÷íîþ äî ïàðàáî-

ëè (íà ðèñ. 1 ïðÿìà 2). Òîä³ ð³âíÿííÿ ïðÿìî¿ (3) çàïèøåòüñÿ: 

44,224,0 += xy . Â öüîìó âèïàäêó äâ³ òî÷êè ïåðåòèíó ïàðàáîëè (1) òà 

ïðÿìî¿ (3) çá³ãàþòüñÿ â îäíó òî÷êó:  0176,2;76,1 2121 ==== yyxx . 

Ïðè çàäàíèõ êîåô³ö³ºíòàõ a, b, c, d, e ð³âíÿííÿ (6) çàïèøåòüñÿ:  

 kykx 43;2 −=−=  àáî 54 −−= xy . 

Ä³ëÿíêà ïðÿìî¿, ïîêàçàíà íà ðèñ.1 øòðèõîâîþ ë³í³ºþ, º ðåçóëü-

òàòîì ïåðåòèíó äîòè÷íèõ äî ïàðàáîëè, ïðîâåäåíèõ â òî÷êàõ, êîîðäè-

íàòè ÿêèõ º êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè (òîáòî äëÿ ÿêèõ 

0)(4)( 2 <+−−− dkecakb ). 
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Â³çüìåìî òåïåð çàì³ñòü ïàðàáîëè êîëî ðàä³óñà R: 

 222 )()( Rbyax =−+− . (7) 

Ïðîâåäåìî ÷åðåç äîâ³ëüíó òî÷êó P (c, d) ïðÿìó, ÿêà ïðè ïåðåòèí³ 

êîëà â ä³éñíèõ òî÷êàõ º äëÿ íüîãî ïîëÿðîþ: 

 dcxky +−= )( . (8) 

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¿ (8) ç êîëîì (7) âè-

çíà÷àòüñÿ ³ç ðîçâ’ÿçêó êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ àíàëîã³÷íî çíàõîäæåííþ 

(4), (4′): 
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+
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= , (9′) 

Ó çàëåæíîñò³ â³ä ñòàëèõ âåëè÷èí a, b, c, d, k, R ö³ òî÷êè ìîæóòü 

áóòè ä³éñíèìè, óÿâíèìè, àáî æ çá³ãàòèìóòüñÿ â òîìó âèïàäêó, êîëè 

ï³äêîðåíåâèé âèðàç äîð³âíþº íóëþ. 

×åðåç òî÷êè (9) òà (9′) ïðîâåäåìî â³äïîâ³äíî äîòè÷í³ äî êîëà, ð³â-

íÿííÿ ÿêèõ â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàïèøóòüñÿ: 
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))()1((

)()1())((

222

222

ckakdbkRcakbd

ckakdbkRkacdbk
x

+−−−++−+−

+−−−++−+−
−  (10′) 

Ð³âíÿííÿ (10) ³ (10′) îõîïëþþòü ÿê ä³éñí³ äîòè÷í³, ùî ïðîõîäÿòü 
÷åðåç ä³éñí³ òî÷êè äîòèêó, òàê ³ óÿâí³, ÿê³ ïðîõîäÿòü ÷åðåç óÿâí³ òî-

÷êè äîòèêó, ÿê³ â çàãàëüíîìó âèïàäêó âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿìè (9), 

(9′). Ö³êàâî òå, ùî ïåðåòèíîì ÿê ä³éñíèõ, òàê ³ óÿâíèõ ïðÿìèõ çàâ-
æäè áóäóòü ä³éñí³ òî÷êè: 

ckakdb

kR
ax

+−−
+=

2

, 

ckakdb

R
by

+−−
−=

2

                          (11) 

ßêùî òî÷êè ïåðåòèíó êîëà (7) òà ïðÿìî¿ (8) (ïîëÿðè) ìàþòü ä³é-

ñí³ êîîðäèíàòè, òî òî÷êà ïåðåòèíó äîòè÷íèõ (10) ³ (10′) (ïîëþñ) çíà-
õîäèòüñÿ ççîâí³ çàäàíîãî êîëà. ßêùî æ òî÷êè ïåðåòèíó êîëà (7) òà 

ïðÿìî¿ (8) ìàþòü êîìïëåêñí³ êîîðäèíàòè, òî òî÷êà ïåðåòèíó äîòè÷-

íèõ (10) ³ (10′) çíàõîäèòüñÿ â îáëàñò³, îáìåæåí³é êîëîì. 

Íàäàþ÷è êóòó íàõèëó α çíà÷åíü â³ä 0 äî π, ð³âíÿííÿ (11) áóäóòü 
çàäàâàòè ïàðàìåòðè÷í³ ð³âíÿííÿ ïðÿìî¿ – ãåîìåòðè÷íîãî ì³ñöÿ ïîëþ-

ñ³â (ðèñ. 2). Ä³ëÿíêà ïðÿìî¿, ïîêàçàíà øòðèõîâîþ ë³í³ºþ, îòðèìàíà 

ÿê ðåçóëüòàò ïåðåòèíó óÿâíèõ äîòè÷íèõ. Òàêèì ÷èíîì, íåõòóâàííÿ 

óÿâíèìè òî÷êàìè äîòèêó ³ óÿâíèìè äîòè÷íèìè äî êîëà äàëî á îáìå-

æåíèé ðîçâ’ÿçîê â ä³éñí³é îáëàñò³. Ïðîì³æí³ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè 

óÿâíèìè, àëå â ê³íöåâîìó ï³äñóìêó âîíè äàþòü ðåàëüíèé ðåçóëüòàò. 

Íàäàþ÷è êóòó íàõèëó α çíà÷åíü â³ä 0 äî π, ð³âíÿííÿ (11) áóäóòü 
çàäàâàòè ïàðàìåòðè÷í³ ð³âíÿííÿ ïðÿìî¿ – ãåîìåòðè÷íîãî ì³ñöÿ ïîëþ-

ñ³â (ðèñ. 2). Ä³ëÿíêà ïðÿìî¿, ïîêàçàíà øòðèõîâîþ ë³í³ºþ, îòðèìàíà 

ÿê ðåçóëüòàò ïåðåòèíó óÿâíèõ äîòè÷íèõ. Òàêèì ÷èíîì, íåõòóâàííÿ 

óÿâíèìè òî÷êàìè äîòèêó ³ óÿâíèìè äîòè÷íèìè äî êîëà äàëî á îáìå-

æåíèé ðîçâ’ÿçîê â ä³éñí³é îáëàñò³. Ïðîì³æí³ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè 

óÿâíèìè, àëå â ê³íöåâîìó ï³äñóìêó âîíè äàþòü ðåàëüíèé ðåçóëüòàò. 

Ï³ñëÿ çðîáëåíèõ ïîáóäîâ ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè òî÷êó Ð ÿê ïî-
ëþñ, à îäåðæàíó ïðÿìó – ÿê ïîëÿðó. 

Çà óìîâè ðîçì³ùåííÿ òî÷êè P (c, d) íà êîë³ (7) ïðÿìà (11) áóäå 
äîòèêàòèñÿ äî êîëà â òî÷ö³ P (ðèñ. 3, à). ßêùî òî÷êà P çíàõîäèòè-

ìåòüñÿ âñåðåäèí³ êîëà (7), ïðÿìà (11) áóäå çíàõîäèòèñÿ ïîâí³ñòþ ççî-

âí³ öüîãî êîëà (ðèñ. 3, á). 
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Âèñíîâêè. Â ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî ïîáóäîâó äîòè÷íèõ äî ïàðàáîëè 

òà êîëà, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè, êîîðäèíàòè ÿêèõ º ÿê ä³éñíèìè, 

òàê ³ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè. Çíàéäåíî òî÷êè ïåðåòèíó ïîáóäîâàíèõ 

äîòè÷íèõ, ÿê³ çàâæäè º ä³éñíèìè ÷èñëàìè. Ïîêàçàíî, ùî íåõòóâàííÿ 

óÿâíèìè ãåîìåòðè÷íèìè åëåìåíòàìè äàº íåïîâíèé ðîçâ’ÿçîê â ä³éñ-

Ðèñ. 2 – Òî÷êà Ð çíàõîäèòüñÿ ççîâí³ 

êîëà ïðè íàñòóïíèõ çíà÷åííÿõ 

êîåô³ö³ºíò³â: R=3, a=7, b=3, c=1 

Ðèñ. 3. Âçàºìíå ðîçì³ùåííÿ ïîëþñà ³ ïî-
ëÿðè: à) ïîëþñ Ð ðîçòàøîâàíèé íà êîë³; 
á) ïîëþñ Ð ðîçòàøîâàíèé âñåðåäèí³ êîëà 

à) á) 
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í³é îáëàñò³: ïðîì³æí³ óÿâí³ ðåçóëüòàòè â ê³íöåâîìó ï³äñóìêó äàþòü 

ðåàëüí³ ãåîìåòðè÷í³ åëåìåíòè. 
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ÓÄÊ 515.2 

Î.Â. Øîìàí 

ÌÅÒÎÄ ÀÍÀË²ÒÈ×ÍÎÃÎ ÎÏÈÑÓ ÏÀÐÈ ÏÎÂÅÐÕÎÍÜ, 

ßÊ² ÏÀÐÀËÅËÜÍ²  Ã²ÏÅÐÁÎË²×ÍÎÌÓ  ÏÀÐÀÁÎËÎ¯ÄÓ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ïðè äîñë³äæåíí³ ðîçâèòêó ó ÷àñ³ ãåòåðî-

ãåííî¿ ñèñòåìè ðå÷îâèí ââàæàþòü, ùî ãåîìåòðè÷íà ôîðìà àêòèâíî¿ 

ïîâåðõí³ ðîçä³ëó çì³íþºòüñÿ ó ïðîñòîð³ çà ïåâíèì çàêîíîì (íàïðè-

êëàä, çà „ãåîìåòðè÷íèì” çàêîíîì ãîð³ííÿ [1]). Ãðàô³÷íà ³ëþñòðàö³ÿ 

äèíàì³êè ðîçâèòêó ñèñòåìè ïîëÿãàº ó çîáðàæåíí³ ïîâåðõîíü ðîçä³ëó 

äëÿ ïåâíèõ ôàç ïðîöåñó. Òàê³ ïîâåðõí³ ìîæíà îòîòîæíþâàòè ç åêâ³-

ôàçíèìè ïîâåðõíÿìè õâèëüîâîãî ïðîöåñó, àáî, ó òðèâ³àëüíîìó âèïàä-

êó, ç ïàðàëåëüíèìè ïîâåðõíÿìè. Òîìó º àêòóàëüíèì îïèñè ïàðàëåëü-

íèõ ïîâåðõîíü ÿê ãðàô³÷íîãî ïðîÿâó àêòèâíî¿ ïîâåðõí³ ðîçä³ëó ðå÷î-

âèí.  

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü. Ïàðàëåëüí³ ïîâåðõí³ ìîæíà îïèñó-

âàòè â ðåçóëüòàò³ ðîçâ’ÿçàííÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ â ÷àñòèí-

íèõ ïîõ³äíèõ âèäó åéêîíàë [2], àáî çà äîïîìîãîþ íîðìàëüíèõ ð³âíÿíü 

[3]. Äðóãèé ï³äõ³ä ââàæàºòüñÿ á³ëüø óí³âåðñàëüíèì, àäæå â³í ñïèðà-

ºòüñÿ íà ãðàô³÷íå ïîÿñíåííÿ çâ'ÿçêó ì³æ ôóíêö³þ-îïèñîì  f  ³ 

îá’ºêòîì-îðèã³íàëîì L, ÿêå ïîëÿãàº ó âèêîíàíí³ óìîâè 

∑
=

−=
n

i

ii
G

xPf
1

2)(inf)( ξ ;         (G = (ξ1 , … ξn) ∈L). 

© Â Î.Â. Øîìàí, 2006 
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Â öüîìó âèïàäêó ìàºìî íîðìàëüíå ð³âíÿííÿ  f(Ð) = 0 îá'ºêòà L 

∈ Ån  [3]. Àëå ìîæëèâ³ñòü ðåàë³çóâàòè íîðìàëüí³ ð³âíÿííÿ íà ïðàêòè-

ö³ ç’ÿâèëàñÿ ò³ëüêè ç ïîÿâîþ ìàòåìàòè÷íèõ ïðîöåñîð³â, íàïðèêëàä, 

ïàêåòó Maple [4, 5]. Â ïðîöåñ³ äîñë³äæåíü â³äêðèòèì çàëèøèëîñÿ ïè-

òàííÿ ïðî óí³âåðñàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè íîðìàëüíèõ ð³âíÿíü ó ïðî-

ñòîðîâîìó âèïàäêó, ó òîìó ÷èñë³ ³ äëÿ ïîâåðõîíü ç ñ³äëîâèäíîþ òî÷-

êîþ.  

Ïîñòàíîâêà çàâäàííÿ. Ðîçðîáèòè ìåòîä îïèñó òà ïîáóäîâè ïîâå-

ðõîíü, ÿê³ á çàäîâîëüíÿëè óìîâ³ ïàðàëåëüíîñò³ â³äíîñíî ñ³äëîâèäíî¿ 

ïîâåðõí³ (ÿê ïðèêëàä - ã³ïåðáîë³÷íîãî ïàðàáîëî¿äà) ó âèïàäêó, êîëè ó 

ïðÿìîêóòí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò Oxyz öÿ ïî÷àòêîâà ïîâåðõíÿ çàäàíà 

ïàðàìåòðè÷íèìè ð³âíÿííÿìè x = ϕ(u, v); y = ψ(u, v) i z = η(u, v), äå u, 

v – ïàðàìåòðè. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Íåõàé â ïðÿìîêóòí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò Oxyz 

ìàºìî „ïî÷àòêîâó” ïîâåðõíþ x = ϕ(u, v); y = ψ(u, v) i z = η(u, v), äå u, 

v – ïàðàìåòðè. Îáåðåìî ó ïðîñòîð³ äîâ³ëüíó òî÷êó Ò(x, y, z) ³ ðîçãëÿ-

íåìî ôóíêö³þ 

     
222 )),(()),(()),((),,( vuzvuyvuxzyxf ηψϕ −+−+−= .   (1) 

Çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ (1) â òî÷ö³ Ò äîð³âíþº â³äñòàí³ ì³æ Ò ³ òî÷êîþ 

Ì íà ïîâåðõí³, ÿêà â³äïîâ³äàº êîíêðåòíîìó çíà÷åííþ ïàðàìåòð³â u ³ 

v. Âèçíà÷èìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â u ³ v, ïðè ÿêèõ ôóíêö³ÿ (1) äîñÿ-

ãàº åêñòðåìóìó. Òîáòî âèçíà÷èìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â, ÿê³ á „çàáåç-

ïå÷èëè” ì³í³ìàëüíó â³äñòàíü inf(ρ(T,M)).  

Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó îá÷èñëþºìî ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ 
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³ ðîçâ’ÿçóºìî â³äíîñíî u ³ v ñèñòåìó ð³âíÿíü, îäåðæàíó ç öèõ âèðàç³â:  

                           0)()()( =
∂
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Çíàéäåí³ (ä³éñí³) çíà÷åííÿ u0 ³ v0 ï³äñòàâëÿºìî ó âèðàç (2). Îäåð-

æàíà ôóíêö³ÿ 

 
2

00

2

00

2

00 )),(()),(()),(( vuzvuyvuxfN ηψϕ −+−+−=         (4) 

ìàòèìå âëàñòèâîñò³ íîðìàëüíî¿ ôóíêö³¿ [4]. Òîáòî ð³âíÿííÿì 

                                          constzyxfN =),,(                        (5) 

áóäå îïèñàíî ñ³ì’þ ïîâåðõîíü ç åëåìåíòàìè, ïàðàëåëüíèìè (àáî åêâ³-

ôàçíèìè) â³äíîñíî ïî÷àòêîâî¿ ïîâåðõí³ x = ϕ(u, v); y = ψ(u, v) i z = 

η(u, v). Â ÷îòèðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³ Oxyzξ ð³âíÿííÿì ),,( zyxfN=ξ  

áóäå îïèñàíî ë³í³é÷àòó ã³ïåðïîâåðõíþ „ð³âíîãî íàõèëó”. Òîáòî áóäå 

îïèñàíî àáñòðàêòíó ïîâåðõíþ, ó ÿêî¿ âñ³ òâ³ðí³ ç ïðîñòîðîì Oxyz 

„óòâîðÿòü êóòè 45°”. Çâ³äñè çðîçóì³ëî, ùî ð³âíÿííÿì constzyxfN =),,(  

áóäå îïèñàíî ñ³ì’þ ïîâåðõîíü ç åëåìåíòàìè, ïàðàëåëüíèìè â³äíîñíî 

ïî÷àòêîâî¿ ïîâåðõí³. Áóëî ñêëàäåíî Maple-ïðîãðàìó îïèñó íîðìàëüíî¿ 

ôóíêö³¿, ÿêó ïîêëàäåíî â îñíîâó âèçíà÷åííÿ òà â³çóàë³çàö³¿ ÿê „ïî÷à-

òêîâî¿” ïîâåðõí³, òàê ³ ïàðàëåëüíèõ ïîâåðõîíü, îïèñàíèõ îäåðæàíèìè 

ïàðàìåòðè÷íèìè ð³âíÿííÿìè.  

Äëÿ ã³ïåðáîë³÷íîãî ïàðàáîëî¿äà vux ch= ; vuy sh=  i 2/2uz =  

ñèñòåìà ð³âíÿíü (3) ìàº âèãëÿä 

0ch4)shch(2)1(2 23 =++−−+ vuvyvxuzu ; 

                           ( ) 0chsh2chsh =−+ vvuvyvxu .                      (6) 

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (6) çíàõîäèìî â maple-êîäàõ  

        

u0 RootOf ( ) +  +  − 2 x 2 z x 2 z y 2 y _Z10( := 

( )−  −  −  −  −  −  −  + 3 x y2 2 x y3 2 y 3 x2 y 2 z x x3 2 z y _Z8 + 

( )−  +  +  −  +  −  −  − 3 x y2 3 x2 y 4 y 4 z y 3 x3 3 y3 4 x 4 z x _Z6 + 

( ) +  +  −  +  −  −  + 3 x2 y 3 x y2 4 y 3 y3 4 x 3 x3 4 z y 4 z x _Z4 +  
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v0 ln RootOf ( ) +  +  − 2 x 2 z x 2 z y 2 y _Z10(( := 

( )−  −  −  −  −  −  −  + 3 x y2 2 x y3 2 y 3 x2 y 2 z x x3 2 z y _Z8 + 

( )−  +  +  −  +  −  −  − 3 x y2 3 x2 y 4 y 4 z y 3 x3 3 y3 4 x 4 z x _Z6 + 

( ) +  +  −  +  −  −  + 3 x2 y 3 x y2 4 y 3 y3 4 x 3 x3 4 z y 4 z x _Z4 +  

                
Ç óðàõóâàííÿì îäåðæàíèõ çíà÷åíü u0 ³ v0, ìàºìî íîðìàëüíå ð³â-

íÿííÿ ã³ïåðáîë³÷íîãî ïàðàáîëî¿äà: 

                   
2

0

2

00

2

00 )cos()sinsin2()cossin2( uzvuyvuxfN −+−+−=
.  
 (7)  

Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî ïàðó ïîâåðõîíü, ïàðàëåëüíèõ ã³ïåðáîë³÷íîìó 

ïàðàáîëî¿äó. Âîíè îäåðæàí³ øëÿõîì ïðîåêòóâàííÿ íà ïðîñò³ð Oxyz 

ïåðåð³ç³â ãðàô³êà îäåðæàíî¿ íîðìàëüíî¿ ôóíêö³¿ ),,( zyxfN=ξ  ã³ïåð-

ïëîùèíàìè ð³âíÿ ξ = const. Äîö³ëüí³ñòü âèêîðèñòàííÿ maple-êîä³â â 

ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü (6) ìîæíà ïîÿñíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïà-

ðàëåëüí³ ïîâåðõí³, ÿê ïðàâèëî, º ìíîãîëèñòèìè ãðàô³÷íèìè îáðàçà-

ìè, òîìó äëÿ ¿õ îïèñó äîö³ëüíî çàñòîñîâóâàòè áàãàòîçíà÷í³ ôóíêö³¿ â 

ñìèñë³ Êîø³ (íà â³äì³íó â³ä îäíîçíà÷íèõ  ôóíêö³é çà îçíà÷åííÿì Ä³-

ð³õëå - Ëîáà÷åâñüêîãî). Áàãàòîçíà÷í³ æ ôóíêö³¿ â êîìïàêòíîìó âè-

ãëÿä³ ìîæíà îïèñàòè ïåðåâàæíî çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíèõ ôóíêö³é. 
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À çàñòîñóâàííÿ maple-êîä³â  çàáåçïå÷óº íàÿâí³ñòü ó ðîçâ’ÿçêó êîì-

ïëåêñíèõ ôóíêö³é.  

 

Ðèñóíîê 2 - Äâ³ ïîâåðõí³, ïàðàëåëüí³ ã³ïåðáîë³÷íîìó ïàðàáîëî¿äó 

     { vux cossin2= ; vuy sinsin2=  ; uz cos= }  äëÿ ξ = 0,5 
 

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè íåîáõ³äíîñò³, äëÿ îïèñó ðîçâ’ÿçêó çà äîïî-

ìîãîþ ðàäèêàë³â äî ïðîãðàìè ñë³ä âíåñòè îïåðàòîð _EnvExplicit := 

true:. Àëå äîñâ³ä ðîáîòè ç âèðàçàìè, ÿê³ ì³ñòÿòü ðàäèêàëè, ïîêàçóº, 

ùî ïðè öüîìó íåîáõ³äíî ïåðåä ðàäèêàëàìè êîðåêòóâàòè çíàêè; êîíò-

ðîëþâàòè ïðàâèëüí³ñòü âèáîðó ÿêèõ ìîæíà çà àäåêâàòí³ñòþ ïîáóäî-

âàíîãî çîáðàæåííÿ. 

Âèñíîâêè. Äëÿ àíàë³òè÷íîãî îïèñó íîðìàëüíèõ ð³âíÿíü ïîâåð-

õîíü ó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâà ïîâåðõíÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèìè ð³-

âíÿííÿìè, äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè âèðàçè, ñêëàäåí³ çà äîïîìîãîþ 

maple-êîä³â. Äî öèõ ïîçíà÷åíü íåîáõ³äíî çâèêíóòè, ÿê öå â³äáóëîñÿ, 

íàïðèêëàä, ç ñèìâîëàìè ln, sin, arcos, òîùî.   
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ÑÒÈÑÍÅÍÍß ÁÅÇ ÂÒÐÀÒ ÏÐÎÅÊÖ²ÉÍÈÕ ÇÎÁÐÀÆÅÍÜ 

Ç ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍßÌ ÄÂÓÂÈÌ²ÐÍÎÃÎ ÊÎÄÓÂÀÍÍß 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè 

Ïðîöåñè îòðèìàííÿ ïðîåêö³éíèõ çîáðàæåíü ó ñó÷àñíèõ ñèñòåìàõ 

äèñòàíö³éíîãî çîíäóâàííÿ çåìíî¿ ïîâåðõí³ çäåá³ëüøîãî îð³ºíòîâàí³ íà 

çáåðåæåííÿ ³ ïåðåäà÷ó òàêèõ çîáðàæåíü ó ðàñòðîâîìó ôîðìàò³ áåçâ³ä-

íîñíî äî îñîáëèâîñòåé ¿õ ïðîåêö³éíî¿ ïðèðîäè, ùî âíîñèòü çíà÷íó ³í-

ôîðìàö³éíó çáèòêîâ³ñòü ³ çíèæóº åôåêòèâí³ñòü â³äïîâ³äíèõ àâòîìàòè-

çîâàíèõ ñèñòåì. Ì³æ òèì â òåïåðåøí³é ÷àñ ìàºòüñÿ çíà÷íà ê³ëüê³ñòü 

àëãîðèòì³â, ìåòîä³â ³ ìåòîäèê óñóíåííÿ òàêî¿ çáèòêîâîñò³, àëå â íèõ 

òàêîæ íå âðàõîâóþòüñÿ îñîáëèâîñò³ ïðîåêö³éíèõ çîáðàæåíü çàçíà÷å-

íîãî òèïó. Ðîçâ’ÿçàííÿ çàçíà÷åíî¿ ïðîáëåìè âáà÷àºòüñÿ, ç îäíîãî áî-

êó, ó ðîçðîáö³ òàêèõ ôîðì ïîäàííÿ ðàñòðîâèõ ïðîåêö³éíèõ çîáðà-

æåíü, ÿê³ á çàáåçïå÷óâàëè ìîæëèâ³ñòü åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ ñó-

÷àñíèõ àëãîðèòì³â ñòèñíåííÿ, à ç ³íøîãî — â³äïîâ³äíà àäàïòàö³ÿ îá-

ðàíèõ àëãîðèòì³â. 

© Î.Â.Ðåóòà, 2006 
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Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü 

Ñåðåä àëãîðèòì³â áåç âòðàò øèðîêå çàñòîñóâàííÿ çíàéøëè RLE — 

àëãîðèòì ãðóïîâîãî êîäóâàííÿ çà ðàõóíîê ëàíöþæê³â îäíàêîâèõ áàé-

ò³â, LWZ (Lempel, Ziv, Welch) — ñòèñíåííÿ çà ðàõóíîê ëàíöþæê³â 

áàéò, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, CCITT Group 3 — çàì³íà ïîñë³äîâíîñòåé îä-

íàêîâèõ á³ò³â ¿õ ê³ëüêîñòÿìè ç ïîäàëüøèì êîäóâàííÿì çà Õàôôìàíîì 

ç ô³êñîâàíîþ òàáëèöåþ, CCITT Group 4 — ìîäèô³êàö³ÿ ïîïåðåäíüîãî 

ìåòîäó, â ÿê³é âèêîíóºòüñÿ ñòèñíåííÿ ð³çíèö³ äâîõ ïîñë³äîâíèõ ðÿä-

ê³â ðàñòðó (â òåïåðøí³é ÷àñ ö³ àëãîðèòìè ìàþòü íàçâè ITU-T T4 ³ 

ITU-T T6, â³äïîâ³äíî) [1 – 2], JBIG (Joint Bi-level Experts Group) — 

ñòèñíåííÿ øëÿõîì âèä³ëåííÿ á³òîâèõ ïëîùèí [3] òà Lossless JPEG 

(Joint Photographic Expert Group) — ³ç çàñòîñóâàííÿì äèñêðåòíîãî 

êîñèíóñíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà êîäóâàííÿ çà Õàôôìàíîì. Íåäîë³êîì 

óñ³õ çàçíà÷åíèõ àëãîðèòì³â º íåâèñîêèé ñòóï³íü ñòèñíåííÿ (â ñåðåä-

íüîìó 1.5–5 ðàç³â), ÿêèé ó á³ëüøîñò³ âèïàäê³â äëÿ ñó÷àñíèõ ³íôîðìà-

ö³éíèõ ñèñòåì º íåäîñòàòí³ì. 

Ôîðìóëþâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³ (ïîñòàíîâêà çàâäàííÿ) 

Ö³ëëþ ñòàòò³ º ðîçðîáêà ñïîñîáó ñòèñíåííÿ ðàñòðîâèõ ïðîåêö³é-

íèõ çîáðàæåíü áåç âòðàò, ÿêèé áè âðàõîâóâàâ îñîáëèâîñò³ ¿õ ôîðìîóò-

âîðåííÿ â àâòîìàòèçîâàíèõ ñèñòåìàõ äèñòàíö³éíîãî çáîðó ³íôîðìàö³¿, 

çîêðåìà, ôîòîãðàììåòðè÷íèõ. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà 

Äàíà ðîáîòà º ðîçâèòêîì ï³äõîäó, çàïðîïîíîâàíîãî â [4 – 5] äëÿ 

ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè ðåêîíñòðóêö³¿ ðàñòðîâèõ çîáðàæåíü. Ïðîöåäóðà 

ñòèñíåííÿ òàêîãî çîáðàæåííÿ, ùî ïðîïîíóºòüñÿ, âèêîíóºòüñÿ çà íà-

ñòóïíîþ ñõåìîþ: âèõ³äíå çîáðàæåííÿ → îïòèìàëüíå äèñêðåòíå (ðàñ-

òðîâå) ïîäàííÿ → ïîñë³äîâí³ñòü á³íàðíèõ îáðàç³â (îñíîâíèõ êîìïî-

íåíò) + äåòàë³çóþ÷èé îáðàç (äîïîì³æíà êîìïîíåíòà) → ïîñë³äîâí³ñòü 

ñòèñíóòèõ á³íàðíèõ îáðàç³â + ñòèñíóòèé äîïîì³æíèé îáðàç. 

Âèõ³äíå çîáðàæåííÿ ïîäàºòüñÿ ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó ÿñêðàâîñò³ 

( )rf , äå ( )y,x=r  — ðàä³óñ-âåêòîð òî÷êè çîáðàæåííÿ â êàðòèíí³é 

ïëîùèí³. Îïòèìàëüíå äèñêðåòíå êîäóâàííÿ çä³éñíþºòüñÿ íà îñíîâ³ 

íåð³âíîì³ðíîãî êâàíòóâàííÿ çà ð³âíåì ÿñêðàâîñò³ çà ìåòîäèêîþ, çà-

ïðîïîíîâàíîþ â [6]. Îòðèìàíå òàêèì ÷èíîì ðàñòðîâå çîáðàæåííÿ ìàº 

çíà÷íî âèùó ñèãíàëüíó åíòðîï³þ (³íôîðìàòèâí³ñòü) â ïîð³âíÿíí³ ç 
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ðàñòðîâèì â³äïîâ³äíèì çîáðàæåííÿì, îäåðæàíèì ïðè ð³âíîì³ðíîìó 

êâàíòóâàíí³. 

Íàñòóïíèì åòàïîì º ïîäàííÿ ðàñòðîâîãî çîáðàæåííÿ 

ïîñë³äîâí³ñòþ éîãî á³íàðíèõ ³ äåòàë³çóþ÷îãî îáðàç³â: 

( ) ( ) ( )rrr P

P

k

kk ffZf
~

1

+⋅= ∑
=

,                                      (1) 

äå ( )rkf  — á³íàðíèé îáðàç âèõ³äíîãî çîáðàæåííÿ, îòðèìàíèé íà k-îìó 

êðîö³ äåòàë³çàö³¿; kZ  — ïîð³ã ÿñêðàâîñò³ âèä³ëåííÿ á³íàðíîãî îáðàçó 

íà k-îìó êðîö³ äåòàë³çàö³¿; P — ê³ëüê³ñòü âèä³ëåíèõ á³íàðíèõ îáðàç³â; 

( )rPf
~

 — äåòàë³çóþ÷èé îáðàç, âèä³ëåíèé íà P-îìó êðîö³ äåòàë³çàö³¿. 

Âèä³ëåííÿ á³íàðíîãî îáðàçó íà k-îìó êðîö³ äåòàë³çàö³¿ 

çä³éñíþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ: 

( )
( )
( )





<

≥
=

−

−

,
~

,0

;
~

,1

1

1

kk

kk

k
Zf

Zf
f

r

r
r                                           (2) 

à äåòàë³çóþ÷îãî îáðàçó: 

( ) ( ) ( )rrr kkkk fZff ⋅−= −1

~~
.                                        (3) 

Â ðåçóëüòàò³ ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ ð³âíÿ äåòàë³çàö³¿ P 

âèõ³äíå çîáðàæåííÿ ïîäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ ïîñë³äîâíîñò³: 

 

( ) ( ) ( ) ( )rrrr PPP ffffZZZ
~

,,,,,, 2121 …… ,                        (5) 

 

ÿêî¿ äîñòàòíüî, ùîá íà îñíîâ³ âèðàçó (1) â³äíîâèòè âèõ³äíå çîá-

ðàæåííÿ ( )rf  áåç âòðàò ÿêîñò³. 

Ðÿä (5) ìîæå áóòè ïðîäîâæåíî äî òîãî ìîìåíòó, êîëè ïîäàííÿ 

äåòàë³çóþ÷î¿ êîìïîíåíòè ñòàíå ìîæëèâèì ç âèêîðèñòàííÿì îäíîãî 

á³òà íà ï³êñåë. Òîáòî, êîëè âîíà ñàìà ïåðåòâîðåòüñÿ íà á³íàðíèé îá-

ðàç. 

Äëÿ ñòèñíåííÿ á³íàðíèõ îáðàç³â â òåïåðåøí³é ÷àñ íàéá³ëüø åôå-

êòèâíèìè º àëãîðèòìè, çàïðîïîíîâàí³ ï³äðîçä³ëîì Ì³æíàðîäíîãî Ñî-

þçó Òåëåêîìóí³êàö³é ITU-T, T4 (Group 3) òà T6 (Group 4). Îñòàíí³é 

àëãîðèòì âïðîâàäæóº äâîâèì³ðíå êîäóâàííÿ ³ º ìîäèô³êàö³ºþ îäíî-
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âèì³ðíî¿ ñõåìè (Ò4), ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó º ìîäèô³êàö³ºþ îðèã³íàëüíîãî 

ìåòîäà Õàôôìàíà. 

Íèæ÷å, ÿê ïðèêëàä, íàâåäåí³ âèõ³äíå çîáðàæåííÿ ( )rf , éîãî îñ-

íîâíà ( )r0f  ³ äîïîì³æíà ( )r0

~
f  êîìïîíåíòè (ðèñ. 1 à,á,â, â³äïîâ³äíî). 

 

   
            à                              á                              â 

Ðèñ. 1 

Ïðîöåäóðó âèä³ëåííÿ îñíîâíî¿ êîìïîíåíòè (5) ìîæíà ïðîäîâæè-

òè. Ïðè öüîìó k-³é ³òåðàö³¿ çà âèõ³äíå çîáðàæåííÿ ïðèéìàºòüñÿ 
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Òî÷í³ñòü ïîäàííÿ âèçíà÷àºòüñÿ ê³ëüê³ñòþ åëåìåíò³â ðÿäó P. Îö³-

íþþ÷è ¿¿ çíà÷åííÿì ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ ïîìèëêè PE , äëÿ çîáðà-

æåííÿ, ïîäàíîãî íà ðèñ. 1, à, ìàºìî: 40160 ≈E , 12861 ≈E , 4362 ≈E , 

1633 ≈E . Òàêèì ÷èíîì, çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ åëåìåíò³â ðÿäó (6) íà 

îäèí çìåíøóº çíà÷åííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ ïîìèëêè ïîäàííÿ çî-

áðàæåííÿ ïðèáëèçíî íà ( ) 8.1132 ⋅−+ P  â³äñîòêè. 

Ïåðåâàãîþ çàñòîñóâàííÿ ðÿäó (6) º ìîæëèâ³ñòü çàì³íè áàãàòîòî-

íîâîãî çîáðàæåííÿ ïîñë³äîâí³ñòþ éîãî á³íàðíèõ îáðàç³â, ÿê³ çàáåçïå-

÷óþòü á³ëüøèé êîåô³ö³ºíò ñòèñíåííÿ. Òàê, äëÿ çîáðàæåííÿ, íàâåäå-

íîãî íà ðèñ. 1, à, ïîñë³äîâí³ñòü ç ÷îòèðüîõ ( 3=P , 1633 ≈E ) îáðàç³â 

ïîäàíèõ â ôîðìàò³ BMP íà îñíîâ³ àëãîðèòìó RAR ñòèñêàºòüñÿ äî 

22320 áàéò³â, â òîé ÷àñ ÿê â³äîìèé àëãîðèòì JPEG äëÿ ñåðåäíüîêâàä-
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ðàòè÷íî¿ ïîìèëêè 161≈E  äîçâîëÿº îòðèìàòè ôàéë òîãî æ çîáðàæåí-

íÿ îáñÿãîì 21804 áàéò³â. Ïðè öüîìó â îñòàííüîìó âèïàäêó íà çîáðà-

æåíí³ ñòàþòü ñóòòºâî ïîì³òíèìè ïðèòàìàíí³ öüîìó àëãîðèòìó àðòå-

ôàêòè ó âèãëÿä³ ñòðóêòóðîâàíèõ çîí ðîçìèòòÿ. Ïðè çàñòîñóâàíí³ çà-

ïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó â³äíîâëåíå çîáðàæåííÿ õàðàêòåðèçóºòüñÿ 

çíèæåííÿì êîíòðàñòíîñò³, ÿêó, îäíàê, ìîæíà ñêîðåãóâàòè íà íàñòóï-

íèõ åòàïàõ îáðîáêè. 

Âèñíîâêè òà ïåðñïåêòèâè ïîäàëüøèõ äîñë³äæåíü 

Ðîçâèíóòî ï³äõ³ä äî ñòèñíåííÿ ðàñòðîâèõ íàï³âòîíîâèõ çîáðà-

æåíü, çàïðîïîíîâàíèé â [5], ÿêèé ìîæå áóòè ïîøèðåíèé íà ìóëüòèñ-

ïåêòðàëüí³ çîáðàæåííÿ. Ïðîâåäåííÿ ïîäàëüøèõ äîñë³äæåíü áóäå 

ïîâ’ÿçàíî ç âèçíà÷åííÿì îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ð³âíÿ äåòàë³çàö³¿ P, 

ÿêèé áè çàáåçïå÷èâ ìàêñèìàëüíå ñòèñíåííÿ çîáðàæåíü ð³çíî¿ ïðèðî-

äè: ôîòîãðàììåòðè÷íèõ, ðåíòãåí³âñüêèõ, óëüòðàçâóêîâèõ òà ³íøèõ. 
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ÐÅÔÅÐÀÒÛ 

УДК 76: 515.2 

Михайленко В.Є., Кащенко О.В. Біодезайн як основа сучасного дизайну // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 3 (44). - Дніпро-

петровськ, 2006. - С. 3-10. 

Показано суттєву роль відтворення просторових форм біологічних об’єктів у конструктивному, 

художньо-композиційному та системному моделюванні природних і технічних об’єктів. 

Виявлені перспективні напрямки досліджень в області біодизайну. 

Бібл. 4, табл. 4. 

 

УДК 515.2 

Михайленко В.Є., Плоский В.О. Задачі подальшого розвитку української асоціації з при-
кладної геометрії // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. 

- Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 11-16. 

Узагальнено результати роботи Української асоціації з прикладної геометрії та графіки (UAGG) 

протягом семи років її існування в організаційному,  науковому та науково-методичному аспе-

ктах. Виявлені проблемні питання, намічені шляхи їхнього подолання. 

Бібл. 6. 

 

УДК 514.18 

Корчинський В.М., Свинаренко Д.М. Інформаційні ознаки просторових форм розподілів 
яскравостей багатотонових растрових зображень, інваріантні до масштабних перетворень 
// Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 3 (44). – 

Дніпропетровськ, 2006. – С. 17-22. 

Запропоновано систему інформаційних ознак багатотонових растрових зображень, інваріантну 

до перетворень групи подібностей, на основі геометричної моделі таких зображень у тривимір-

ному просторі «площина проекціювання – рівень яскравості».  Наведені оцінки дефектів інварі-

антності для різних значень параметрів перетворень. 

Бібл. 3, іл. 9. 

 

УДК 528.71 

Гнатушенко В.В. Модель орієнтування пари знімків, що належать одній площині // Систе-

мні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 3 (44). - Дніпро-

петровськ, 2006. - С. – 22-26. 

В роботі запропонована модель, яка адекватно описує процеси формоутворення фотограммет-

ричних даних стереозйомки. Особливу увагу приділено питанню визначення параметрів орієн-

тування аерокосмічних знімків. 

Бібл. 6, іл. 2. 

 

УДК 539.3.01 

Михалев А.И., Деревянко А.И. Моделирование динамики геометрического фазового пере-
хода // Системные технологии. Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 

3 (44). – Днепропетровск, 2006. – С.-27-31. 

В работе рассмотрена задача моделирования динамики формирования устойчивых пространст-

венных структур в распределенных хаотических системах и исследовано влияние характери-

стик условий формирования на параметры кластерных образований, как результат геометриче-

ского фазового перехода.  

Библ.9, ил. 3 

 

УДК 004.9268:539:621 

Михалев А.И., Помулев В.В. Вопросы геометрического моделирования структур металли-
ческих материалов на основе перколяционных кластеров // Системные технологии. Регио-

нальный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3 (44). – Днепропетровск, 2006. – С. 

31-34. 
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В работе рассматривается вопрос моделирования структурообразований металлов на основе 

пространственных перколяционных кластеров. 

Библ.12, ил. 2 

 

УДК 515.1 

Кучкарова Д.Ф. Структурные модели топографических поверхностей на регулярной сети 
исходных данных-//Системные технологии. Региональный межвузовский сборник научных 

трудов. - Выпуск 3(44).-Днепропетровск, 2006 – С. 35-40. 

В статье рассмотрен способ построения модели топографической поверхности на основе анали-

за исходных данных и определения типа вершин поверхности. 

Библ.5, ил.6. 

 

УДК 621.83 

Кириченко А.Ф., Павлов А.И., Немцев В.В. Графическое изображение  приведенного радиу-
са кривизны в зацеплении зубчатых передач // Системні технології. Регіональний 

міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 3 (44).- Дніпропетровськ, 2006. –С. 41-45. 

Рассмотрены методы графического изображения приведенного радиуса кривизны в зацеплении 

зубчатых передач с различными системами зацеплений. Подтверждено, что в полюсе передачи 

приведенный радиус кривизны не зависит от системы зацепления. 

Библ. 2, ил. 4. 

 

УДК 514.18 

Найдиш А.В., Малкіна В.М. Основні риси нового напрямку геометричного моделювання – 
числення узагальнених тривекторів // Системні технології. Регіональний міжвузівський збір-

ник наукових праць. – Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 46-49. 

Сформульовано основні риси, особливості і методологічні принципи формування нового на-

прямку геометричного моделювання скалярних і векторних полів на базі числення узагальне-

них тривекторів, що забезпечує розробку нових геометричних алгоритмів і методів. 

Бібл. 6. 

 

УДК 514.18 

Найдиш В.М., Спірінцев В.В. Адаптивна схема локального згущення точкового ряду з за-
даними у вузлах дотичними // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник нау-

кових праць. – випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 49-56. 

Пропонується розв’язання задачі дискретної інтерполяції ДПК довільної конфігурації з задани-

ми у вузлах дотичними з урахуванням кутових параметрів за  умові відсутності осциляції. 

Бібл. 2, іл. 4. 

 

УДК 681. 327.1 

Осипов М.П., Ротков С.И. Оптимизация работы алгоритма прямого построения триангу-
ляции Делоне // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – 

Випуск 3 (44).- Дніпропетровськ, 2006.- С. 56-62. 

Предложен модифицированный алгоритм прямого построения триангуляции Делоне. Проведе-

но сравнение сложности предложенного алгоритма с классическими алгоритмами. 

Библ. 5, ил. 1. 

 

УДК 515.2 

Петрик М.Р., Михалик Д.М. Математичне моделювання концентраційних профілів в неод-
норідному і нанопористому середовищі // Системні технології. Регіональний міжвузівський 

збірник наукови праць. – Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ. 2006. -  С. 62-68. 

Представлений аналітичний розв’язок рівняння дифузії бензену у неоднорідному мультиком-

понентному нанопористому середовищі з урахуванням системи механізмів інтерфейсних 

взаємодій між елементами переносу. Шляхом розв’язання зворотньої задачі з використанням 

експериментальних даних одержані профілі коефіціентів дифузії для бензену в 
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міжчастинковому і внутрічастинковому просторі середовища. Змодельовано профілі розподілів 

концентрації для міжчастинкового та внутрічастинкового просторів. 

Бібл. 2, іл. 4. 

 

УДК 514.18 

Пилипака С.Ф., Несвідомін В.Н., Пилипака Т.С. Параметричні та натуральні рівняння кри-
вих із заданими кінематичними характеристиками // Системні  технології. Регіональний 

міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. - С. 69-75. 

Запропоновані параметричні та натуральні рівняння плоских кривих за  заданими 

кінематичними параметрами руху матеріальної точки по них. 

Бібл. 4, іл. 3. 

 

УДК 515.2 

Підгорний О.Л. Прикладну геометрію в навчальний процес // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ. 2006. 

– С. 75-81. 

Розглянуті питання впровадження досліджень з прикладної геометрії в навчальний процес як 

найбільш ефективне, що носить галузевий рівень і може через підготовлені кадри вплинути на 

вдосконалення проектних рішень та технологій. Наводиться приклад діяльності в цьому плані 

кафедри архітектурних конструкцій Київського національного університету будівництва і 

архітектури. 

Бібл. 10. 

 

515.2:628.92 

Пугачов Є.В., Кундрат Т.М. Моделювання ефективності циліндричних світлових шахт з 
дифузним відбиванням світла // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. – Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 82-87. 

Запропоновано метод визначення ефективності циліндричних світлових шахт з дифузним від-

биванням світла для моделі хмарного неба за Муном-Спенсер. Ефективність розраховується як 

відношення потоку світлового вектора, що виходить з шахти, до потоку, що в неї входить. По-

казано залежність ефективності світлової шахти від співвідношення її радіусу і висоти, а також 

– коефіцієнта дифузного відбивання стінок шахти. 

Бібл. 5, іл. 7. 

 

УДК 514.18 

Ренкас А.Г. Відображення тригонометричних функцій комплексного простору 
4K // 

Системні  технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 3 (44). – 

Дніпропетровськ, 2006. - С. 88-92. 
Робота присвячена розв’язанню однієї з задач формування багатовидів комплексного простору 

- графоаналітичній інтерпретації тригонометричних функцій комплексного аргументу на 

прикладі функцій синуса і косинуса. Показана доцільність графоаналітичного відображення 

таких функцій у чотиривимірному комплексному просторі з використанням частинних графіків 

комплексних функцій дійсної змінної, що реалізуються за допомогою тригонометричних 

функцій дійсного аргументу. 

Бібл. 3, іл. 3. 

 

УДК 515.2+551.51 

Сергейчук О.В. Геометрическое моделирование лучистого теплообмена в атмосфере при 
ясном небе // Системнi технологiї. Регiональний мiжвузовський збiрник наукових праць. – Вип. 

3 (44) – Днiпропетровськ, 2006. – С. 93-97. 

Предложена геометрическая модель теплового излучения системы “атмосфера-земля” при яс-

ном небе, ориентированная на применение исходных параметров (температуры, относительной 

влажности, давления воздуха на высоте 2 м от поверхности Земли, температуры и коэффициен-

та поглощения земной поверхности) в задачах оптимизации формы зданий. Модель сопровож-
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дается компьютерной реализацией и позволяет получать в автоматическом режиме значения 

энергетической яркости природного окружения зданий как функции от высоты расчетной точ-

ки и направления излучения.  

Библ. 3, ил. 1, табл. 1. 

 

УДК 515.2 

Сидоренко О.С. Геометричене моделювання систем керування об’єктами з нечіткими па-
раметрами // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Ви-

пуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 98-102. 

Запропоновано методику побудови системи керування об’єктами з нечіткими параметрами ме-

тодами теорії нечітких множин та геометричного моделювання.  

Бібл. 4, іл. 10. 

 

УДК 515.2 

Слюсаренко В.И., Недодатко С.А., Яровая Т.П. Геометрическое реконструирование памят-
ников архитектуры, содержащих соосные поверхности вращения, по их одиночным 
снимкам // Системні технології. Регіональний міжвузівський  збірник наукових праць. – Ви-

пуск 3 (44). – Дніпропетровськ. 2006. – С. 103-107. 

Предложен метод геометрического реконструирования объектов, содержащих соосные поверх-

ности вращения, по их одиночному фотоснимку. По известным радиусам двух поверхностей и 

координатам их очерков от изображения оси на снимке определяются: фокусное расстояние 

снимка, расстояние от точки съёмки до оси, радиус утраченной поверхности вращения по коор-

динате её очерка от изображения оси. 

Библ. 5, ил. 1. 

 

УДК 539.3 

Стеблянко П.А. Применение двухмерного кубического сплайна для описания геометриче-
ских объектов //  Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – 

Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 107-111. 

Получено выражение для двухмерного кубического В-сплайна, которое может применяться как 

для аппроксимации дифференциальных операторов полной системы уравнений в частных про-

изводных, так и использоваться для получения значений искомых функций с четвертым поряд-

ком точности по координатам между узлами пространственной сетки. 

Библ. 3, ил. 4. 

 

УДК 515.2 

Таранова Р.І., Тарас І.П. Досвід проведення екзаменаційного тестування на кафедрі інже-
нерної та комп’ютерної графіки ІФНТУНГ // Системні технології. Регіональний міжвузівсь-

кий збірник наукових праць. – Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 111-115. 

Розглянуто досвід проведення підсумкових тестових випробувань з нарисної геометрії та інже-

нерної графіки. Проаналізовано переваги та недоліки такого виду перевірки знань студента. 

Бібл. 2.  

 

УДК 538…539 

Терентьев Ю.М. Вырождение решений задачи Флоке для электромагнитных волн в про-
странственно периодической среде // Системні технології. Регіональний міжвузівський збір-

ник наукових праць. – Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 116-120. 

Рассмотрено вырождение решений Флоке для модели Мейснера в задаче о распространении 

волн в периодических структурах. Получены характеристические уравнения для границ облас-

тей селективного отражения. 

Библ. 11. 

 

УДК 515.2 
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Ткач Д.И., Нифанин А.Б. Геометрия трещиноустойчивых и самозамыкающихся структур 
дорожных покрытий // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових 

праць. – Випуск 3 (44). -  Дніпропетровськ, 2006. – С. 121-127. 

Предложен метод геометрического моделирования самозамыкающихся структур на основе их 

интерпретации в терминах фрактальной геометрии  применительно к проблеме трещинообра-

зования дорожных покрытий. Описанный в работе процесс фрактального раширения исходной 

фигуры является эффективным апаратом комбинаторного конструирования различных трещи-

ноустойчивых покрытий.  

Библ. 6. илл. 7, табл. 1. 

 

УДК 515.2 

Тормосов Ю.М., Слободской Р.Б. Опыт преподавания графических дисциплин с использо-
ванием мультимедийных средств // Системні  технології. Регіональний міжвузівський 

збірник наукових праць. - Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. - С. 128-132. 
Предложена методика повышения эффективности изучения графических дисциплин на основе 

применения мультимедийных средств. Показано, что динамическая визуализация процессов 

пооперационного построения изображений и этапов решения графических задач содействует 

повышению усваиваемости основных положений курса, что особенно важно при самостоятель-

ной работе и в условиях дистанционного обучения. 

Библ. 3, ил. 1. 

 

УДК 515.91 

Тукаев С.К.Нурмаганбетов Д.Ш., Дауренбек К.А. Анализ координатных систем отображения 
многомерных поверхностей // Системні  технології. Регіональний міжвузівський збірник нау-

кових праць. - Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. - С. 133-139. 

Рассмотрены координатные системы для отображения многомерных поверхностей и возмож-

ности их  совершенствования. 

Библ. 12, ил. 5. 

 

УДК 519.2 

Тулученко Г.Я., Хомченко А.Н., Астіоненко І.О. Ймовірнісні властивості базисних функцій 
симплексів різних вимірностей // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. – Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 139-145. 

На підставі ймовірнісних властивостей базисних функцій симплексів різних вимірностей об-

ґрунтована прискорена схема випадкових блукань з багатьма стартами по цим скінченним еле-

ментам. 

Бібл. 7, іл. 2 

 

УДК 515.2 

Ушаков Л.В. Проектування поверхні відбивача освітлювального приладу щілинного типу 

// Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 3 (44). – 

Дніпропетровськ, 2006. – С. 145-150. 

Запропоновано координатний опис поверхні відбивача, здатного зосередити відбиті промені у 

прошарку об’єму простору, обмеженого двома паралельними площинами.  

Бібл. 4, іл. 2. 

 

УДК 515.2:517.2 

Хомченко А.Н., Моисеенко С.В. Вероятностные свойства базиса линейной 3D-
интерполяции // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - 

Випуск 3 (44). - Дніпропетровськ, 2006. - С. – 150-155. 

Исследованы вероятностные свойства базиса линейной интерполяции в трехмерном простран-

стве. Установлена связь метода конечных элементов (МКЭ) с методом Монте-Карло. 

Библ. 9, ил. 1. 

УДК 514.18:519.6 
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Цыбуленко О.В., Литвиненко Е.И., Николаенко Ю.И. Альтернативные модели гексагональ-
ных базисов // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Ви-

пуск 3 (44). - Дніпропетровськ, 2006. - С. 155-161. 

Установлены альтернативные полиномиальные базисы гексагонального дискретного элемента 

с шестью узлами в вершинах для задач восстановления потенциальных полей. Проведено тес-

тирование базисов на примерах, даны рекомендации к использованию.  

Библ. 7, ил. 4, табл. 2. 

 

УДК 515.2:518.1 

Цыбуленко О.В., Лурье И.А., Корниловская Н.В. Моделирование спектра весовых коэффи-
циентов кубатур типа Гаусса - Лежандра на треугольном дискретном элементе // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Віпуск 3 (44). - 

Дніпропетровськ, 2006. - С. 162-167. 
Исследованы возможности экспериментального получения спектров весовых коэффициентов 

кубатур типа Гаусса – Лежандра на треугольном дискретном элементе с помощью геометриче-

ской схемы случайных блужданий.  

Библ. 9, ил. 5, табл. 3. 

 

УДК 515.2 + 681.3 

Черников А.В. Прикладная геометрия динамических формообразований // Системні техно-

логії. Регіональный міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 3 (44). - Дніпропетровськ, 

2006. - С. 167-172. 

Рассмотрены вопросы геометрического и компьютерного моделирования формообразования 

кривых и поверхностей, изменяющихся под действием заданных физических факторов. Пред-

ложен алгоритм построения семейств квази-эквидистантных, нормально-смещенных кривых и 

поверхностей, с помощью которых возможно моделирование и исследование некоторых техно-

логических и природных процессов. 

Библ. 7, илл. 5, табл. 1. 

 

УДК 515.2 

Чорна Л.С. Моделювання поверхонь на основі полікоординатних В –сплайнів // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. Випуск 3 (44) – 

Дніпропетровськ, 2006. – С. 173-178. 

Розглянуто  застосування полікоординатних векторно-параметричних перетворень  для моде-

лювання  поверхонь. Показано, що застосування полікоординатних В-сплайнів при  

моделюванні  поверхонь дає позитивні результати щодо адекватності перетворень, зокрема при  

переході від опуклої форми об’єкту до неопуклої і навпаки. 

Бібл.. 5,  іл. 3. 

 

УДК 514.18 

Чернишова Е.О. Знаходження в площині дійсних результатів перетину уявних геометрич-
них елементів // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – 

Випуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 179-185. 

Розглянуто побудову дотичних до параболи та кола, що проходять через точки, координати 

яких є як дійсними, так і комплексними числами. Показано, що нехтування уявними геомет-

ричними елементами дає неповний розв’язок у дійсній області. 

Бібл. 2, іл. 3. 

 

УДК 515.2 

Шоман О.В. Метод аналітичного опису пари поверхонь, які паралельні гіперболічному 
параболоїду // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Ви-

пуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 185-190. 

Запропоновано метод визначення координатного подання поверхонь, паралельних 

гіперболічному параболоїду. 

Библ. 8, ил. 1. 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945  205 

 

УДК 528.71 

Реута О.В. Стиснення без втрат проекційних зображень з використанням двовимірного 
кодування // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Ви-

пуск 3 (44). – Дніпропетровськ, 2006. – С. 190-194. 

Робота присвячена опису алгоритма стиснення растрових зображень проекційної природи, що 

базується на поданні вихідного зображення послідовністю його бінарних образів з подальшим 

їх стисненням на основі двовимірного кодування. 

Библ. 6, ил. 1. 

 

UDC 76 : 515.2 

Mihajlenko V.E., Kashchenko O.V. Biodesign as a basis of modern design // System technologies. - 

N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 3-10. 

The essential role of reproduction of spatial forms of biological objects in constructive, art - composite 

and system modelling natural and technical objects Is shown. The revealed perspective directions of 

researches in the field of biodesign. 

Bibl. 4. 

 

UDC 515.2 

Mikhailenko V.E., Plosky V.O. Problems of the further development of the Ukrainian association 
on applied geometry // System technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 11-16. 

Results in the activity of the Ukrainian association on applied geometry and graphics (UAGG) are 

generalized on an extent of seventh years of its existence in organizational, scientific and scientific - 

methodical aspects. The problem matters, the planned ways of their overcoming are revealed. 

Bibl. 6. 

 

UDC 514.18 

Korchinsky V.M., Svinarenko D.M. Inrmative features of spatial brightness distributions of raster 
images invariant to scaling // System technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 17-22. 

The system of scale-invariant informative features of raster images with multileveled brightness distri-

butions is proposed. The offered system is based on three-dimensional geometrical model of such im-

ages in space “projection plane – brightness level “. 

Bibl. 3, il. 9. 

 

UDC 539.3.01 

Mikhalev A., Derevyanko A. Design of dynamics of geometrical phase transition // System tech-

nologies. - № 3 (44).-Dnipropetrovssk, 2006. – P. 22-26. 

The task of design of dynamics of forming of steady spatial structures is in-process considered in the 

distributed chaotic systems and influence of descriptions of forming terms is investigational on the 

parameters of cluster educations, as a result of geometrical phase transition 

Bibl. 9, ill. 3. 

 

UDC 004.9268:539:621 

Mikhalyov A.I., Pomulev V.V. Metallic materials structures' geometrical models based on perco-
lation clusters // System technologies. № 3 (44).- Dnepropetrovsk, 2006. –P. 27-31. 

The work describes usage of 3D percolation cluster as metals structural formation’s models. 

Bibl. 12, ill. 2. 

 

УДК 515.1 

Kuchkarova D.F. Structural models of topographical surfaces on a regular network of the initial 
data // System technologies. № 3 (44).- Dnepropetrovsk, 2006. –P. 31-34. 

In article is considered the way of construction of model of a topographical surface on the basis of the 

analysis of the initial data and definition such as tops of a surface. 

Bibl.  5, ill. 6. 

 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

206  ISSN 1562-9945 

UDC 621.83 

Kirichenko A.F, Pavlov A.I., Nemtsev V.V. Graphic representation of the given radius of curva-
ture in gear // System technologies. – N 3 (44).- Dnepropetrovsk.-2006. – P. 35-40. 

The methods of graphic representation of the given radius of curvature in gearing tooth gearings with 

various systems of gearings are considered. It was confirmed, that in a pole of transfer the given radius 

of curvature does not depend on system of gearing. 

Bibl.  2, ill. 4. 

 

UDK 528.71 

Gnatushenko V.V. Model of orientation of image pair, lyings in one plane // System technologies. 

№ 3 (44).- Dnepropetrovsk, 2006. –P. 41-45. 

A model which describes the fixing processes of photogrammetric stereoimages adequately is offered 

in work. The special attention is spared the question of determination of parameters of aerospace 

scenes orientation. 

Bibl. 6, ill. 2. 

 

UDC 514.18 

Najdysh A.V., Malkinа V.M. The basics of a new direction in geometrical modelling – calculations 
of generalized 3-vectors // System technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. – P. 46-49. 

The basics and methodological principles of a new direction in geometrical modelling of scalar and 

vector fields are formulated on the basis of generalized 3-vectors, that provides development of new 

geometrical algorithms and methods. 

Bibl. 6. 

 

UDC 514.182.7:519.651 

Najdysh V.M., Spirintzev V.V. Adaptive algorithmic diagram of a local extensions of dot series 
with the tangents given in units // System technologies. - N 3 (44) - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 49-

56. 

The decision is proposed for a problem of discrete interpolation of discretely represented curves with 

arbitrary configurations with the tangents given in nodes in view of angular parameters under condi-

tion of  oscillation absence. 

Bibl. 2, ill. 4. 

 

UDC 681. 327.1 

Osipov M.P., Rotkov S.I. Optimization of direct building of Delaunay triangulation // System 
technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 56-62. 

Modified algorithm of direct searching Delaunay triangulation is proposed. Comparison of complexity 

of its work with work of classical algorithms is given. 

Bibl. 5, ill. 1. 
 

UDC 515.2 

Petryk M.R., Mykhalyk D.M Mathematical modeling of concentration profiles in heterogeneous 
and nanopores media // System technologies. - N 3 (44). – Dnepropetrovsk, 2006. – P. 62-68. 

The analytical solution of benzene diffusion equations in the heterogeneous multi compound 

nanopores zeolite medias with consider of interface interaction systems between elements of mass 

transfer are presented. By solving the inverse problem and using the benzene experimental data, the 

benzene diffusion coefficient profiles in inter- and intra- crystallites, have been calculated. Concentra-

tion profiles, concentration gradients profiles and other parameters profiles inside of micro- and 

macropores of heterogeneous crystallite beds of zeolite have been modelled.  

Bibl. 2, ill. 4. 

 

UDC 515.2 

Pylypaka S.F, Nesvidomin V.M, Pylypaka T.S The parametrical and natural equations of curves 
with the set kinematic characteristics // System technologies. - N 3 (44). – Dnepropetrovsk, 2006. – 

P. 69-75. 
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The parametrical and natural equations of flat curves on the set kinematic parameters of movement of 

a mass point on them are found. 

Bibl. 4,  ill. 3. 

 

UDC 515.2 

Pidgorny O.L. Applied geometry in educational process // System technologies. - N 3 (44). - Dne-

propetrovsk. 2006. - P. 75-81. 

The problems of introduction of researches on applied geometry in educational process as most effec-

tive is considered which carries a branch level and can through prepared the staff to affect improve-

ment of the design decisions and technologies. The example of activitities in this field is presented. 

Bibl. 10. 

 

UDC 515.2:628.92 

Pugachov E.V., Kundrat T.N. Modeling of efficiency of cylindrical light shafts with diffuse reflec-
tion of light // System technologies. - N 3 (44). – Dnepropetrovsk, 2006. – P. 82-87. 

The method of definition the efficiency of cylindrical light shafts with diffuse reflection of light for 

model of the cloudy sky on Moon-Spenser is offered. Efficiency pays off as the relation of a stream of 

a light vector leaving shaft to an entering stream. Dependence of efficiency of light shaft on parities of 

its radius and heights, and also – factor diffuse reflections of walls of shaft is shown. 

Bibl. 5, ill. 7. 

 

UDC 515.2 

Renkas A.G. Representation of trigonometrical functions in complex space K 4
 // System tech-

nologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk. 2006. - P. 88-92. 

The decision of  the problem of variety generation in complex space - graph-analytic interpretation of 

trigonometrical functions of complex argument by the example of sine and cosine functions is pro-

posed. The expediency of graph-analytic representation of such functions in four-dimensional complex 

space is shown with use of partial diagrams of complex functions of the real variables realized by 

means of trigonometrical functions of real argument is shown.  

Bibl. 3, ill. 3. 

 

UDC 515.2+551.51 

Sergeychuk O.V. Geometrical modeling of radiant heat exchange in atmosphere at clear sky // 

System technologies. - N 3(44). – Dnepropetrovsk, 2006. – P. 93-97. 

 The model of thermal radiation in system “atmosphere - ground”, which can be applied to problems 

of optimization of the form of buildings. The corresponding computer program is constructed; it pro-

vides evaluation the dependence of atmospheric radiance from point height and  direction of radiation 

at given  air temperature, relative humidity, atmospheric pressure at the height of  2 meters over the 

ground surface, and both temperature and absorption factor of ground surface. 

Bibl. 3, il. 1, tabl. 1. 

 

UDC 515.2 

Sydorenko E.S. Control system geometric simulation for objects with fuzzy parameters // System 
technologies. -  N 3 (44). -Dnepropetrovsk, 2006. – P. 98-102. 

Control system building for objects with fuzzy parameters by fuzzy sets theory and geometric simula-

tion methods is considered. 

Bibl. 4, ill. 10. 

 

UDC 515.2 

Slusarenko V.I, Nedodatko S.O, Yarovaya T.P. Geometrical reconstruction of monuments of archi-
tecture, containing co-axial surfaces of rotation by their single photo // System technologies. - N 3 

(44). - Dnepropetrovsk. 2006. - P. 103-107. 

The method of geometrical reconstruction of objects, containing co-axial surfaces of rotation by their 

single photo is proposed. The focal distance of the photo, the distance from the point of survey to the 

axis are defined by the certain radia of two surfaces and co-ordinates of their outlines from  the axis 



 3 (44) 2006 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

208  ISSN 1562-9945 

image on the photo. The radius of the lost rotation surface is defined by the coordinates of  its outline 

from the axis image. 

Bibl.5, ill.1. 

 

UDC 539.3 

Steblyanko P.A. Application of the two-dimensional cubic B-spline for the description of geomet-
rical objects // System technologies.- № 3 (44) .- Dnepropetrovsk, 2006.- P. 107-111. 
Expression for two-dimensional cubic B-spline which can be applied as to approximation of differen-

tial operators of full system of the equations in derivatives, and to be used for reception of values of 

required functions with the fourth order of accuracy on coordinates between units of a spatial grid it is 

received. 

Bibl. 3. ill. 4. 

 

UDC 515.2 

Taranova R.I., Taras I.P. Experience of testing realization  on Engineering and Computer Graph-
ics Department of Ivano-Frankovsk national technical university of oil and gas // System tech-

nologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 111-115. 

Experience of testing of descriptive geometry and engineering graphic is considered. It is analysed of 

merits and demerits of such kind of the student examination. 

Bibl.  2. 

 

UDC 538..539 

Terentev Y.M. Degeneration of the problem Floquet solutions for the electromagnetic waves in 
the spatially periodic medium // System technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 116-

120. 

As to propagation and diffraction of waves in the periodic structures, the degeneration of Floquet 

problem solutions for the model Meissner has been determined for the first time, the characteristic 

equations have been obtained for the scopes of selective reflection regions. 

Bibl. 11. 

 

УДК 515.2 

Tkach D.I. Nifanin A.B. Geometry of crack growth resistant and self-closing structures of  
the road carpet  // System technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 121-127. 

The work is devoted to geometry & graphic simulation of combined decision of prefabricated 

road carpet, which ensures the crack growth resistance and endurance. These results are achieved 

due to the design of the seams figures between elements that provide attenuation of the cracks 

while expanding.  

Bibl. 6 or 7, tabl. 1. 

 

UDC 515.2 

Tormosov Yu.M. Experience of teaching the graphic disciplines with use of multimedia // System 

technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 128-132. 

The technique of increase the studying efficiency of graphic disciplines is offered on the basis of mul-

timedia. It is shown, that dynamic visualization of operation breakdown as applied to constructions of 

images and stages of the decision of graphic problems enhances the mastering of substantive provi-

sions of a course, that it is especially important at independent job and in conditions of remote train-

ing. 

Bibl.  3. 

 

UDK 515.91 

Tukaev S.K., Nurmaganbetov  D.Sh, Daurenbek K.A. Analysis of the coordinate systems of the im-
age of the multivariate surfaces // System technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 133-

139. 

The coordinate systems are considered for images of the multivariate surfaces and possibilities of their 

improvement. 
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Bibl. 12,  ill. 5. 

 

UDK 519.2 

Tuluchenko G.Ya., Khomchenko A.N., Astionenko I.A. Probabilistic properties of the simplexes 
basic functions of different dimensions // System technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. - 

P. 139-145. 

Basing on probabilistic properties of the simplexes basic functions of different dimensions, the accel-

erated scheme of random walks with many starts on this finite elements is proved. 

Bibl. 7, il. 2. 

 

UDC 515.2 

Ushakov L.V. Planning of surface of reflector of lighting device of crack type // System technolo-

gies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. – P. 145-150. 

Coordinate description  of  reflector surfaces, allowing  concentration the reflected rays in the layer of 

space volume, bounded by two parallel planes, is considered. 

Bibl. 4, ill. 2. 

 

UDC 515.2:517.2 

Khomchenko A.N., Moiseenko S.V. Probabilistic properties of the linear 3D-interpolation basis //  

System technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. – P. 150-155. 

Probabilitistic properties of the base of linear interpolation in three-dimensional space are investigated. 

The restraint between finite-element method (FEM) and Monte-Carlo  method is shown. 

Bibl. 9, ill. 1. 

 

UDC 514.18:519.6 

Tsybulenko O.V., Litvinenko E.I., Nikolaenko Y.I. Alternative models of hexagonal bases //  Sys-

tem technologies. - N 3 (44). -  Dnepropetrovsk, 2006. – P. 155-161. 

Alternative polynomial bases of hexagonal for a discrete element with six nodes in apexes for the 

problems of restoring potential fields is presented. The testing of bases for examples is done, recom-

mendations to use is given. 

Bibl. 7, ill. 4, tabl. 2. 

 

UDC 515.2:518.1 

Tsybulenko O.V., Lurie I.A., Kornilovskaya N.V. Modelling the spectrum of weight factors for 
cubatures of Gauss - Legandre typed on a triangular discrete element // System technologies. - N 

3 (44). -  Dnepropetrovsk, 2006. – P. 162-167. 

The opportunity of experimental receiving a spectrum of weight factors for cubatures of  Gauss – Le-

gandre type on a triangular discrete element on the base of the geometrical model of stochastic walk is 

investigated. 

Bibl. 9, ill. 5, tabl. 3. 

UDC 515.2 : 681.3 

Chernikov A.V. Applied geometry of dynamic forming // System technologies. - N 3 (44). - Dne-

propetrovsk, 2006. – P. 167-172. 

Probltms of geometrical and computer simulation of curves and the surfaces forming, varying under 

an operation of given physical factors are considered. The algorithm is proposed for construction and 

simulation the families of quasi-equidistant, normally-displaced curves and surfaces as the models of  

some  technological and natural processes . 

Bibl. 7, ill. 5, tabl. 1. 

 

UDC 515.2 

Chorna L.S. Simulation analysis of surfaces on the basis of polycoordinate B - splines // System 

technologies. -  3 (44) - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 173-178. 

The applications of polycoordinate vector-parametric conversions for simulation analysis of surfaces 

are considered.  the application of polycoordinate B - splines at simulation analysis of surfaces pro-
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vides beneficial effect in respect of   adequacy of conversions, in particular at passage from the convex 

form of plant to nonconvex and on the contrary. 

Bibl. 5, ill. 3. 

 

UDK 514.18 

Chernyshova E.O. Finding in plane the real results of crossing of imaginary geometrical elements 

// System technologies. - N 3 (44).  - Dnepropetrovsk, 2006. - P. 179-185. 

Construction of tangents to the parabola and circle is considered, passing through points with real and 

conplex coordinates. It is shown that neglecting the imaginary geometrical elements leads to incom-

plete decisions in an real area. 

Bibl. 2, ill. 3.  

 

UDK 515.2 

Shoman О.V. Method of analytical description of pair of surfaces, parallel of the hyperbolical 
paraboloid // System technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. – P. 185-190. 

The method of drafting of equalization surfaces, parallel a hyperbolical paraboloid is proposed. 

Bibl. 8, ill. 1. 

 

UDK 528.71 

Reuta О.V. Lossless compression of the projective images using twodimentional coding  // System 

technologies. - N 3 (44). - Dnepropetrovsk, 2006. – P. 190-194. 
Work is devoted proposition of the lossless compression method for raster projection images on base 

of their presentation as binary image set and their compression with twodimentional coding. 

Bibl. 6, ill. 1. 
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