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ÌÎÄÅËÅÉ 

 
Âîïðîñîì èñòå÷åíèÿ ñûïó÷èõ ãðóçîâ èç áóíêåðîâ çàíèìàëèñü 

ìíîãèå èññëåäîâàòåëè [1-7]. Îäíàêî ýòà ïðîáëåìà â íàñòîÿùåå âðåìÿ 

îñòàåòñÿ åùå íå ðåøåííîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ íåäîñòàòî÷íîé èçó÷åííîñòüþ 

ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ èñòå÷åíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà íà 

ìèêðîóðîâíå, ò.å. íà óðîâíå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö. 

Èçó÷åíèå ïðîöåññîâ äâèæåíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà, ïðîèñõîäÿùèõ 

íà ìèêðîóðîâíå, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñòðóêòóðíî-ìåõàíè÷åñêîå 

ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ äèñïåðñíàÿ ñðåäà. È, ñëåäîâàòåëüíî, 

óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ïðîöåññàìè, ïðîèñõîäÿùèìè íà 

ìèêðîóðîâíå, ñ ïðîöåññàìè, ïðîèñõîäÿùèìè íà ìàêðîóðîâíå. 

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçðàáîòàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ 

äèñïåðñíîé (â ÷àñòíîñòè, ñûïó÷åé) ñðåäû êàê ìîäåëü ìåõàíèêè 

ñïëîøíîé ñðåäû [8-10].  

Â ëèòåðàòóðå òàêèå ìîäåëè ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû 

íàçûâàþòñÿ ðåîëîãè÷åñêèìè ìîäåëÿìè äèñïåðñíûõ ñðåä (ñòðóêòóðíî-

ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè) [10]. 

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ 

ñûïó÷èé ãðóç ïðè äâèæåíèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ â òðåõ ñòðóêòóðíî-

ìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ: òâåðäîãî òåëà, ïëàñòè÷íîãî è 

ñâîáîäíîäèñïåðñíîãî [11,12]. 

Ïðè ýòîò, åñëè ñûïó÷èé ãðóç íàõîäèòñÿ â òâåðäîì ñîñòîÿíèè, òî 

åãî ÷àñòèöû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, èõ âçàèìíîå ïåðåìåùåíèå 

îòñóòñòâóåò è äëÿ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ñïðàâåäëèâ çàêîí Ãóêà; 

åñëè íàñûïíîé ãðóç íàõîäèòñÿ â ïëàñòè÷íîì ñîñòîÿíèè (ìåäëåííîå 

äâèæåíèå), òî äëÿ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ñïðàâåäëèâûé çàêîí 

Êóëîíà; ïðè ñâîáîäíîäèñïåðñíîì ñîñòîÿíèè (áûñòðîå äâèæåíèå) 

÷àñòèöû íàñûïíîãî ãðóçà íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, íàõîäÿòñÿ â 

íåïðåðûâíîì õàîòè÷åñêîì äâèæåíèè è âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé 
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â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèé (óäàðîâ). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî 

[11,12], âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ 

îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì 

τ ρ ∂⎛ ⎞
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2

2 21

3
c

ñ

v
k d

y
; ρ ∂⎛ ⎞′= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2

2 21

3
c

ñ

v
p k k d

y
,    (1) 

ãäå ρc– ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü íàñûïíîãî ãðóçà; k  - êèíåòè÷åñêèé 

êîýôôèöèåíò õàðàêòåðèçóþùèé ïîòåðþ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïîòîêà 

ñûïó÷åãî ãðóçà â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö (k = 10÷13); 'k  - 

áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò õàðàêòåðèçóþùèé ïîòåðþ ìåõàíè÷åñêîé 

ýíåðãèè ÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà â ðåçóëüòàòå óäàðîâ ÷àñòèö ìåæäó 

ñîáîé ( ′k  = 0,3÷0,4); d  - ñðåäíèé äèàìåòð ÷àñòèöû ñûïó÷åãî ãðóçà; 

cv – ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïîòîêà ñûïó÷åãî ãðóçà â äàííîé òî÷êå. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ñûïó÷èé ãðóç, ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåîëîãèè 

äèñïåðñíûõ ñðåä, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàñòè÷åñêîå (òâåðäîîáðàçíîå) 

äèëàòàíòíîå òåëî [10]. 

Òâåðäîå ñîñòîÿíèå íàñûïíîãî ãðóçà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè 

òåîðèè óïðóãîñòè, ïëàñòè÷íîå ñîñòîÿíèå – óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ 

ñûïó÷åé ñðåäû, íàõîäÿùåéñÿ â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè. 

Ñâîáîäíîäèñïåðñíîå ñîñòîÿíèå íàñûïíîãî ãðóçà îïèñûâàåòñÿ 

óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè. Ïðè ýòîì âìåñòî 

êîýôôèöèåíòà ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòè ââîäèòñÿ êîýôôèöèåíò 

ìàêðîâÿçêîñòè, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ïåðåíåñåíèå êîëè÷åñòâà 

äâèæåíèÿ â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö íàñûïíîãî 

ãðóçà [1]. 

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå íà îñíîâàíèè àíàëèçà ñòðóêòóðíî-

ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà ïîëó÷åíû ìàòåìàòè÷åñêèå 

ìîäåëè åãî èñòå÷åíèÿ èç áóíêåðà ñ ðàçëè÷íûì ðàñïîëîæåíèåì è 

ôîðìîé âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëèñü áóíêåðû ñ 

ãîðèçîíòàëüíûìè äíèùåì è ñî ùåëåâûì è êðóãëûì âûïóñêíûì 

îòâåðñòèåì, ðàñïîëîæåííîì íà äíå áóíêåðà, à òàêæå áóíêåðû ñ 

áîêîâûì ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì, ðàñïîëîæåííîì íà ñòåíêå 

áóíêåðà (ðèñ. 1,à,á). 

Ðàññìîòðèì èñòå÷åíèå íåñâÿçíîãî ñûïó÷åãî ãðóçà èç 

ïðÿìîóãîëüíîãî áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì âûïóñêíûì 

îòâåðñòèåì ñ øèðèíîé à è äëèíîé b (b>a) (ðèñ. 1,à). Ñîãëàñíî 
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ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì [1,2,6,7], ïðè èñòå÷åíèè ñûïó÷åãî 

ãðóçà èç áóíêåðà ìîæíî âûäåëèòü 5 çîí (ðèñ. 1,à).  

Â çîíå À (ñì. ðèñ. 1,à) ÷àñòèöû ñûïó÷åãî ãðóçà ñâÿçàíû ìåæäó 

ñîáîé è äâèæóòñÿ ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ ïàðàëëåëüíî ñòåíêàì áóíêåðà. Â 

çîíå Â (ñì. ðèñ. 1,à) ÷àñòèöû íàñûïíîãî ãðóçà ñêîëüçÿò îòíîñèòåëüíî 

äðóã äðóãà, à èõ òðàåêòîðèè èñêðèâëÿþòñÿ â íàïðàâëåíèè ê îñè 

áóíêåðà. Â ýòîé çîíå ñêîðîñòè ÷àñòèö òàêæå ìàëû è èçìåíÿþòñÿ 

íåçíà÷èòåëüíî. Â çîíå äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà Ñ (ñì. ðèñ. 1,à) ÷àñòèöû 

ñûïó÷åãî ãðóçà îáðàçóþò ïîäâèæíûå ñâîäû, äâèæóùèåñÿ âíèç, 

ñêîëüçÿ ïî ñòåíêàì êàíàëà, øèðèíà êîòîðîãî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 

øèðèíå âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ. Ïðè ýòîì ñêîðîñòè ÷àñòèö ñûïó÷åãî 

ãðóçà ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàþòñÿ, à èõ òðàåêòîðèè ïðèáëèæàþòñÿ ê 

âåðòèêàëüíûì ëèíèÿì. Â çîíå îáðóøåíèÿ (ïåðåìåøèâàíèÿ) D ñâÿçè 

ìåæäó ÷àñòèöàìè ñûïó÷åãî ãðóçà ðàçðóøàþòñÿ, ïðè ýòîì îíè 

íàõîäÿòñÿ â íåïðåðûâíîì õàîòè÷åñêîì äâèæåíèè, ñòàëêèâàÿñü ìåæäó 

ñîáîé. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ýòîé çîíå ñîâïàäàþò ñ 

ïðÿìûìè ëèíèÿìè, à èõ ñêîðîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò ñèëû 

òÿæåñòè. Â çîíå E ÷àñòèöû ñûïó÷åãî ãðóçà íàõîäÿòñÿ â íåïîäâèæíîì 

ñîñòîÿíèè. 

Êðîìå òîãî, íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ p ñûïó÷åãî ãðóçà â 

áóíêåðå â çîíå A óâåëè÷èâàþòñÿ ñ ãëóáèíîé áóíêåðà ëèíåéíî. Â çîíå 

B íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ σï è íå 

èçìåíÿåòñÿ ñ ãëóáèíîé áóíêåðà. À â çîíå C íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå 

óìåíüøàåòñÿ ñ ãëóáèíîé áóíêåðà ëèíåéíî è ïðè ïðèáëèæåíèè ê 

âûïóñêíîìó îòâåðñòèþ óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ (ñì. ðèñ. 1,à). 

Îïèøåì äâèæåíèå ñûïó÷åé ñðåäû â êàæäîé çîíå. 

Â çîíå À ñûïó÷èé ãðóç äâèæåòñÿ êàê òâåðäîå òåëî ñ íåèçìåííîé 

ìàëîé ñêîðîñòüþ. Â ýòîé çîíå íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå p 

óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ σí (ñì. ðèñ. 1,à). 

Â çîíå Â ñûïó÷èé ãðóç äâèæåòñÿ òàêæå ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ, 

íàõîäÿñü â ïëàñòè÷íîì ñîñòîÿíèè, è äëÿ åãî âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé 

ñïðàâåäëèâ çàêîí Êóëîíà [4,13]. 

Ïðè ýòîì, åñëè âûñîòà ñûïó÷åãî ãðóçà â áóíêåðå íàìíîãî 

áîëüøå åãî øèðèíû, òî, ñîãëàñíî [4], âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ â çîíå 

Â ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ è íå èçìåíÿþòñÿ ñ ãëóáèíîé 

ñûïó÷åãî ãðóçà (ñì. ðèñ. 1,à). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì 

ãëóáèíû ñûïó÷åãî ãðóçà çà ñ÷åò åãî âåñà íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ 
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óâåëè÷èâàþòñÿ è èç-çà áîêîâîãî ðàñïîðà óâåëè÷èâàþòñÿ êàñàòåëüíûå 

íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå íà îïðåäåëåííîé ãëóáèíå áóíêåðà 

óðàâíîâåñÿòñÿ ñèëàìè âåñà ñûïó÷åãî ãðóçà. Ïîýòîìó íîðìàëüíûå 

êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà ñûïó÷èé ãðóç, ïðèíèìàþò 

ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ è ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû íå èçìåíÿþòñÿ. 

 
à)       á) 

Ðèñóíîê 1 – Çîíû ñòðóêòóðíî-ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñûïó÷åãî 

ãðóçà ïðè åãî èñòå÷åíèè èç áóíêåðà: à) ãîðèçîíòàëüíîå ùåëåâîå 

âûïóñêíîå îòâåðñòèå; á) áîêîâîå ùåëåâîå âûïóñêíîå îòâåðñòèå 

Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ýòîé çîíå. Âûäåëèì 

ìàëûé ïðÿìîóãîëüíûé ýëåìåíò ñûïó÷åé ñðåäû ñ øèðèíîé Δx è 

âûñîòîé Δy (ðèñ. 2,à). 

Òàê êàê â çîíå Â ñêîðîñòè ÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà ìàëû, òî 

óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà ñûïó÷åé ñðåäû èìåþò âèä  

Δ + = 0cG F ,         (2) 

ãäå ΔG – âåñ ýëåìåíòà ñûïó÷åé ñðåäû; Fc – êàñàòåëüíàÿ ñèëà, 

äåéñòâóþùàÿ íà ýëåìåíò ñûïó÷åé ñðåäû. 

Âåñ ýëåìåíòà ñûïó÷åé ñðåäû ðàâåí 

Δ = ΔG mg ,          (3) 
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ãäå Δm – ìàññà âûäåëåííîãî ýëåìåíòà ñûïó÷åé ñðåäû, ðàâíàÿ 

γ
Δ = Δ Δm x yb

g
; γ – óäåëüíûé âåñ ñûïó÷åé ñðåäû. 

   
à)         á) 

Ðèñóíîê 2 – Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé: 

à) â çîíå Â; á) â çîíå Ñ 

Êàñàòåëüíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ýëåìåíò ñûïó÷åé ñðåäû, 

îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïî ôîðìóëå 

( )τ τ τ⎡ ⎤= − + Δ Δ⎣ ⎦c n n nF yb ,       (4) 

ãäå τn – ìàêñèìàëüíûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ îò ó íå çàâèñÿò, 

ïîäñòàâëÿÿ (3) è (4) â (2), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, óñòðåìèâ Δx ê íóëþ 

(Δ → 0x ), ïîëó÷èì 

τ γ=nd

dx
.          (5) 

Ðåøèì óðàâíåíèå (5) ïðè óñëîâèè: ïðè x =0, τn =0, ïîëó÷èì 

τ γ=n x .          (6) 

Èç êðóãà Ìîðà [4] ñ ó÷åòîì (6) èìååì 

τ γσ = =n
á x

f f
;         (7) 

( ) ( )γσ τ= + = +2 21 2 1 2n n f x f
f

;      (8) 

ϕ= tgf , 

ãäå ϕ − óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà  
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûå êàñàòåëüíûå τn è íîðìàëüíûå 

íàïðÿæåíèÿ σn, σá ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò êîîðäèíàòû 

x. 

Ãëàâíûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ýòîé çîíå, ñîãëàñíî [4], 

îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì 

σ τ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
1

1 1
1 1n f f x f f

f f
;    (9) 

σ τ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + = + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
2

1 1
1 1n f f x f f

f f
.    (10) 

Ðàññìîòðèì çîíó äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà Ñ. Â ýòîé çîíå ñûïó÷èé 

ãðóç íàõîäèòñÿ â ïëàñòè÷íîì ñîñòîÿíèè. Ïðè ýòîì íà ãðàíèöå ýòîé 

çîíû íàïðÿæåíèÿ ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ. Èç-çà áëèçîñòè 

ýòîé çîíû ê âûïóñêíîìó îòâåðñòèþ íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σn 

óìåíüøàþòñÿ è íà âûõîäå èç íåå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ðàâíûå íóëþ 

(ñì. ðèñ. 1,à). 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö â çîíå Ñ, òàêæå êàê â çîíå Â, 

âûäåëèì ìàëûé ýëåìåíò ñûïó÷åãî ãðóçà (ðèñ. 2,á) è ïðèìåíèì ê íåìó 

çàêîí Íüþòîíà. Òîãäà â ïðîåêöèÿõ íà âåðòèêàëüíóþ îñü ïîëó÷èì 

( ) ( )τ τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ = − + Δ Δ + Δ + − + Δ Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦n n n

dv
m p p p xb G yb

dt
,  (11) 

ãäå ð – íîðìàëüíîå äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå íà ÷àñòèöû ñûïó÷åãî 

ãðóçà â çîíå äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà è çàâèñÿùåå îò õ è ó. 

Ïîäñòàâèâ (3) â (11), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, óñòðåìèâ Δ → 0x  è 

Δ → 0y , ïîó÷èì 

τγ γ∂
= − + −

∂
nddv p

g dt y dx
.        (12) 

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì (5) çàïèøåòñÿ â âèäå 

γ ∂
= −

∂
dv p

g dt y
.         (13) 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ èñòå÷åíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà 

ñòàöèîíàðåí. Òîãäà â çîíå Ñ èìååì 

v = v(õ,y). 
Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè t ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà 

èìååì 

∂ ∂
= +

∂ ∂
dv v dx v dy

dt x dt y dt
. 
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â çîíå äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà C ãîðèçîíòàëüíàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö ñûïó÷åé ñðåäû ìàëû, ò.å. = 0
dx
dt

 è 

=
dy

v
dt

, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå  

∂
=

∂
dv v dy

dt y dt
.         (14) 

Ïîäñòàâèâ (14) â (13), ïîëó÷èì 

γ
∂ ∂

= −
∂ ∂
v g p

v
y y

.         (15) 

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ 

v=0, p=σn, ïîëó÷èì ñêîðîñòü â ëþáîé òî÷êå äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà, 

ðàâíóþ 

σ
γ
−

= 2 n p
v g ,         (16) 

ãäå p=p(õ, y) 

Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ÷àñòèö ñûïó÷åé ñðåäû â çîíå 

äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà çàâèñèò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî 

äàâëåíèÿ ð ïî âûñîòå è ñå÷åíèþ áóíêåðà. 

Ïîäñòàâèâ â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (16) p = 0, îïðåäåëèì 

ñêîðîñòü íà âûõîäå èç äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà, ðàâíóþ 

σ
γ

= 2 n
äv g .         (17) 

Èç (17) è (8) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü íà âûõîäå èç äèíàìè÷åñêîãî 

ñâîäà çàâèñèò òîëüêî îò ìàêñèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ è 

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò êîîðäèíàòû õ. 

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Çåíêîâà [4]. Îäíàêî, 

â îòëè÷èå îò ôîðìóëû Çåíêîâà, â ôîðìóëå (17) ñêîðîñòü vä ÿâëÿåòñÿ 

ñêîðîñòüþ ÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà íà âûõîäå èç çîíû äèíàìè÷åñêîãî 

ñâîäà Ñ. Â òî æå âðåìÿ â ôîðìóëå Çåíêîâà ýòà ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ 

ñêîðîñòüþ ÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà íà âûõîäå èç áóíêåðà. Êðîìå òîãî, ó 

Çåíêîâà âìåñòî σn ñòîèò íåêîòîðîå ñðåäíåå íîðìàëüíîå äàâëåíèå, 

ðàâíîå 

σ γ χ=
1

2ñð a ,         (18) 
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ãäå χ = + − + 21
2 1f f

f
. 

Ïîäñòàâèâ â (17) âìåñòî σn ñðåäíåå çíà÷åíèå σñð èç (18), ïîëó÷èì 

ñêîðîñòü íà âûõîäå èç áóíêåðà ïî Çåíêîâó 

χ=âv ga .          (19) 

Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [6], â çîíå äèíàìè÷åñêîãî 

ñâîäà òðàåêòîðèè ÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà ïðèáëèçèòåëüíî ñîâïàäàþò ñ 

ïðÿìîëèíåéíûìè ëó÷àìè, èäóùèìè â íåêîòîðûé öåíòð, 

ðàñïîëîæåííûé íà îñè áóíêåðà è íàõîäÿùèéñÿ íèæå ùåëåâîãî 

îòâåðñòèÿ. 

Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ðàáîòå [13], ìåíüøåå ãëàâíîå 

íàïðÿæåíèå σ2 â ëþáîé òî÷êå äâèæóùåãîñÿ ãðóçà ñîâïàäàåò ñ 

òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê 

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà â çîíå äèíàìè÷åñêîãî 

ñâîäà ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò âåðòèêàëüíûõ ëèíèé, òî íîðìàëüíàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ ïðèáëèæåííî ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûì íàïðÿæåíèåì σn ≈ 
σ2. 

Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (17) âìåñòî σn ãëàâíîå íîðìàëüíîå 

íàïðÿæåíèå σ2, ïîëó÷èì ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà 

íà âûõîäå èç çîíû äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà 

σ
γ

= 22äv g .         (20) 

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â çîíå îáðóøåíèÿ D ÷àñòèöû ñûïó÷åãî 

ãðóçà íàõîäÿòñÿ â íåïðåðûâíîì õàîòè÷åñêîì äâèæåíèè â ðåçóëüòàòå 

ñòîëêíîâåíèé ìåæäó ñîáîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñûïó÷èé ãðóç â ýòîé çîíå 

íàõîäèòñÿ â ñâîáîäíîäèñïåðñíîì ñîñòîÿíèè è, ñîãëàñíî [11,12], åãî 

äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ñûïó÷èõ 

ãðóçîâ. 

Ñ ïîìîùüþ êðóãà Ìîðà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåñâÿçíîãî 

ñûïó÷åãî ãðóçà ãðàíèöà ìåæäó äèíàìè÷åñêèì ñâîäîì Ñ è çîíîé 

îáðóøåíèÿ D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåâåðíóòóþ ïàðàáîëó [4] 

⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

2
2

1c

x
y h

a
,        (21) 

ãäå hc – âûñîòà ïàðàáîëû, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå 
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( ) ( )ϕ
ϕ

+
= = + + 21 sin

1
4 cos 4c

a a
h f f .      (22) 

Çàìåíèì ãðàíèöó ìåæäó çîíîé äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà è çîíîé 

îáðóøåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûìè îòðåçêàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ áîêîâûìè 

ñòîðîíàìè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, îñíîâàíèå êîòîðîãî 

ñîâïàäàåò ñî ùåëåâûì îòâåðñòèåì áóíêåðà, à âûñîòà ñîâïàäàåò ñ 

âûñîòîé ïàðàáîëû hc (ðèñ. 3,à). Óðàâíåíèå ýòîé ãðàíèöû ìîæíî 

çàïèñàòü â âèäå 

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
1c

x
y h

a
,         (23) 

ãäå − ≤ ≤2 2
a ax . 

 
à)       á) 

Ðèñóíîê 3 – Ðàñ÷åòíûå ñõåìû îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ 

ñûïó÷åãî ãðóçà â çîíå D: à) ïðÿìîå âûïóñêíîå ùåëåâîå îòâåðñòèå; á) 

áîêîâîå âûïóñêíîå ùåëåâîå îòâåðñòèå 

Ïðèìåíèâ óðàâíåíèå Áåðíóëëè äëÿ ñûïó÷èõ ãðóçîâ ê ñå÷åíèÿì 

1-1 è 2-2 ðàññìîòðåííîãî òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 3,à), ïîëó÷èì 

ζ
γ γ

+ + = + + +
2 2 2

1 1 2 2 2
1 22 2 2

p v p v v
y y

g g g
,      (24) 

ãäå y1, y2 – óðîâíè ñå÷åíèé 1-1 è 2-2 îòíîñèòåëüíî îñè îõ; p1, p2 – 

íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ 

ñå÷åíèÿ 1-1 ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà è ñîîòâåòñòâóþùèõ 

òî÷êàõ ñå÷åíèÿ íà âûõîäå èç áóíêåðà; v1, v2 – ñêîðîñòè ÷àñòèö 
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ñûïó÷åãî ãðóçà â òåõ æå òî÷êàõ ñå÷åíèé 1-1 è 2-2; ζ – êîýôôèöèåíò 

ìåñòíûõ ïîòåðü Äàðñè-Âåéñáàõà ïðè äâèæåíèè ñûïó÷åãî ãðóçà â çîíå 

îáðóøåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèé ïîòåðè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïîòîêà 

ñûïó÷åãî ãðóçà ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèö ìåæäó ñîáîé [14,15]. 

Ïîäñòàâèì â (24) ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y1=y; y2=0; p1=0; 

p2=0; v1=vä; v2=vâ. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì çíà÷åíèå ñêîðîñòè 

÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà íà âûõîäå èç áóíêåðà  

ζ
= +

+
21

2
1

â äv gy v .        (25) 

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì  (20) ïðèìåò âèä 

σ
γζ

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

21
2

1
âv g y .       (26) 

Îáúåìíûé ðàñõîä ÷åðåç ùåëåâîå îòâåðñòèå îïðåäåëèì ïî 

ôîðìóëå 

−

= ∫
2

2

a

â
a

Q v bdx .(27) 

Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå (25), ïîëó÷èì 

σ
γζ −

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∫
2

2

2

2
1

a

a

b
Q g y dx .      (28) 

Ïîäñòàâèâ (10) è (23) â (28), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì 

( )
χ

χζ

⎡ ⎤⎛ ⎞′
⎢ ⎥= − ⎜ ⎟′−+ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

1,51,5
1,5 1

1 1

2 1
1

3 1

K
Q ba g

K K
,    (29) 

ãäå ( )= + + 2
1

1
1

2
K f f ,   χ′ = + − + 21

1f f
f

. 

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò ìåñòíûõ ïîòåðü ζ ïðè äâèæåíèè 

ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà â çîíå îáðóøåíèÿ. 

Ñîãëàñíî ðàáîòå [15], êîýôôèöèåíò ζ ïðè äâèæåíèè ñûïó÷åãî 

ãðóçà ïî ïðÿìîëèíåéíîìó êàíàëó îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

ζ =
2 2

2 3

k d l
K

h
,         (30) 

ãäå K2 – íåêîòîðûé áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò 

óñëîâèé èñòå÷åíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà (ïðÿìîå èëè áîêîâîå 
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èñòå÷åíèå ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà) è îïðåäåëÿåìûé èç 

ýêñïåðèìåíòà; l – äëèíà êàíàëà, h – âûñîòà êàíàëà. 

Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå (30) l=hc è h=a, ïîëó÷èì 

ζ = 2 2
2 3

ch
K k d

a
.         (31) 

Ñîãëàñíî (22), ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ãðàíèöû äèíàìè÷åñêîãî 

ñâîäà hc ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

= 1 2c

a
h K .          (32) 

Ïîäñòàâèâ (32) â (31), ïîëó÷èì 

ζ =
2 2

1 2 2

k d
K K

a
,         (33) 

Êîýôôèöèåíò ðàñõîäà ïðè èñòå÷åíèè ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà 

ñîãëàñíî [1] îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

η =
1,5

Q

ba g
.         (34) 

Ïîäñòàâëÿÿ (29) â (34) c ó÷åòîì (33), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé 

ïîëó÷èì 

δηη
δ

=
+

0

2 2
1 2k K K

,        (35) 

ãäå 
( )

χη
χ

⎡ ⎤⎛ ⎞′
⎢ ⎥= − ⎜ ⎟′− ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

1,51,5
1

0
1 1

2
1

3

K

K K
; δ =

a

d
. 

Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, K2 = 1. 

Èç ôîðìóëû (35) ñëåäóåò, ÷òî åñëè δ → ∞, òî η → η0. 

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè f = 0,58÷0,7 (φ=30°÷35°) η0 ≈ 1. Ýòî 

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìåëêèõ ñûïó÷èõ ãðóçîâ (δ > 100) êîýôôèöèåíò 

ðàñõîäà η ìàëî çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà âíóòðåííåãî òðåíèÿ, 

øèðèíû ùåëè è äèàìåòðà ÷àñòèö. 

Äëÿ ñðàâíåíèÿ îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò ðàñõîäà η íà îñíîâå 

òåîðèè Çåíêîâà [4].  

Ïîäñòàâèâ (19) â (27), èìååì 

χ= 1,5Q ba g .         (36) 

Çàòåì, ïîäñòàâèâ (36) â (34), ïîëó÷èì  

η χ= .          (37) 
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Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè f=0,7÷0,58 (φ=35°÷30°) η=1,27÷1,31. 

Èç ôîðìóëû (35) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ðàñõîäà ïðè 

èñòå÷åíèè ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà çàâèñèò îò åãî êîýôôèöèåíòà 

âíóòðåííåãî òðåíèÿ f è îòíîøåíèÿ øèðèíû ùåëè áóíêåðà ê äèàìåòðó 

÷àñòèö. Â òî æå âðåìÿ, ïî òåîðèè Çåíêîâà (ñì. (37)) ýòîò êîýôôèöèåíò 

çàâèñèò òîëüêî îò êîýôôèöèåíòà f âíóòðåííåãî òðåíèÿ è íå çàâèñèò 

îò øèðèíû âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ à áóíêåðà è äèàìåòðà ÷àñòèö 

ñûïó÷åãî ãðóçà d. 

Ðàññìîòðèì èñòå÷åíèå ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà ñ êðóãëûì 

ãîðèçîíòàëüíûì îòâåðñòèåì. 

Â ýòîì ñëó÷àå çîíû ñòðóêòóðíî-ìåõàíè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ãðóçà â 

áóíêåðå ñîâïàäàþò ñ òàêèìè æå çîíàìè â áóíêåðå ñ ãîðèçîíòàëüíûì 

ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì (ñì. ðèñ. 1,à). 

Ïðè ýòîì êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â çîíå Â 

îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

τ γ=
2n

r
, ( ) ( )γσ τ= + = +2 21 2 1 2

2n n

r
f f

f
,    (38) 

à ãëàâíûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

σ τ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
1

1 1
1 1

2n

r
f f f f

f f
, 

σ τ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + = + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
2

1 1
1 1

2n

r
f f f f

f f
,    (39) 

ãäå r – ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà, öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, 

â êîòîðîé îñü oy ñîâïàäàåò ñ îñüþ áóíêåðà, à îñü or ñîâïàäàåò ñ 

ðàäèóñîì áóíêåðà. 

Êðîìå òîãî, äëÿ áóíêåðà ñ êðóãëûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì 

èìååò ìåñòî ôîðìóëà Çåíêîâà (17), à ãðàíèöåé ìåæäó çîíîé 

äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà Â è çîíîé îáðóøåíèÿ D ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîèä 

âðàùåíèÿ ñ âûñîòîé, îïðåäåëÿåìîé ïî ôîðìóëå (22), â êîòîðîé à 

ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ. 

Ïðîâåäÿ âûêëàäêè, òàêèå, êàê è äëÿ áóíêåðà ñî ùåëåâûì 

âûïóñêíûì îòâåðñòèåì, áûë ïîëó÷åí êîýôôèöèåíò ðàñõîäà ñûïó÷åãî 

ãðóçà èç áóíêåðà ñ êðóãëûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì, îïðåäåëÿåìûé ïî 

ôîðìóëå (35), â êîòîðîé η0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà 

π χ χη
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′
⎢ ⎥= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

1,5 1,5

0,5
0 1

1 1

1
6

K
K K

,      (40) 
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ãäå δ =
a

d
; χ ⎛ ⎞′′ = + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
21 1

1
4

f f
f

. 

Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, K2 = 3.  

Èç óðàâíåíèé (35) è (40) ñëåäóåò, ÷òî åñëè δ → ∞, òî η → η0. 

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè f = 0,58÷0,7 (φ=30÷35°) η0 = 0,64÷0,66. 

Ðàññìîòðèì èñòå÷åíèå ñûïó÷åãî ãðóçà èç ïðÿìîóãîëüíîãî 

áóíêåðà ñ áîêîâûì ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì øèðèíîé à è 

äëèíîé b (b>a) (ðèñ. 1,á). 

Íà îñíîâå âèçóàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðîöåññà èñòå÷åíèÿ 

ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà ñ áîêîâûì ùåëåâûì îòâåðñòèåì, òàê æå, 

êàê è äëÿ áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì âûïóñêíûì 

îòâåðñòèåì, ìîæíî âûäåëèòü òàêèå æå 5 çîí: A, B, C, D, E, 

îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ñòðóêòóðíî-ìåõàíè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì 

(ñì. ðèñ. 1,á).  

Ñûïó÷èé ãðóç â çîíàõ A, B, C, E äâèæåòñÿ òàê æå, êàê è â 

áóíêåðå ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì. Ïîýòîìó 

âñå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèå ãðóçà â ýòèõ çîíàõ äëÿ 

áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì, 

ñîâïàäàþò è äëÿ áóíêåðà ñ áîêîâûì ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì. 

Â çîíå îáðóøåíèÿ (ïåðåìåøèâàíèÿ) D, â îòëè÷èå îò èñòå÷åíèÿ 

ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì îòâåðñòèåì, 

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñîâïàäàþò ñ ïðÿìûìè  íàêëîííûìè 

ëèíèÿìè, ñîñòàâëÿþùèìè óãîë íàêëîíà ê ãîðèçîíòó φ. Ïðè ýòîì óãîë 

φ èçìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì êîîðäèíàòû y â ïðåäåëàõ φ0 < φ < 90°. 
Óãîë φ0 ðàâåí óãëó íàêëîíà ãðàíèöû, ðàçäåëÿþùåé îáëàñòü 

ïîäâèæíîãî è îáëàñòü íåïîäâèæíîãî ñîñòîÿíèÿ E ñûïó÷åãî ãðóçà â 

áóíêåðå (ñì. ðèñ. 1,á). 

Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ p ñûïó÷åãî 

ãðóçà â áóíêåðå èçìåíÿþòñÿ ïî âûñîòå áóíêåðà òàê æå, êàê è â ñëó÷àå 

èñòå÷åíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà ñ ïðÿìûì ùåëåâûì âûïóñêíûì 

îòâåðñòèåì (ñì. ðèñ. 1,á).  

Òàê æå, êàê è äëÿ áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì 

âûïóñêíûì îòâåðñòèåì, ïðèìåíèì óðàâíåíèå Áåðíóëëè äëÿ ñûïó÷èõ 

ãðóçîâ [14] ê ñå÷åíèÿì 1-1 è 2-2 ýëåìåíòàðíîé òðóáêè (çàøòðèõîâàíû 

íà ðèñ. 3,á), âäîëü êîòîðîé äâèæóòñÿ ÷àñòèöû ñûïó÷åãî ãðóçà â çîíå 

D. Â ðåçóëüòàòå ñîãëàñíî (24) è (20), ïîëó÷èì  
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σ
γζ

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

21
2

1
âv g h .       (41) 

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå èñòå÷åíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà ñ 

ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì, ãðàíèöà ìåæäó 

çîíîé äèíàìè÷åñêîãî ñâîäà Ñ è çîíîé îáðóøåíèÿ D ñîâïàäàåò ñ 

ïàðàáîëîé MN óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä (ñì. ðèñ. 3,á) 

ϕ
⎡ ⎤⎛ ⎞

′ ⎢ ⎥= − +⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2

1 0
1

1 tgñ

x
y h a

a
,       (42) 

ãäå 
ϕ

=
+1

1 0tg

a
a

K
; 

ϕ
′ =

+
1

1 0tgc

aK
h

K
; ( )= + + 2

1

1
1

2
K f f . 

Çàìåíèâ ïàðàáîëó MN ïðèáëèæåííî íà ïðÿìóþ (ñì. ðèñ. 3,á), 

ïîëó÷èì 

ϕ
⎛ ⎞

′≈ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0
1

1 tgc

x
y h a

a
.        (43) 

Îáúåìíûé ðàñõîä ñûïó÷åãî ãðóçà ÷åðåç áîêîâîå ùåëåâîå 

âûïóñêíîå îòâåðñòèå áóíêåðà îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå 

= ∫ âQ v ds ,          (44) 

ãäå ds – ïëîùàäü íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ýëåìåíòàðíîé òðóáêè (ñì. ðèñ. 

3,á). 

Èç ðèñ. 3,á èìååì 

ϕ ′= cosds dy . 

Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (44), ïîëó÷èì 

ϕ ′= ∫
0

cos
a

âQ v dy .         (45) 

Èç ðèñ. 3,á èìååì 

ϕ= tgh x ; ϕ′ = − tgy y x .       (46) 

Ïîëîæèì â (45) è (46) ϕ = ϕñ = const, ãäå ϕñ – íåêîòîðîå ñðåäíåå 

çíà÷åíèå ϕ. 

Ïîäñòàâèâ (41) â (45), ñ ó÷åòîì (43) è (46), ïîñëå 

èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì 

ϕ ϕϕ χ ϕ
ϕζ

⎛ ⎞
′= + + ⎜ ⎟++ ⎝ ⎠

3/2

1,5 0
1

1 0

cos tg2
2 ( tg ) tg

3 1 tg1
c

c cQ ba g K
K

, (47) 
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ãäå χ′ = + − + 21
1f f

f
. 

Êîýôôèöèåíò ìåñòíûõ ïîòåðü ζ ïðè äâèæåíèè ñûïó÷åãî ãðóçà â 

çîíå îáðóøåíèÿ [1] îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ïî ôîðìóëå (33). 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàñõîäà ïîäñòàâèì (47) â (34), ñ 

ó÷åòîì (33) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (35), â 

êîòîðîé η0 îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ 

( ) ϕη ϕ ϕ χ ϕ
ϕ

⎛ ⎞
′= + + ⎜ ⎟+⎝ ⎠

3/2

0
0 1

1 0

tg2
cos ( tg ) 2 tg

3 1 tgc c cK
K

,   (48) 

ãäå δ =
a

d
. 

Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, K2 = 0,5. 

Èç ôîðìóë (35) è (48) ñëåäóåò, ÷òî ïðè δ → ∞ η → η0. 

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè f = 0,58÷0,7  η0 = 0,3÷0,38. 

Èç ôîðìóë (35) è (48) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ðàñõîäà 

ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà ñ áîêîâûì ùåëåâûì âûïóñêíûì 

îòâåðñòèåì çàâèñèò îò δ, ò.å. îò îòíîøåíèÿ øèðèíû îòâåðñòèÿ à è 

äèàìåòðà ÷àñòèöû ñûïó÷åãî ãðóçà d, åãî êîýôôèöèåíòà âíóòðåííåãî 

òðåíèÿ f è óãëîâ ϕñ, ϕ0. Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå 

èññëåäîâàíèÿ, óãëû ϕñ è ϕ0 íå çàâèñÿò îò óãëà âíóòðåííåãî òðåíèÿ è â 

çàâèñèìîñòè îò äèàìåòðà ÷àñòèö èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ ϕñ =67÷72°, 

ϕ0 = 35÷45°. Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì äèàìåòðà ÷àñòèö d óãëû ϕñ è ϕ0 

óâåëè÷èâàþòñÿ. 

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ðàñõîäà 

η ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì, êðóãëûì è 

áîêîâûì ùåëåâûì âûïóñêíûìè îòâåðñòèÿìè îò áåçðàçìåðíîé 

âåëè÷èíû δ (êðèâûå 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî). 

Êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 4 ïîñòðîåíà ñîãëàñíî ôîðìóëå (37) è 

ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè Çåíêîâà; êðèâàÿ 2 ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (35); 

êðèâàÿ 3 ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëàì (35) è (40); êðèâàÿ 4 ñîîòâåòñòâóåò 

ôîðìóëàì (35) è (48). Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû áóíêåðà è ãðóçà ïðèíèìàëè 

çíà÷åíèÿ b=0,09 ì; f=0,64 (φ=32,6°); k=12; 5 ≤ a ≤ 50 ìì è 0,35 ≤ d ≤ 

7 ìì, ϕñ = 72°, ϕ0 = 45°. 
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Ðèñóíîê 4 – Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ðàñõîäà ïðè 

èñòå÷åíèè ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà 

Èç ðèñóíêà 4 âèäíî, ÷òî äëÿ íåáîëüøèõ δ (0< δ <100) 

êîýôôèöèåíòû ðàñõîäà (êðèâûå 2,3,4) ñ óâåëè÷åíèåì δ óâåëè÷èâàþòñÿ. 

Ïðè áîëüøèõ δ (δ > 100) êîýôôèöèåíòû ðàñõîäà ïðàêòè÷åñêè íå 

èçìåíÿþòñÿ, ïðèíèìàÿ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ η ≈ 1 (êðèâàÿ 2), η ≈ 0,66 

(êðèâàÿ 3) è η ≈ 0,34 (êðèâàÿ 4). Â òî æå âðåìÿ ïðÿìàÿ 1 ïðèíèìàåò 

ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå η = 1,29 ïðè ëþáûõ δ. 
Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ðàñõîäà ïðè èñòå÷åíèè ñûïó÷åãî 

ãðóçà èç áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì 

ïî òåîðèè Çåíêîâà íà 30% áîëüøå êîýôôèöèåíòà ðàñõîäà, 

ðàññ÷èòàííîãî ïî íàøåé òåîðèè (ñì. êðèâûå 1 è 2 íà ðèñ. 4). 

Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíò ðàñõîäà ïðè èñòå÷åíèè ñûïó÷åãî ãðóçà 

èç áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì 

áîëüøå íà 34%, ÷åì êîýôôèöèåíò ðàñõîäà èç áóíêåðà ñ êðóãëûì 

ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì è ïðàêòè÷åñêè â òðè ðàçà áîëüøå 

êîýôôèöèåíòà ðàñõîäà èç áóíêåðà ñ áîêîâûì ùåëåâûì âûïóñêíûì 

îòâåðñòèåì. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (35), (40) è (48), ðàñõîä 

ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà çàâèñèò îò äèàìåòðà îòâåðñòèÿ è ðàçìåðà 

÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà è äëÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ãðóçîâ 

ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Ïðè 

ýòîì äëÿ ñûïó÷èõ ãðóçîâ, äëÿ êîòîðûõ δ ≥ 100 (ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà 

ðàçìåð ÷àñòèö çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðàçìåðîâ âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ) 

îáúåìíûé ðàñõîä Q è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà âûõîäå èç áóíêåðà vcp, 

ñîãëàñíî (34), îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì  
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η= 1,5
0Q ba g ,         (49) 

η= 0ñðv ga .         (50) 

Ïðè ýòîì äëÿ áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ùåëåâûì âûïóñêíûì 

îòâåðñòèåì η0 ≈ 1, äëÿ áóíêåðà ñ êðóãëûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì η0 ≈ 

0,66, à äëÿ áóíêåðà ñ áîêîâûì ùåëåâûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì â 

çàâèñèìîñòè îò d ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ η0 ≈ 0,3÷0,38. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîâïàäàþò ñ 

ýêñïåðèìåíòîì. 
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Àêòóàëüí³ñòü. Äîëàþ÷è åíåðãåòè÷íó çàëåæí³ñòü Óêðà¿íè 

âèíèêàº ïîòðåáà ó ðîçøèðåíí³ äæåðåë ³ ïîøóêó íîâèõ òåõíîëîã³é äëÿ 

çàáåçïå÷åííÿ ïîòðåá ïðîìèñëîâîñò³ ³ íàñåëåííÿ ÿê òåïëîì òàê ãàçîì. 

Ïîðÿä ç ïîøóêîì íîâèõ ðîäîâèù ³ â³äíîâëåííÿ ñòàðèõ, îñîáëèâà 

óâàãà ïðèä³ëÿºòüñÿ çá³ëüøåííþ âèäîáóòêó âëàñíîãî âóã³ëëÿ. 

Äîíåöüêèé âóã³ëüíèé áàñåéí ì³ñòèòü âåëèê³ çàïàñè ÿê³ñíîãî âóã³ëëÿ, 

àëå éîãî ïîòð³áíî âèäîáóâàòè íà âåëèêèõ ãëèáèíàõ.  

Âèäîáóòîê âóã³ëëÿ ïðè çàñòîñóâàíí³ ðàìíîãî êð³ïëåííÿ ã³ðñüêèõ 

âèðîáîê íà âåëèêèõ ãëèáèíàõ,  ÿê ñâ³ä÷èòü ïðàêòèêà, ñòàâ 

åêîíîì³÷íî íåäîö³ëüíèì ³ òàêèì, ùî íå çàáåçïå÷óº íåîáõ³äíèé ð³âåíü 

áåçïåêè. Ñó÷àñíèé âèä êð³ïëåííÿ ã³ðñüêèõ âèðîáîê - àíêåðíå 

êð³ïëåííÿ â çìîç³ åôåêòèâíî âèð³øèòè ïåðåë³÷åí³ ïðîáëåìè ³ 

çàáåçïå÷èòè  çíà÷íî á³ëüø³ òåìïè âèäîáóòêó[1]. Àëå åôåêòèâí³ñòü 

éîãî ïðîòèä³¿ ã³ðñüêîìó òèñêó ó âåëèê³é ì³ð³ çàëåæèòü â³ä 

çàáåçïå÷åííÿ, ÿê òåõíîëîã³¿ éîãî ñïîðóäæåííÿ, òàê ³ ÿêîñò³ éîãî 

êîìïëåêòóþ÷èõ: ì³öíîñò³ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³, ïàðàìåòð³â ì³öíîñò³ 

àíêåðíèõ øòàíã, íàÿâíîñò³ ïåð³îäè÷íèõ âèñòóï³â íà ¿õ ïîâåðõíÿõ, 

æîðñòêîñò³ ï³äõîïëåíü, õàðàêòåðèñòèê øàéá òîùî. Íîðìàòèâíèìè 

äîêóìåíòàìè, ùî ä³þòü íà Óêðà¿í³, ðåãëàìåíòîâàíî, ÿê ïðàâèëà 

âèêîíàííÿ ðîá³ò ïî ñïîðóäæåííþ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ â ã³ðñüêèõ 

âèðîáêàõ âóã³ëüíèõ øàõò, òàê ³ âèìîãè äî éîãî êîìïëåêòóþ÷èõ. 

Çã³äíî ç âèìîãàìè äî àíêåðíèõ øòàíã ðåãëàìåíòîâàíî êðîê ãâèíòîâî¿ 

íàâèâêè òà ãåîìåòð³ÿ ¿¿ ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó. Òàê çã³äíî[1], êðîê 

ãâèíòîâî¿ íàâèâêè äëÿ àíêåðíî¿ øòàíãè íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó 25ìì 

ñêëàäàº 16,5ìì. Íàïðÿì ãâèíòîâî¿ íàâèâêè îáðàíî âèõîäÿ÷è ç óìîâ 

äîñèëàííÿ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ ó äîííó ÷àñòèíó øïóðà, çà óìîâ 

îáåðòàííÿ áóðîâî¿ øòàíãè ïðîòè ãîäèííèêîâî¿ ñòð³ëêè.  

Ó áóä³âíèöòâ³, ÿê í³äå á³ëüøå, âèêîðèñòîâóþòü âëàñòèâ³ñòü 

àðìàòóðè ç ïåð³îäè÷íèìè âèñòóïàìè íà ïîâåðõí³ àðìàòóðè 

çàô³êñîâàíî¿ ó áåòîí³ ïðîòèä³ÿòè ïåðåì³ùåííÿì áóäü-ÿêî¿ ïðèðîäè. 
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Ì³öí³ñòü ç÷åïëåííÿ àðìàòóðíèõ ñòðèæí³â ç áåòîíîì äîçâîëÿº 

ñòâîðþâàòè øèðîêèé ñïåêòð áóä³âåëüíèõ ñïîðóä ð³çíîãî ïðèçíà÷åííÿ 

³ àðõ³òåêòóðè. 

Âåëè÷åçíà ê³ëüê³ñòü äîñë³ä³â ïðîâåäåíèõ ó áóä³âåëüí³é ãàëóç³ 

íàä ç’ÿñóâàííÿì, ÿê ïàðàìåòð³â ì³öíîñò³ çðàçê³â áåòîíó, òàê ³ 

ìåõàí³çì³â ¿õ ðóéíóâàííÿ äîâåëà ñõîæ³ñòü ¿õ ç ã³ðñüêèìè 

ïîðîäàìè[2]. 

Ì³öí³ñòü ç÷åïëåííÿ àðìàòóðíèõ ñòðèæí³â ç áåòîíîì çàëåæèòü, 

ÿê â³ä ç÷åïëåííÿ âèñòóï³â íà ïîâåðõí³ àðìàòóðè ïåð³îäè÷íîãî 

ïðîô³ëþ, òàê ³ â³ä ñèë òåðòÿ, ùî âèíèêàþòü íà êîíòàêòí³é ïîâåðõí³ 

àðìàòóðè.  ßê âñòàíîâëåíî [3-4], íàéá³ëüøèé âïëèâ íà ì³öí³ñòü 

ç÷åïëåííÿ çä³éñíþº ïåðøèé ôàêòîð, â³í çàáåçïå÷óº 3/4 çàãàëüíîãî 

îïîðó ç÷åïëåííÿ êîâçàííÿ àðìàòóðè â áåòîí³. 

Ñõîæ³ñòü ïðîöåñ³â, ùî âèíèêàþòü ïðè âèñìèêóâàíí³ 

àðìàòóðíîãî ñòðèæíÿ ç áåòîíó [4] ³ àíêåðó ç ã³ðñüêî¿ ïîðîäè äàº 

ï³äñòàâè äëÿ ¿õ ïîð³âíÿííÿ ³ äîñë³äæåííÿ, ÿê ÿê³ñíèõ, òàê ³ 

ê³ëüê³ñíèõ ðåçóëüòàò³â. Îêð³ì òîãî, àêòóàëüíîñò³ íàáèðàº ïðîáëåìà 

âèáîðó òàêî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ ìîäåë³, ÿêà á äîçâîëèëà âèçíà÷èòè êðîê 

ãâèíòîâî¿ íàâèâêè äëÿ àíêåðíèõ øòàíã ìåòàëî ïîë³ìåðíèõ àíêåð³â. 

Îñê³ëüêè íàä âèð³øåííÿì ñôîðìóëüîâàíî¿ âèùå çàäà÷³ 

ïðàöþâàëè ³ ïîñò³éíî ïðàöþþòü ó áóä³âåëüí³é ãàëóç³, òî íåîáõ³äíî 

â³ääàòè ¿ì íàëåæíå ³ ðîçãëÿíóòè óâàæíî ìîäåë³ òà ìåòîäèêè âèáîðó 

ïàðàìåòð³â ïåð³îäè÷íèõ âèñòóï³â íà ïîâåðõí³ áóä³âåëüíî¿ àðìàòóðè. 

Äëÿ àíàë³çó ³ îá´ðóíòóâàííÿ âèáîðó ìîäåë³, ðîçãëÿíåìî á³ëüø 

äåòàëüíî ìîäåëü, ÿêó âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ðîçðàõóíêó íàïðóæåíî – 

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó çàë³çîáåòîííèõ êîíñòðóêö³é.  

Çàäà÷à âèáîðó âèñîòè òà êðîêó ïðîô³ëþ íàáóëà àêòóàëüíîñò³ ç 

ïåðåõîäîì äî âèêîðèñòàííÿ àðìàòóðè ïåð³îäè÷íîãî ïðîô³ëþ . Äëÿ 

ç’ÿñóâàííÿ ìåõàí³çìó ç÷åïëåííÿ àðìàòóðè ïåð³îäè÷íîãî ïðîô³ëþ 

ïðîâîäèëàñü òðèâàëà äîñë³äíèöüêà ðîáîòà. Ñòîñîâíî ñòðèæíåâî¿ 

àðìàòóðè áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ïîïðè âåëèêå ð³çíîìàí³òòÿ 

ïåð³îäè÷íèõ ïðîô³ë³â, âèð³øàëüíå çíà÷åííÿ ìàº ïèòîìà ïëîùà çñóâó 

[4]. 
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äå: s r  - êðîê ïåð³îäè÷íèõ âèñòóï³â; d s  - íîì³íàëüíèé ä³àìåòð 

àðìàòóðè; rn  - ê³ëüê³ñòü âèñòóï³â ïî ïåðèìåòðó; rA  - ïëîùà ïðîåêö³¿ 
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îäíîãî âèñòóïó íà éîãî ñåðåäèííó ïîâåðõíþ; βr  - êóò íàõèëó 

ïåð³îäè÷íèõ âèñòóï³â äî îñ³ ñòðèæíÿ. 

Äîñë³äè äîâåëè, ùî ó äîñòàòíüî øèðîêèõ ìåæàõ ïîäàòëèâ³ñòü 

ç÷åïëåííÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ çíà÷åííÿì αsb . Ïðè öüîìó º íå 

ñóòòºâèì ³ íàõèë âèñòóï³â äî îñ³ àðìàòóðè ³ ôîðìà âèñòóï³â. 

Îïîñåðåäêîâàíèì øëÿõîì âñòàíîâëåíî, ùî àäãåç³éíèé îï³ð ³ òåðòÿ 

ãëàäêî¿ ïîâåðõí³ ìàþòü äðóãîðÿäíå çíà÷åííÿ. Ãîëîâíå ³ âèð³øàëüíå 

çíà÷åííÿ ìàº çà÷åïëåííÿ âèñòóï³â àðìàòóðè. 

Ãåîìåòðè÷íå çîáðàæåííÿ ñõåìè íàâàíòàæåííÿ ìîäåë³, ÿêà º 

íàéïîøèðåí³øîþ ïðè ðîçðàõóíêàõ òà äîñë³äæåíí³ íåîáõ³äíî¿ 

ê³ëüêîñò³ òà ïàðàìåòð³â áóä³âåëüíî¿ àðìàòóðè, ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1. 

  
Ðèñóíîê 1 – Îñíîâíà ñõåìà äëÿ ðîçðàõóíêó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî 

ñòàíó ó îêîë³ çàô³êñîâàíî¿ ó áåòîí³ áóä³âåëüíî¿ àðìàòóðè 

Ñêëàäîâ³ ö³º¿ ìîäåë³ òàê³: óìîâíî ãëàäêà àðìàòóðà ïåð³îäè÷íîãî 

ïðîô³ëþ ä³àìåòðó ð³âíîìó ¿¿ íîì³íàëüíîìó ä³àìåòðó (1), îáîëîíêà ç 

áåòîíó (2), êîíòàêòíèé øàð (3), ó ÿêîìó çíàõîäÿòüñÿ çîíè 

òð³ùèíîóòâîðåííÿ, ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é òà ëîêàëüíèõ ðóéíóâàíü. 

Íà ðèñ.1 âçàºìí³ çì³ùåííÿ àðìàòóðíîãî ñòðèæíÿ â³äíîñíî îáîëîíêè ç 

áåòîíó ïîçíà÷åíî ë³òåðîþ S. Çâ'ÿçîê ì³æ óìîâíèìè òà ä³éñíèìè 

çì³ùåííÿìè çîáðàæåíî íà ðèñ. 1. Ä³éñí³ çì³ùåííÿ ïîçíà÷åíî 

ïóíêòèðîì. Âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç³ çì³ùåíü íà ãëàäêèõ ä³ëÿíêàõ 

àðìàòóðè s(1), çì³ùåíü â³ä äåôîðìàö³é êîíòàêòíîãî øàðó s(2) òà 

çì³ùåíü â³ä äåïëàíàö³¿ îáîëîíêè ³ç áåòîíó s(3). Óìîâí³ âçàºìí³ 
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çì³ùåííÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ãîëîâíà õàðàêòåðèñòèêà äåôîðìàö³¿ 

êîíòàêòó. 

Äåôîðìàö³¿ îáîëîíêè ââàæàþòüñÿ ïðóæíèìè, ³ â³äïîâ³äàþòü 

ã³ïîòåç³ ïëîñêèõ ïîïåðå÷íèõ ïåðåòèí³â. Öå ïðèïóùåííÿ º íàäòî 

ãðóáå, ÿêùî íå âðàõîâóâàòè êîíòàêòíèé øàð, àëå çàáåçïå÷óº 

çàäîâ³ëüíó òî÷í³ñòü ðîçðàõóíê³â. 

Òàêå óÿâëåííÿ áàçóºòüñÿ íà òîìó, ùî êîíòàêòí³ òð³ùèíè 

óòâîðþþòüñÿ ó ìåæàõ øàðó íåâåëèêî¿ òîâùèíè áëèçüêî¿ äî sr. Îêðåì³ 

òð³ùèíè, ÿê³ ìàþòü âåëèêèé ðîçâèòîê - àáî íàñêð³çí³ ïîâèíí³ 

âðàõîâóâàòèñÿ çà âèêîðèñòàííÿ òåõí³÷íî¿ òåîð³¿ ç÷åïëåííÿ (ÒÒÇ) 

ñïåö³àëüíî.  

Îñíîâí³ ïîëîæåííÿ òåõí³÷íî¿ òåîð³¿ ç÷åïëåííÿ ìîæóòü áóòè 

ïðåäñòàâëåí³ íàñòóïíèì ÷èíîì: ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðèçìàòè÷í³ åëåìåíòè, 

öåíòðàëüíî àðìîâàí³ îäíèì ñòðèæíåì; ïðèéìàºòüñÿ ìîäåëü "îáîëîíêà 

³ç áåòîíó - êîíòàêòíèé øàð - àðìàòóðà"; äåôîðìàö³¿ ïîçà çîíîþ 

êîíòàêòó ³ àðìàòóðè ââàæàþòüñÿ ïðóæíèìè; ïðîïîíóºòüñÿ íàÿâí³ñòü 

ºäèíîãî çâ’ÿçêó ì³æ τbc ³ s. Çà çâè÷àé, ó ðîçðàõóíêîâ³é ïðàêòèö³ 

ñòîñîâíî áåòîíó ³ àðìàòóðè ðàõóþòü, ùî ç÷åïëåííÿ – öå îï³ð áåòîíó 

ïîâçäîâæí³ì ïåðåì³ùåííÿì àðìàòóðè. 

Íåçâàæàþ÷è íà âèùåíàâåäåí³ ïðèïóùåííÿ, ïðèéìàþ÷è 

ðîçðàõóíêîâó ìîäåëü, àðìàòóðíèé ñòðèæåíü ââàæàþòü óìîâíî 

ãëàäêèì. À öå îçíà÷àº, ùî áóäü-ÿê³ ïåðåì³ùåííÿ, â òîìó ÷èñë³ ³ 

âçàºìí³ çì³ùåííÿ, ñïðè÷èíåí³ îñüîâèì íàâàíòàæåííÿì ãëàäêîãî 

àðìàòóðíîãî ñòðèæíÿ, âèçíà÷àþòüñÿ îïîñåðåäêîâàíî òîáòî áåç 

âðàõóâàííÿ îñíîâíîãî ÷èííèêà âïëèâó ó ïåðåäà÷³ íàâàíòàæåííÿ - 

ïåð³îäè÷íèõ âèñòóï³â íà éîãî ïîâåðõí³. Êð³ì òîãî, øòó÷íå âèä³ëåííÿ 

ïðîì³æíîãî ì³æ àðìàòóðîþ ³ îáîëîíêîþ ³ç áåòîíó øàðó ç îñîáëèâèìè 

âëàñòèâîñòÿìè ðîáèòü ìåòîäèêó ðîçðàõóíêó ôóíêö³¿ ç÷åïëåííÿ äîñèòü 

ñêëàäíîþ. 

Çðîçóì³ëî, ùî á³ëüø àäåêâàòíà ðîçðàõóíêîâà ìîäåëü ïîâèííà 

âðàõîâóâàòè íàÿâí³ñòü ìåõàí³çìó ïåðåäà÷³ íàâàíòàæåííÿ 

ïåð³îäè÷íèìè âèñòóïàìè íà ïîâåðõí³ àðìàòóðíîãî ñòðèæíÿ. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ïîëÿãàº ó âèáîð³ ìîäåë³ òà äîñë³äæåíí³ íà ¿¿ 

îñíîâ³ âïëèâó êðîêó ãâèíòîâî¿ íàâèâêè àíêåðíî¿ øòàíãè íà 

ïàðàìåòðè êîíòàêòíèõ çóñèëü, äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ 

àíêåðíîãî øïóðà òà ³íòåíñèâíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó éîãî îêîë³. 

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî – äåôîðìîâàíîãî 
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ñòàíó ó îêîë³ àíêåðíîãî øïóðà ³ âïëèâó íà íüîãî êðîêó ãâèíòîâî¿ 

ë³í³¿ íà ïîâåðõí³ àíêåðíî¿ øòàíãè ïîëÿãàº ó ïîñë³äîâíîìó ð³øåíí³ 

äâîõ çàäà÷. 

Ïåðøà çàäà÷à ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ çàëåæíîñò³ çóñèëü, 

ïåðåì³ùåíü ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ øïóðà â³ä êðîêó 

ãâèíòîâî¿ íàâèâêè. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàºìî ðîçâ’ÿçîê óçàãàëüíåíî¿ 

çàäà÷³ Í.Ì. Æóêîâñüêîãî, ÿêèé äîâîäèòü ñâîþ åôåêòèâí³ñòü ïðè 

âèçíà÷åíí³ ñèëîâèõ ïàðàìåòð³â äëÿ ñèñòåìè ã³ðñüêèé ìàñèâ – îáîëîíêà 

ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ – àíêåðíà øòàíãà[5].  

Ñõåìà íàâàíòàæåííÿ ñèñòåìè ïðåäñòàâëåí³ íà ðèñ.2, à 

ðîçðàõóíêîâà ñõåìà íà ðèñ.3. 

 
Ðèñóíîê 2 - Ñõåìà íàâàíòàæåííÿ ñèñòåìè ã³ðñüêèé ìàñèâ – îáîëîíêà 

ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ – àíêåðíà øòàíãà 

Îñíîâí³ åëåìåíòè íàâàíòàæåííÿ âèäíî ç íàâåäåíîãî âèùå 

ðèñóíêà. 

Îñíîâíèìè ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëåíèìè íà ðèñ.2 º: 

Q –îñüîâå íàâàíòàæåííÿ àíêåðíî¿ øòàíãè; pi - ñèëè âçàºìîä³¿, 

ùî âèíèêàþòü íà êîíòàêò³ àíêåðíà øòàíãà – ô³êñóþ÷à ñóì³ø; ti - - 

ñèëè âçàºìîä³¿, ùî âèíèêàþòü íà êîíòàêò³ ô³êñóþ÷à ñóì³ø – 

ã³ðñüêèé ìàñèâ; Si - çóñèëëÿ, ùî âèíèêàþòü ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåòèíàõ 

àíêåðíî¿ øòàíãè; σ i - çóñèëëÿ, ùî âèíèêàþòü ó ïîïåðå÷íèõ 

ïåðåòèíàõ îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³. 
Äðóãà çàäà÷à ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ ³íòåíñèâíîñò³ äîòè÷íèõ 

íàïðóæåíü ó îêîë³ àíêåðíîãî øïóðà â³ä êðîêó ãâèíòîâî¿ íàâèâêè. Äëÿ 

âèð³øåííÿ ö³º¿ çàäà÷³ ñêîðèñòàºìîñü ï³äõîäîì, âèêëàäåíèì ó [6]. 
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Ðèñóíîê 3 - Ðîçðàõóíêîâà ñõåìà óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ 

Ì. ª. Æóêîâñüêîãî 

Óìîâíî ñõåìà çàêð³ïëåííÿ çîáðàæåíà íà Ðèñ. 4à. Â ã³ðñüê³é 

ïîðîä³ 1 âèêîíóºòüñÿ ñâåðäëîâèíà ðàä³óñîì r0, íà äåÿê³é ÷àñòèí³ ÿêî¿ 

àíêåð 2 êð³ïèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïåö³àëüíî¿ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ 3. 

Äîâæèíà ä³ëÿíêè, íà ÿê³é ô³êñóºòüñÿ àíêåð − 2l.  Àíêåð íàâàíòàæóþòü 

îñüîâèì çóñèëëÿì P. 

 
Ðèñóíîê 4 - Äî ïîñòàíîâêè çàäà÷³ ïðî íàâàíòàæåííÿ ñâåðäëîâèíè  

âàíòàæíèì àíêåðîì 

Ñåðåäîâèùå º îäíîð³äíèì òà ³çîòðîïíèì, à çàêð³ïëåííÿ àíêåðà 

çä³éñíþºòüñÿ ó ãëèáèí³ øïóðà íà â³äñòàí³, ùî çíà÷íî ïåðåâèùóº éîãî 

ä³àìåòð. Ö³ ñïðîùåííÿ äàþòü çìîãó ðîçãëÿäàòè ìîäåëü ñåðåäîâèùà ÿê 

ïðóæíèé ïðîñò³ð ç äîñòàòíüî äîâãèì öèë³íäðè÷íèì îòâîðîì. Ç áîêó 

àíêåðó íà ïîðîäó ä³º íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ, ÿêå º ð³âíèì ðåàêö³¿ â³ä 

ä³¿ íà àíêåð ã³ðñüêîãî òèñêó.  

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ìàº âèä: 
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r z

C K D
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r

g f  

äå K0(βρ), K1(βρ) − ìîäèô³êîâàí³ ôóíêö³¿ Ãàíêåëÿ, à C, D, f, g − 

äîâ³ëüí³ ñòàë³; σ r, ϕσ ,σ z , τ rz − ðàä³àëüíèé ,îêðóæíèé, îñüîâèé òà 

äîòè÷íèé êîìïîíåíòè òåíçîðó íàïðóæåíü; ν  - êîåô³ö³ºíò ïîïåðå÷íî¿ 

äåôîðìàö³¿ r,ϕ ,z − öèë³íäðè÷í³ êîîðäèíàòè; r0 - ðàä³óñ øïóðà ;ρ = 

r/r0, ξ = z/r0 ; P=kλγ H;
νλ

ν
=

−1
; Âèçíà÷èâøè êîìïîíåíòè òåíçîðó 

íàïðóæåíü, çíàõîäèìî âåëè÷íó ³íòåíñèâíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü çà 

ôîðìóëîþ: 

σ σ σ σ σ σ σ τ τ τ= − + − + − + + +2 2 2 2 2 21
( ) ( ) ( ) 6( )

6
i x y y z z x xy yz zx  

Òàêèì ÷èíîì, ìåòîäèêà âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî – äåôîðìîâàíîãî 

ñòàíó ó îêîë³ àíêåðíîãî øïóðà òà àíàë³çó âïëèâó íà íüîãî êðîêó 

ãâèíòîâî¿ íàâèâêè ïîëÿãàº ó ïîñë³äîâíîìó âèð³øåííþ äâîõ çàäà÷. Ç 

ð³øåííÿ óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ Ì.ª. Æóêîâñüêîãî âèçíà÷àºòüñÿ ðîçïîä³ë 

äîòè÷íèõ íàïðóæåíü âçäîâæ ïîâåðõí³ àíêåðíîãî øïóðà. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàí³ äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ó ÿêîñò³ ãðàíè÷íèõ 

óìîâ äëÿ ïðîñòîðîâî¿ çàäà÷³ ïðóæíîñò³ ó ïåðåì³ùåííÿõ, çíàõîäèìî 

ðîçïîä³ë ïàðàìåòð³â òåíçîðó íàïðóæåíü, à â³äïîâ³äíî ³ ³íòåíñèâíîñò³ 

äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó îêîë³ àíêåðíîãî øïóðà. 

Äëÿ âèáîðó êðîêó ãâèíòîâî¿ íàâèâêè áóëî ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó 

óìîâíî¿ îïòèì³çàö³¿. Ó ÿêîñò³ ôóíêö³¿ ö³ë³ áóëî îáðàíî ³íòåãðàë ïî 
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äîâæèí³ àíêåðíî¿ øòàíãè â³ä ñóìè ñèë íà êîíòàêòíèõ ïîâåðõíÿõ 

ñèñòåìè „àíêåðíà øòàíãà - ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ã³ðñüêà ïîðîäà”.  

ξ= +∫ ( )
b

a

f p t d , 

Ó ÿêîñò³ îáìåæåíü çàäà÷³ âèñòóïàëè äâîñòîðîíí³ îáìåæåííÿ íà 

ïàðàìåòð îïòèì³çàö³¿.  Ðåçóëüòàòîì ïîøóê³â åêñòðåìóìó ñòàâàëà 

òî÷êà, ùî ëåæèòü íà íèæí³é ìåæ³ íàêëàäåíèõ îáìåæåíü íà çì³ííó. 

Öåé ôàêò ìîæå âêàçóâàòè ëèøå íà òåíäåíö³þ ó âèáîð³ êðîêó 

ãâèíòîâî¿ íàâèâêè. Éîãî âèá³ð ìîæå áóòè îáìåæåíèì 

êîíñòðóêòèâíèìè àáî òåõíîëîã³÷íèìè ïàðàìåòðàìè çà éîãî 

âèãîòîâëåííÿ, àáî óìîâîþ çä³éñíåííÿ ïîïåðåäíüîãî íàâàíòàæåííÿ çà 

óìîâ âèêîðèñòàííÿ ïåð³îäè÷íèõ âèñòóï³â ó ÿêîñò³ ñèëîâî¿ ð³çüáè. Äëÿ 

çä³éñíåííÿ âèáîðó ³ äîñë³äæåííÿ âïëèâó êðîêó ãâèíòîâî¿ íàâèâêè, 

âèð³øåíî ïîáóäóâàòè ¿õ ãðàô³÷í³ çàëåæíîñò³ çà óìîâ çìåíøåííÿ òà 

çá³ëüøåííÿ êðîêó ãâèíòîâî¿ íàâèâêè ç ô³êñîâàíèì êðîêîì çì³íè. 

Âïëèâ ãðàâ³òàö³éíèõ ñèë íà íàïðóæåíî – äåôîðìîâàíèé ñòàí ó îêîë³ 

àíêåðíîãî øïóðà ìîäåëþâàâñÿ ââåäåííÿì òèñêó íà ñò³íêè øïóðà, 

ÿêèé º ðåàêö³ºþ àíêåðíî¿ øòàíãè íà ä³þ ã³ðñüêîãî òèñêó. 

Ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçêó ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³  îòðèìàíî çà íàñòóïíèõ 

äàíèõ: 

La =2,25ì; Q=5 D10 4í; d a =2,5D 10 −2ì; dvt =3,2 10 =2 ì; 

hà=1,65∗10 =2 ì; hÃ=0,65D10 =2 ì;  E a =1,2D 1011 í/ì 2 ; Evt =9 D10 9  í/ì 2 ; 

Eê=6 D10 9  í/ì 2 . 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî çì³íà êðîêó ïåð³îäè÷íèõ âèñòóï³â ó âèãëÿä³ 

ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ hà â³äáóâàëàñü ç êðîêîì ±1 10 −3  ì â³ä ïî÷àòêîâîãî 

çíà÷åííÿ. Ïðè÷îìó, äëÿ çðó÷íîñò³ ó ïîð³âíÿíí³ õàðàêòåðèñòèê, çë³âà, 

íà íàâåäåíèõ íèæ÷å ðèñóíêàõ, ïîçíà÷åíèõ ë³òåðîþ à), íàâåäåí³ 

õàðàêòåðèñòèêè çà óìîâ çá³ëüøåííÿ êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ hà, à 

ïîçíà÷åíèõ ë³òåðîþ á)  - çìåíøåííÿ êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ hà. 

Ïðè÷îìó, öèôðîþ 1 ïîçíà÷åíî ãðàô³êè çà ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ 

êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ hà., à öèôðîþ 6 – ãðàô³êè äëÿ ìàêñèìàëüíîãî 

éîãî çíà÷åííÿ (äèâ. ðèñ à)), àáî äëÿ ì³í³ìàëüíîãî(äèâ. ðèñ á)). 

Íà ðèñ. 11. íàâåäåíî ãðàô³êè ðîçïîä³ëó ³íòåíñèâíîñò³ äîòè÷íèõ 

íàïðóæåíü âçäîâæ àíêåðà, íà ãëèáèí³ çàíóðåííÿ ó ìàñèâ ã³ðñüêèõ 

ïîð³ä ð³âíîìó 10 r vt . Îäèíèöåþ âèì³ðþâàííÿ äîâæèíè, ó öüîìó 

âèïàäêó, îáðàíî äëÿ çðó÷íîñò³ â³äíîñí³ îäèíèö³(ó äîëÿõ ðàä³óñó 
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øïóðà r vt ). Äëÿ ïîð³âíÿííÿ âïëèâó çì³íè ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ ïåð³îäè÷íèõ 

âèñòóï³â íàâåäåíî ãðàô³êè äëÿ ì³í³ìàëüíîãî, ïî÷àòêîâîãî òà 

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ç ä³àïàçîíó çì³í êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ hà. Çà 

ïðèéíÿòîþ ïðîöåäóðîþ çì³íè êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ àíêåðíî¿ øòàíãè 

êðîê çì³íè ñêëàäàâ 0,1 10 −2ì ³ âèêîíóâàëîñü ïî 7 êðîê³â íà éîãî 

çá³ëüøåííÿ ³ çìåíøåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, çá³ëüøåííÿ êðîêó hà 

â³äáóâàëîñü â³ä 1,75 10 −2ì äî 2,25 10 −2ì, à çìåíøåííÿ êðîêó hà â³ä 

1,55 10 −2ì äî 0,85 10 −2ì. Ó ïîäàëüøîìó ä³àïàçîíè çá³ëüøåííÿ ³ 

çìåíøåííÿ êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ áóäåìî ðîçóì³òè òàêèìè, ùî 

â³äáóâàþòüñÿ ó íàâåäåíèõ âèùå ìåæàõ. 

   
à)       á) 

Ðèñóíîê 5- Ãðàô³ê ïåðåì³ùåíü ïðè à)çá³ëüøåíí³ hà  

á)ïðè çìåíøåíí³ hà 

   
à)      á) 

Ðèñóíîê 6- Ãðàô³ê ñèë íà êîíòàêò³ àíêåðíà øòàíãà – ô³êñóþ÷à ñóì³ø 

ïðè à)çá³ëüøåíí³ hà á)ïðè çìåíøåíí³ hà 
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à)      á) 

Ðèñóíîê 7- Ãðàô³ê ñèë íà êîíòàêò³ àíêåðíà ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ïîðîäà 

ïðè à)çá³ëüøåíí³ hà á)ïðè çìåíøåíí³ hà 

    
à)       á) 

Ðèñóíîê 8- Ãðàô³ê çóñèëü ó àíêåð³ ïðè à)çá³ëüøåíí³ hà á)ïðè 

çìåíøåíí³ hà 

   
à)       á) 

Ðèñóíîê 9- Ãðàô³ê çóñèëü ó îáîëîíö³ ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ ïðè 

à)çá³ëüøåíí³ hà á)ïðè çìåíøåíí³ hà 
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à)       á) 

Ðèñóíîê 10- Ãðàô³ê äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ àíêåðíî¿ 

øòàíãè ïðè à)çá³ëüøåíí³ hà á)ïðè çìåíøåíí³ hà 

   
à)       á) 

Ðèñóíîê 11- Ãðàô³ê äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ ã³ðñüêî¿ ïîðîäè 

ïðè à)çá³ëüøåíí³ hà á)ïðè çìåíøåíí³ hà 

Äëÿ ïîð³âíÿííÿ âïëèâó çì³íè êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ ïåð³îäè÷íèõ 

âèñòóï³â íà ³íòåíñèâí³ñòü äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó îêîë³ àíêåðíîãî 

øïóðà íàâåäåíî ãðàô³êè äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ çíà÷åíü êðîêó ãâèíòîâî¿ 

ë³í³¿ (äèâ. ðèñ. 12). Ãðàô³êè îòðèìàíî äëÿ îñüîâîãî íàâàíòàæåííÿ  

Q=1 D10 4í òà  êλ = 0.01 . 

Àíàë³ç çàëåæíîñòåé ïàðàìåòð³â íà êîíòàêòíèõ ïîâåðõíÿõ â³ä 

êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 5 – 12 äàº ï³ä´ðóíòÿ äëÿ 

íàñòóïíèõ âèñíîâê³â: 

ç³ çá³ëüøåííÿì êðîêó hà 

1.  ïåðåì³ùåííÿ âòóëêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ çá³ëüøóþòüñÿ  

ìàéæå ó äâà ðàçè (äèâ. ðèñ. 5à).  

2. ñèëè íà êîíòàêòíèõ ïîâåðõíÿõ àíêåðíà øòàíãà – 

ô³êñóþ÷à ñóì³ø çá³ëüøóþòüñÿ ó íåçíà÷í³é ñòåïåí³ ³ ó ãèðëà 

àíêåðíîãî øïóðà( äèâ. ðèñ.6à). 



3(62) 2009 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè» 

ISSN 1562-9945 31

3. ñèëè íà êîíòàêòíèõ ïîâåðõíÿõ ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ã³ðñüêà 

ïîðîäà çá³ëüøóþòüñÿ, àëå íå á³ëüøå í³æ 12%( äèâ. ðèñ.7à). 

4. äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ íà êîíòàêòí³é ïîâåðõí³ ô³êñóþ÷à 

ñóì³ø – ã³ðñüêà ïîðîäà çá³ëüøóþòüñÿ( çá³ëüøåííÿ íå ïåðåâèùóº 

2%)(äèâ. ðèñ.11à). 

5. çóñèëëÿ ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåòèíàõ àíêåðíî¿ øòàíãè 

çá³ëüøóþòüñÿ, ó ïðè çàá³éí³é çîí³ øïóðà, íà 2%(äèâ. ðèñ.8à). 

6. çóñèëëÿ ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåòèíàõ âòóëêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ 

ñóì³ø³ çá³ëüøóþòüñÿ ìàéæå íà 20%(äèâ. ðèñ.9à). 

7. äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ íà êîíòàêòí³é ïîâåðõí³ àíêåðíà 

øòàíãà – ô³êñóþ÷à ñóì³ø çìåíøóþòüñÿ (çìåíøåííÿ íå ïåðåâèùóº 

5%)( äèâ. ðèñ.10à). 

äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ íà êîíòàêòí³é ïîâåðõí³ ô³êñóþ÷à –ïîðîäà 

ñóì³ø çìåíøóþòüñÿ( çìåíøåííÿ íå ïåðåâèùóº 5%)(äèâ. ðèñ.11à). 

 
Ðèñóíîê 12 –Ãðàô³ê ³íòåíñèâíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ïðè 1) hà = 

10,5ìì; 2) hà = 13,5ìì; 3) hà = 16,5ìì, 4) hà =22,5ìì; 

Ç³ çìåíøåííÿì êðîêó: 

8. ïåðåì³ùåííÿ âòóëêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ çìåíøóþòüñÿ  

ìàéæå ó ï’ÿòü ðàç³â (äèâ. ðèñ. 5á); 

9. ñèëè çìåíøóþòüñÿ çà âåëè÷èíîþ, àæ äî 40%, àëå ò³ëüêè ó 

ãèðëà(äèâ. ðèñ. 6á); 

10.  ñèëè íà êîíòàêòíèõ ïîâåðõíÿõ çìåíøóþòüñÿ ìàéæå íà 

20%(äèâ. ðèñ.7á); 

11. çóñèëëÿ çìåíøóþòüñÿ, ó ïðè çàá³éí³é çîí³ øïóðà, ìàéæå 

íà 10%(äèâ. ðèñ.8á); 

12. çóñèëëÿ çìåíøóþòüñÿ ìàéæå íà 40%(äèâ. ðèñ.9á); 

13.  çá³ëüøóºòüñÿ íà âåëè÷èíó äî 20%(äèâ. ðèñ.10á); 
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14.  çìåíøóºòüñÿ íà âåëè÷èíó äî 20%(äèâ. ðèñ.11á); 

15. çà ìåíøèõ çíà÷åíü êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ ³íòåíñèâí³ñòü 

äîòè÷íèõ íàïðóæåíü º ìåíøîþ ³ á³ëüø ð³âíîì³ðíîþ (äèâ. ðèñ.12 

êðèâà 1), í³æ äëÿ á³ëüøèõ éîãî çíà÷åíü. Òàê ð³çíèöÿ ó âåëè÷èíàõ 

³íòåíñèâíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü, ó ãèðëîâ³é ÷àñòèí³ øïóðà, äëÿ 

êðîê³â hà = 10,5 ³ 22,5 10 −2ì, ñêëàäàº ìàéæå 10%. 

Âèñíîâêè: 

1. êðîê ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ âèñòóï³â íà ïîâåðõí³ àíêåðíî¿ øòàíãè 

³ñòîòíî âïëèâàº íà ïàðàìåòðè ñèñòåìè «àíêåðíà øòàíãà – ô³êñóþ÷à 

ñóì³ø – ã³ðñüêà ïîðîäà»; 

2. çá³ëüøåííÿ êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ ïðèçâîäèòü äî 

çá³ëüøåííÿ ïåðåì³ùåíü, ÿê àíêåðíî¿ øòàíãè, òàê ³ âòóëêè ³ç 

ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³, ³ íå ïðèçâîäèòü äî ³ñòîòíèõ çì³í ó ðîçïîä³ë³ 

ïàðàìåòð³â ñèñòåìè «àíêåðíà øòàíãà – ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ã³ðñüêà 

ïîðîäà»; 

3. çìåíøåííÿ êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ ïðèçâîäèòü äî ³ñòîòíîãî 

(ó ï’ÿòü ðàç³â) çìåíøåííÿ ïåðåì³ùåíü, ÿê àíêåðíî¿ øòàíãè, òàê ³ 

âòóëêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ ³ äî ïåðåðîçïîä³ëó äîòè÷íèõ íàïðóæåíü 

íà êîíòàêòíèõ ïîâåðõíÿõ ñèñòåìè - çá³ëüøåííþ ¿õ íà êîíòàêòí³é 

ïîâåðõí³ «àíêåðíà øòàíãà - ô³êñóþ÷à ñóì³ø», ³ çìåíøåííþ íà 

êîíòàêòí³é ïîâåðõí³ «ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ã³ðñüêà ïîðîäà»; 

4. äëÿ ³ñòîòíîãî îáìåæåííÿ ïåðåì³ùåíü, ó ÷îìó âèíèêàº 

ïîòðåáà äëÿ ñëàáêèõ ïîð³ä, ðåêîìåíäîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè àíêåðí³ 

øòàíãè ç ìåíøèìè çà âåëè÷èíîþ êðîêàìè ãâèíòîâèõ âèñòóï³â (äëÿ 

àíêåðíèõ øòàíã íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó 25ìì êðîê ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ 

ëåæèòü ó  ä³àïàçîí³ hà=0,4 – 0.6 d a ); 

5. äëÿ çàáåçïå÷åííÿ íàä³éíî¿ ðîáîòè àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ â 

óìîâàõ ì³öíèõ îòî÷óþ÷èõ ïîð³ä äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ìåíøî¿ æîðñòêîñò³ 

çàêð³ïëåííÿ àíêåð³â ðåêîìåíäîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè àíêåðí³ øòàíãè 

ç â³äíîñíî á³ëüøèìè çà âåëè÷èíîþ êðîêàìè ãâèíòîâèõ âèñòóï³â (äëÿ 

àíêåðíèõ øòàíã íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó 25ìì êðîê ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ 

ëåæèòü ó  ä³àïàçîí³ hà=0,6 – 0.8 d a ); 

Ä³àïàçîíè  çì³íè êðîêó ãâèíòîâî¿ ë³í³¿ íà àíêåðíèõ øòàíãàõ 

ðåêîìåíäîâàí³ âèõîäÿ÷è ³ç àíàë³çó ñèëîâèõ ïàðàìåòð³â â ñèñòåì³ 

«àíêåðíà øòàíãà – ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ã³ðñüêà ïîðîäà» ³ ïðåäñòàâëåíî 

ó [7]. Äî óâàãè íå áðàëèñü òàê³ ïàðàìåòðè ÿê: íàÿâí³ñòü øíåêîâîãî 



3(62) 2009 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè» 

ISSN 1562-9945 33

åôåêòó, âèêëèêàíîãî ãâèíòîâîþ ë³í³ºþ âèñòóï³â, ãóñòèíà ô³êñóþ÷î¿ 

ñóì³ø³, âèñîòà âèñòóï³â ãâèíòîâî¿ ë³í³¿. 
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ÓÄÊ 539.3 

Ï.Ç. Ëóãîâîé, Í.ß. Ïðîêîïåíêî  

ÊÎËÅÁÀÍÈß ÏÎËÎÃÈÕ ÐÅÁÐÈÑÒÛÕ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ 

ÎÁÎËÎ×ÅÊ Ñ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÌ ÏËÀÍÎÌ 

 
Èçó÷åíèþ êîëåáàíèé ðåáðèñòûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñ 

ïðÿìîóãîëüíûì ïëàíîì ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò 

[1–3]. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ðàáîò çäåñü îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî 

èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ  íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû 

êîëåáàíèé òàêèõ îáîëî÷åê. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî íà îñíîâå òåîðèè 

ïîëîãèõ ðåáðèñòûõ îáîëî÷åê [1], ó÷èòûâàþùåé äèñêðåòíîå 

ðàçìåùåíèå ðåáåð. Óïðóãîå îñíîâàíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ 

êîýôôèöèåíòàìè ïîñòåëè Âèíêëåðà è Ïàñòåðíàêà [4,5]. 

1. Èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëîãèå 

öèëèíäðè÷åñêèå 

îáîëî÷êè ñ øàðíèðíî îïåðòûìè êðàÿìè,  ïîäêðåïëåííûå 

ïðîäîëüíûìè è êîëüöåâûìè ðåáðàìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ 

èçîòðîïíûõ ïîëîãèõ ðåáðèñòûõ îáîëî÷åê ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïëàíîì, 

ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê [3] ñ ó÷åòîì 

âîçäåéñòâèÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå  
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ãäå 1 2,x x  − äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè 

îáøèâêè, 1 2 3, ,u u u  − êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé  ýòîé òî÷êè,t  

− âðåìÿ, h  − òîëùèíà îáøèâêè, ν ρ, ,E  − ìîäóëü óïðóãîñòè, 

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî 

èçãîòîâëåíà îáøèâêà; 1 1 1 1, , ,z kpF I I I − ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 

ñòðèíãåðîâ è ñîîòâåòñòâåííî åãî ìîìåíòû èíåðöèè ïðè èçãèáå â 

ïëîñêîñòè, íîðìàëüíîé ê  ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáøèâêè, ïðè 

èçãèáå â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáøèâêè, 

è ïðè êðó÷åíèè, 1h  − ðàññòîÿíèå îò îñè ñòðèíãåðà äî ñðåäèííîé 

ïëîñêîñòè îáøèâêè ( 1h >0, åñëè ðåáðî ðàçìåùåíî â íàïðàâëåíèè 

âíåøíåé íîðìàëè ê îáøèâêå), ρ1 1 1, ,E G − ìîäóëü óïðóãîñòè è ìîäóëü 

ñäâèãà, à òàêæå ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíû 

ñòðèíãåðû, 1k − ÷èñëî ñòðèíãåðîâ; ρ
22 2 2 2 2 2 2, , , , , , ,

kpzF I I I h E k − 

àíàëîãè÷íûå âåëè÷èíû äëÿ øïàíãîóòîâ; δ ( )z  − äåëüòà-ôóíêöèÿ 

Äèðàêà, 
1 22 1,j jx x − êîîðäèíàòû îñåé 1 2,j j  ðåáåð ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî 

è âòîðîãî íàïðàâëåíèÿ. 
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Ðåøåíèå  ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1) ðàçûñêèâàåòñÿ â 

âèäå äâîéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ: 

π πω
∞ ∞

= =
= ∑ ∑ 1 2

1
0 1 1 2

cos cos sinmn
m n

mx nx
u t u

a a
, 

π πω
∞ ∞

= =
= ∑ ∑ 1 2

2
1 0 1 2

cos sin cosmn
m n

mx nx
u t v

a a
, 

π πω
∞ ∞

= =
= ∑ ∑ 1 2

3
1 1 1 2

cos sin sinmn
m n

mx nx
u t w

a a
,     (2) 

ãäå ω  - êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2) â (1) çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ  ñîáñòâåííûõ 

÷àñòîò êîëåáàíèé ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîðíåé ðåäóöèðîâàííûõ 

ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ôîðì 

êîëåáàíèé - ê ðåøåíèþ óêàçàííûõ ñèñòåì. 

2. Âëèÿíèå óïðóãîãî îñíîâàíèÿ íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è 

ôîðìû êîëåáàíèé. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ íà 

ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ôîðìû êîëåáàíèé ïðîâåäåíî íà ïðèìåðå 

êâàäðàòíîé â ïëàíå ïîëîãîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, 

ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòîì è ñòðèíãåðîì ïî öåíòðàëüíûì ñå÷åíèÿì.  

Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü äëÿ ïîëîãîé ðåáðèñòîé îáîëî÷êè, 

èìåþùåé ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå 

õàðàêòåðèñòèêè:  

ν = 0,3;  = 0,01;
h

a
 = 0,1;
a

R
 = =1 2 1;
E E

E E
 

ν
= =

+
1 2 1

;
2(1 )

G G

E E
 

ρ ρ
ρ ρ

= =1 2 1; 

= =1 2 1;k k  = =1 2 0,055;
h h

a a
 = =1 2 0,2;

F F

ah ah
 −= = ⋅ 31 2

3 3
0,1667 10 ;

I I

a h a h
 

−= = ⋅ 51 2
3 3

0,6667 10 ;z zI I

a h a h
 −= = ⋅1 2 4

3 3
0,2328 10kp kpI I

a h a h
. 

Â òàáë.1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ïÿòè 

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïîñòåëè 

Âèíêëåðà 1C  (
ν−

=
2 2

1
1

(1 )C a
C

Eh
). 

Çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ïÿòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â çàâèñèìîñòè îò 

èçìåíåíèÿ  ïàðàìåòðîâ ïîñòåëè Ïàñòåðíàêà 1C , 2C  ( =2 2 /C C Eh ) 

ïðèâåäåíû â òàáë.2. 
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Òàáëèöà 1 

1C  ω ⋅2
1 10 

0 0,816 0,831 0,903 0,914 1,818 

0,002 0,836 0,849 0,923 0,934 1,830 

0,004 0,856 0,867 0,943 0,954 1,842 

0,006 0,876 0,885 0,963 0,974 1,855 

0,008 0,896 0,903 0,983 0,994 1,867 

0,010 0,916 0,922 1,003 1,014 1,879 

0,012 0,936 0,940 1,023 1,034 1,892 

0,014 0,966 0,967 1,053 1,064 1,910 

0,016 0,975 0,976 1,063 1,074 1,917 

 

Òàáëèöà 2 

1C ;    2C    ω2
1 · 10   

0;           0 0,816 0,831 0,903 0,914 1,818 

0,01;   

0,0001 
0,925 0,927 1,011 1,022 1,886 

0,01;   

0,0002 
0,932 0,933 1,020 1,031 1,893 

0,01;   

0,0003 
0,937 0,941 1,029 1,040 1,900 

0,01;   

0,0004 
0,942 0,950 1,037 1,048 1,908 

0,01;   

0,0005 
0,947 0,958 1,046 1,057 1,915 

Íà ðèñ.1 ïîêàçàíû êðèâûå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà   ω ω ρ=2 2 2
1 /a E  

ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ 

ïîñòåëè Âèíêëåðà  (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è Ïàñòåðíàêà (ïóíêòèðíàÿ 

êðèâàÿ). Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ,  âëèÿíèå êîýôôèöèåíòîâ ïîñòåëè 

Ïàñòåðíàêà ñêàçûâàåòñÿ áîëüøå íà âåëè÷èíå ìèíèìàëüíûõ ÷àñòîò 

êîëåáàíèé, 2u 3u 1

1

x

a
1

1

x

a
÷åì êîýôôèöèåíòà ïîñòåëè Âèíêëåðà. 
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Ðèñóíîê 1 

 
Ðèñóíîê 2 

Íà ðèñ.2à,á  ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî ôîðìû èçìåíåíèÿ ïðîãèáà 

3u  è ïåðåìåùåíèÿ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè 2u  ïî äëèíå îáîëî÷êè, 

ïîëó÷åííûå äëÿ ìèíèìàëüíûõ ÷àñòîò ω2
1  =0,093 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è 

ω2
1 =0,092 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ 

=1 20,01;C C =0,0002 è =1 20,01;C C =0,0001. Õîòÿ íåçíà÷èòåëüíîå 

èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïîñòåëè 1C  è 2C  ïðèâîäèò ê 

íåñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ çíà÷åíèé ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû, íî ïðè 

ýòîì ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ôîðìû êîëåáàíèé. Êàê âèäíî èç ðèñ.2à, 

ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ, êîãäà 

=1 20,01;C C =0,0001, ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè 

ýòîé ôîðìû êîëåáàíèé ðåáðà ðàáîòàþò òîëüêî íà êðó÷åíèå è èçãèá â 

ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáøèâêè, à 

ñïëîøíàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ, êîãäà =1 0C ,01; 

2C =0,0002, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè òàêîé ôîðìå êîëåáàíèé ðåáðà 

ïðàêòè÷åñêè íå äåôîðìèðóþòñÿ. 
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Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ 

èçìåíåíèåì âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ ïîñòåëè óïðóãîãî îñíîâàíèÿ 

ïðîèñõîäèò íå òîëüêî èçìåíåíèå âåëè÷èíû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò 

êîëåáàíèé, íî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò  è èçìåíåíèå ôîðìû êîëåáàíèé. 
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ÄÎ ÐÎÇÐÀÕÓÍÊÓ ÎÑÅÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÊÎËÈÂÀÍÍß 

ÒÐÈØÀÐÎÂÈÕ ÖÈË²ÍÄÐÈ×ÍÈÕ ÎÁÎËÎÍÎÊ Ç ÂÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ 

ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÑÒ² ÐÎÇÌ²ÙÅÍÍß ÐÅÁÅÐ ÏÐÈ ÍÅÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÕ 

ÍÀÂÀÍÒÀÆÅÍÍßÕ 

 
Âñòóï. Áàãàòîøàðîâ³ ï³äêð³ïëåí³ îáîëîíêè ç âðàõóâàííÿì 

äèñêðåòíîñò³ ðîçì³ùåííÿ ðåáåð ïðè íåñòàö³îíàðíèõ íàâàíòàæåííÿõ 

çíàõîäÿòü øèðîêîãî âèêîðèñòàííÿ â ð³çíèõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¿ òåõí³êè 

òàêèõ ÿê: àâ³àö³éíà òà ðàêåòíà, ìàøèíîáóäóâàííÿ, ñóäíîáóäóâàííÿ, 

áóä³âíèöòâî. Ñêëàäí³ñòü ïðîöåñ³â, ùî âèíèêàþòü ïðè öüîìó, 

îáóìîâëþþòü íåîáõ³äí³ñòü çàñòîñóâàííÿ ñó÷àñíèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â 

ðîçâ’ÿçêó äèíàì³÷íèõ çàäà÷ ïîâåä³íêè áàãàòîøàðîâèõ îáîëîíêîâèõ 

ñòðóêòóð. Îäí³ºþ ç îñîáëèâîñòåé âêàçàíî¿ òåìàòèêè º âðàõóâàííÿ 

äèñêðåòíîñò³ ðîçì³ùåííÿ ïðè ïîñòàíîâö³ âèõ³äíèõ çàäà÷.  

Â äàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷³ íåñòàö³îíàðíî¿ 

ïîâåä³íêè òðèøàðîâèõ äèñêðåòíî ï³äêð³ïëåíèõ öèë³íäðè÷íèõ 

îáîëîíîê, ïîáóäîâà ÷èñåëüíîãî àëãîðèòìó ³ç çàñòîñóâàííÿì 

àïðîêñèìàö³é òèïó Ð³÷àðäñîíà òà ðîçâ’ÿçóâàííÿ âêàçàíèõ çàäà÷ ³ 

àíàë³ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Òðèøàðîâà ïðóæíà ï³äêð³ïëåíà îáîëîíêîâà 

ñòðóêòóðà ñêëàäàºòüñÿ ³ç çîâí³øíüî¿ òà âíóòð³øíüî¿ ãëàäêèõ 

îáîëîíîê, ÿê³ ç’ºäíàí³ ì³æ ñîáîþ íàïîâíþâà÷åì, ³ äèñêðåòíèõ 

ï³äêð³ïëþþ÷èõ ê³ëüöåâèõ åëåìåíò³â. Ïîêëàäàºòüñÿ, ùî äëÿ 

ðîçðàõóíêó íàïðóæåíî – äåôîðìîâàíîãî ñòàíó (ÍÄÑ) ïðóæíî¿ 

ñòðóêòóðè âèêîðèñòîâóºòüñÿ âàð³àíò ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíî¿ òåîð³¿ 

ñòåðæí³â ³ îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà ç âèêîðèñòàííÿì ã³ïîòåç äëÿ 

âñüîãî ïàêåòó â ö³ëîìó. Ï³äêð³ïëþþ÷³ åëåìåíòè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê 

íàá³ð êðèâîë³í³éíèõ ñòåðæí³â, ÿê³ æîðñòêî ç’ºäíàí³ ç îáîëîíêîþ. 

Äëÿ ðîçðàõóíêó ïðèéìàºòüñÿ âàð³àíò òåîð³¿ êðèâîë³í³éíèõ ñòåðæí³â 

òèïó Òèìîøåíêà.  

Çà äîïîìîãîþ âàð³àö³éíîãî ïðèíöèïó Ðåéññíåðà äëÿ äèíàì³÷íèõ 

ïðîöåñ³â [1] îòðèìàíî íàñòóïí³ ñèñòåìè ð³âíÿíü: 

                                                 
  © Ìåéø Â.Ô., Àðíàóòà Í.Â., 2009  
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1) ð³âíÿííÿ êîëèâàíü âëàñíî áàãàòîøàðîâî¿ îáîëîíêè â ãëàäê³é 

îáëàñò³ ì³æ â³äïîâ³äíèìè äèñêðåòíèìè ðåáðàìè 
2 2

11 1 1
1 1 22 2

T U
P I I

x t t

ϕ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂
,  (1) 

2
13 322

3 1 2

UTT
P I

x R t

∂∂
+ + =

∂ ∂
, 

* 2 2
11 1 1

13 1 2 32 2

M U
T m I I

x t t

ϕ∂ ∂ ∂
− + = +

∂ ∂ ∂
, 

13 13 11 1T T T= + Θ , *
11 11 11cmM M h T= ± ;  

2) ð³âíÿííÿ êîëèâàíü j – ãî ê³ëüöåâîãî ðåáðà â òî÷êàõ ðîçðèâ³â 

jx x=  (òî÷êè ïðîåêòóâàííÿ öåíòð³â âàãè ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó íà 

ïðèâåäåíó ñåðåäèííó ïîâåðõíþ ãëàäêî¿ áàãàòîøàðîâî¿ îáîëîíêè) 

[ ]
2 2

1 1
11 2 2j j cjj

u
T F h

t t

ϕρ
⎛ ⎞∂ ∂

= ±⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
,  

2
22 3

13 2

j
j j

j
j

T u
T F

R t
ρ ∂⎡ ⎤ − =⎣ ⎦ ∂

,        (2) 

[ ]
2 2 2

1 1 1
11 2 2 2

êðj
j j j cjj

j

Iu
M F h h

t t F t

ϕ ϕρ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ± ± +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
, 

äå 

( ) ( )11 22 13 11 22 13
kz kz kz

k z

T ,T ,T σ ,σ ,σ dz= ∑ ∫ , ( ) ( )11 11
kz

k z

M zσ dz= ∑ ∫ , 

1 2 3 12
k

k k k k ck k
k k k

h
I ρ h , I ρ h h , I ρ= = ± =∑ ∑ ∑ . 

Â ð³âíÿííÿõ (1) – (2) ââåäåíî íàñòóïí³ ïîçíà÷åííÿ: x , t  – 

ïðîñòîðîâà òà ÷àñîâà êîîðäèíàòè â³äïîâ³äíî, R  – ðàä³óñ ïðèâåäåíî¿ 

ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ áàãàòîøàðîâî¿ îáîëîíêè; kρ , jρ  – ù³ëüíîñò³ 

ìàòåð³àë³â â³äïîâ³äíî k  – ãî øàðó îáîëîíêè òà j  – ãî ðåáðà; kh  - 

òîâùèíè â³äïîâ³äíèõ øàð³â îáîëîíêè, ckh  - â³äñòàíü â³ä âèõ³äíî¿ 

ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ k  – ãî øàðó; cjh __ 

â³äñòàíü â³ä âèõ³äíî¿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ äî ë³í³¿ öåíòðó âàãè 

ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó j -ãî ðåáðà; jx  __ êîîðäèíàòà ë³í³¿ êîíòàêòó j -ãî 

ðåáðà ç áàãàòîøàðîâîþ îáîëîíêîþ; jR , jF , kpjI  – ãåîìåòðè÷í³ 

ïàðàìåòðè j  – ãî ðåáðà. Â ïîçíà÷åííÿõ äëÿ âåëè÷èí çóñèëü ³ 
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ìîìåíò³â ïîêëàäàºòüñÿ, ùî 11 22 13, ,kz kz kzσ σ σ  __ íàïðóæåííÿ ïî òîâùèí³ 

â³äïîâ³äíî k  – ãî øàðó ïðè 
2 2
k kh h

z− ≤ ≤ , 1,k n= .  

×èñåëüíèé àëãîðèòì. Äëÿ ïîáóäîâè ÷èñåëüíîãî àëãîðèòìó 

ðîçâ’ÿçêó íåñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ òåîð³¿ íåîäíîð³äíèõ áàãàòîøàðîâèõ 

îáîëîíîê âèêîðèñòîâóºòüñÿ ³íòåãðî – ³íòåðïîëÿö³éíèé ìåòîä ïîáóäîâè 

ð³çíèöåâèõ ñõåì [2] äëÿ ã³ïåðáîë³÷íèõ ð³âíÿíü. Â ñèëó âèõ³äíî¿ 

ïîñòàíîâêè çàäà÷ ÷èñåëüíèé ðîçâ’ÿçîê øóêàºòüñÿ â ãëàäê³é îáëàñò³ 

ïðóæíî¿ ñòðóêòóðè (äëÿ áàãàòîøàðîâî¿ îáîëîíêè ì³æ ðåáðàìè) òà íà 

ë³í³ÿõ ðîçòàøóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ ðåáåð. 

Äëÿ ïîáóäîâè á³ëüø åôåêòèâíèõ àëãîðèòì³â çàñòîñîâóºòüñÿ 

ï³äõ³ä, ùî áàçóºòüñÿ íà çíàõîäæåíí³ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â ïî 

Ð³÷àðäñîíó [3]. Ïðè÷îìó, ïðè ô³êñîâàíîìó ð³çíèöåâîìó êðîêó ïî 

÷àñîâ³é êîîðäèíàò³, âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïîñë³äîâí³ñòü íàáëèæåíèõ 

àïðîêñèìàö³é ïî ïðîñòîðîâ³é êîîðäèíàò³. Ïðè öüîìó, ïðîöåäóðà 

åêñòðàïîëÿö³¿ ôîðìóºòüñÿ çã³äíî ôîðìóë 

( ) ( /2) ( )

4 1

3 3
n n n
l s l s l sU U UΔ Δ Δ= −� ,       (4) 

äå ( /2)
n
l sU Δ  ³ ( )

n
l sU Δ  - ÷èñåëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü êîëèâàíü â³äïîâ³äíî ç 

äèñêðåòíèìè êðîêàìè ïî ïðîñòîðîâ³é êîîðäèíàò³ /2sΔ  ³ sΔ , 1 1s A α= . 

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ð³çíèöåâ³ ð³âíÿííÿ (4) àïðîêñèìóþòü 

âèõ³äí³ ð³âíÿííÿ êîëèâàíü (2) â ãëàäê³é îáëàñò³ ç ÷åòâåðòèì 

ïîðÿäêîì òî÷íîñò³ ïî êîîðäèíàò³ x . 

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â. ßê ÷èñëîâèé ïðèêëàä, ðîçãëÿäàºòüñÿ 

çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ÍÄÑ òðèøàðîâî¿ ï³äêð³ïëåíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ 

îáîëîíêè ç âðàõóâàííÿì äèñêðåòíîñò³ åëåìåíò³â, ÿê³ ïðåäñòàâëÿþòü 

ñîáîþ íàá³ð äèñêðåòíèõ ê³ëüöåâèõ ðåáåð, ïðè âíóòð³øíüîìó 

íîðìàëüíîìó îñåñèìåòðè÷íîìó ³ìïóëüñíîìó íàâàíòàæåíí³. 

Ïîêëàäàëîñÿ, ùî êðà¿ îáîëîíîê æîðñòêî çàùåìëåí³. Ïî÷àòêîâ³ óìîâè 

íóëüîâ³. 

Îñåñèìåòðè÷í³ êîëèâàííÿ òðèøàðîâèõ öèë³íäðè÷íèõ 

ï³äêð³ïëåíèõ îáîëîíîê ç âðàõóâàííÿì äèñêðåòíîñò³ ðîçì³ùåííÿ ðåáåð 

ðîçãëÿäàëèñÿ ïðè íàñòóïíèõ ãåîìåòðè÷íèõ òà ô³çèêî–ìåõàí³÷íèõ 

ïàðàìåòðàõ 

;3h/h;м101hh;hhhh 12
3

31321 =⋅==++= −
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/ 20; / 80; / 4; / 2; ;j j jR h L h L R h h F h h= = = = =  

1 3 10
1 1 7 10jE E E= = = ⋅ Ïà; 1

1 / 10 1000;çàïE E = ÷  

1 3 3
1 1 1 1 1 30.3; 0,4; / 7; 2.7 10çàï

çàï jν ν ν ρ ρ ρ ρ ρ= = = = = = = ⋅ êã/ì3. 

Íîðìàëüíå ³ìïóëüñíå íàâàíòàæåííÿ çàäàâàëîñÿ ó âèãëÿä³  

[ ]3 sin ( ) ( )
t

P A t t T
T

π η η= ⋅ − − , 

äå A  – àìïë³òóäà íàâàíòàæåííÿ; T – òðèâàë³ñòü íàâàíòàæåííÿ. Â 

ðîçðàõóíêàõ ïîêëàäàëîñÿ 610A = Ïà; 650 10T −= ⋅ ñ. Ï³äêð³ïëþþ÷³ 

åëåìåíòè ðîçòàøîâàíî â òî÷êàõ 0,25jx Lj= , 1,3j = . Îòðèìàí³ 

÷èñåëüí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü õàðàêòåðèçóâàòè íàïðóæåíî – 

äåôîðìîâàíèé ñòàí òðèøàðîâî¿ ïðóæíî¿ ñòðóêòóðè öèë³íäðè÷íîãî 

òèïó â áóäü–ÿêèé ìîìåíò ÷àñó íà äîñë³äæóâàíîìó ÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ 

çã³äíî âèùåâêàçàíèõ ïîñòàíîâîê.  

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî çàëåæíîñò³ âåëè÷èíè ïðîãèíó U3 ïî 

êîîðäèíàò³ õ â çàëåæíîñò³ â³ä ô³çèêî – ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â 

çàïîâíþâà÷à. Êðèâà 1 â³äïîâ³äàº âèïàäêó 1
1 1/ 10çàïE E = ; 2 - êðèâà – 

âèïàäêó 1
1 1/ 100çàïE E = ; 3 - êðèâà – âèïàäêó 1

1 1/ 1000çàïE E = . 

 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
-1 

-0.5 

0 

0.5 

1 

1.5 
   U 3   

.  10 4 ,  m;    t=17,5T 

 x,  m 

 1 

 1 

 2 

 3 

 
Ðèñóíîê 1 - Çàëåæí³ñòü âåëè÷èíè 

3U  â³ä ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè õ â 

ìîìåíò ÷àñó t=17,5T 

Ðèñóíîê 2 - Çàëåæí³ñòü 

âåëè÷èíè 22σ â³ä ïðîñòîðîâî¿ 

êîîðäèíàòè õ â ìîìåíò ÷àñó 

20t T= . 

Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëèñÿ â ³íòåðâàë³ ÷àñó T40t0 ≤≤ , ïðè÷îìó 

ïðèâåäåíí³ çàëåæíîñò³ íà ðèñóíêó â³äïîâ³äàþòü ÷àñó äîñÿãíåííÿ 
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ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü âêàçàíèõ âåëè÷èí. Ïðèâåäåíí³ çàëåæíîñò³ 

äîçâîëÿþòü äîñë³äæóâàòè âïëèâ âåëè÷èí зап
1

1
1 E/E  ³ ï³äêð³ïëþþ÷èõ 

ðåáåð íà íàïðóæåíî – äåôîðìîâàíèé ñòàí áàãàòîøàðîâî¿ íåîäíîð³äíî¿ 

ñòðóêòóðè. Â³äçíà÷èìî, ùî êðèâ³ 2 ³ 3 íà ïðåäñòàâëåíèõ ðèñóíêàõ 

ïðàêòè÷íî ñï³âïàäàþòü, öå ñâ³ä÷èòü, ùî ïî÷èíàþ÷è ³ç çíà÷åííÿ 

100E/E зап
1

1
1 =  ÷èñåëüí³ ðåçóëüòàòè âêàçóþòü íà íåçíà÷íèé âïëèâ 

äåôîðìàö³éíèõ âëàñòèâîñòåé çàïîâíþâà÷à íà íàïðóæåíî – 

äåôîðìîâàíèé ñòàí ðîçãëÿíóòî¿ íåîäíîð³äíî¿ ñòðóêòóðè.  

Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÀ 

1. Ìåéø Â.Ô., Êðàâ÷åíêî Í.Â. Äî ðîçðàõóíêó íàðóæåíî – 

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó áàãàòîøàðîâèõ îáîëîíîê ç äèñêðåòíèìè 

íåîäíîð³äíîñòÿìè ïðè íåñòàö³îíàðíèõ íàâàíòàæåííÿõ\\ Â³ñíèê 

Êè¿âñüêîãî óí³âåðñèòåòó. Ñåð³ÿ: ô³ç.– ìàò. íàóêè. - 2002. – Âèï. 

¹3. – Ñ. 210 – 216. 

2. Ñàìàðñêèé À.À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì.- Ì.:Íàóêà, 1977. - 656 ñ. 

3. Ìàð÷óê Ã.È. Ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. – Ì.: Íàóêà, 

1977. – 454ñ. 

 
 

Îäåðæàíî 12.01.2009ð. 



3(62) 2009 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè» 

ISSN 1562-9945 45

ÓÄÊ 539.3 

À.Â. Êîøëàê  

ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß Â ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß 

ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ 

 
Ââåäåíèå. Ñîãëàñíî ðàçðàáîòàííûì òåõíîëîãèÿì ïîëó÷åíèÿ 

íîâîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà [1,2] ïðîöåññ ïîðîîáðàçîâàíèÿ 

ðåàëèçóåòñÿ ïóòåì èñïàðåíèÿ âîäû ïðè íàãðåâå ãåëåîáðàçíîé ñìåñè â 

òåðìîêàìåðå. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü íàãðåâà è ïëîòíîñòü òåïëîâîãî 

ïîòîêà îïðåäåëÿþò èíòåíñèâíîñòü èñïàðåíèÿ è êîëè÷åñòâî 

âûäåëèâøåãîñÿ ïàðà.  

Ñëîæíîñòü íàáëþäàåìûõ ÿâëåíèé, à òàêæå èõ ïîíèìàíèå, 

âûçûâàþò íàèáîëüøèé èíòåðåñ, òàê êàê ïóòåì èçó÷åíèÿ êèíåòèêè 

ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ìîæíî ñîçäàòü òåîðåòè÷åñêóþ áàçó äëÿ ðàçðàáîòêè 

íîâûõ âûñîêîèíòåíñèâíûõ òåõíîëîãèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ 

ïðîìûøëåííîñòè, â ÷àñòíîñòè òåõíîëîãèþ  ïðîèçâîäñòâà 

ìåëêîïîðèñòûõ òåïëîèçîëÿöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. È ïîñêîëüêó 

ñðåäíèé ðàçìåð ïîð, ïîðèñòîñòü â îñíîâíîì è îïðåäåëÿþò 

òåïëîïðîâîäíîñòü è ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëà, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî, 

âàðüèðóÿ òåðìè÷åñêèìè ðåæèìàìè îáðàáîòêè ñûðüåâîãî ìàòåðèàëà è 

ðåöåïòóðíûì ñîñòàâîì ñìåñè, ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü èçìåíåíèå 

òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëó÷åííîé òåïëîèçîëÿöèè. 

Öåëü ðàáîòû.  Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé, 

ðàçðàáîòàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîðèñòîé 

ñòðóêòóðû â ìîìåíò åå ôîðìèðîâàíèÿ. 

Ìàòåðèàëû è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé. Â êà÷åñòâå 

äèíàìè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùåé íàïðàâëåííîñòü 

èçìåíåíèé ðàçìåðîâ ïàðîâîé ïîðû ïðèìåì ðàçíîñòü íàïðÿæåíèé, 

âûçâàííûõ äàâëåíèåì â ïàðîâîé îáëàñòè è ñîïðîòèâëåíèåì ãðàíè÷íîé 

ïîâåðõíîñòè ïîðû. 

Óðàâíåíèå Ðåëåÿ – Ïëåññåòà õàðàêòåðèçóåò äèíàìèêó ðîñòà èëè 

óìåíüøåíèÿ ïàðîâîãî ïóçûðüêà. Çàïèøåì óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì 

âèäå 

                                                 
  © Êîøëàê À.Â., 2009  
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2 21,5 ( ) ( )1,5ã ï ï ã

ã ã ã

w P P T P T Pdw w

d R R R

ρ ρ
τ ρ ρ ρ

+ − −
= − = − + .   (1) 

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì: 

2

1,5
( )

1,5
ï ã ã

ã

dw d
P T P Rw

ρ τ
ρ

ρ

= −
−

−
,       (2) 

ãäå w – ñêîðîñòü ðîñòà ïàðîâîãî ïóçûðüêà; τ – âðåìÿ ðîñòà ïóçûðüêà; 

ρ – ïëîòíîñòü; Ðï – äàâëåíèå âíóòðè ïàðîâîé ïîëîñòè; Ðã – äàâëåíèå â 

îêðóæàþùåé æèäêîñòè; Ò – òåìïåðàòóðà; R – ðàäèóñ ïàðîâîãî 

ïóçûðüêà. 

Óâåëè÷åíèå, óìåíüøåíèå èëè ñòàáèëèçàöèÿ ðàçìåðîâ ïóçûðüêà 

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû, ñîîòâåòñòâåííî, òðåìÿ ñëó÷àÿìè: 

( )

1,5 1,5( ) 1,5
0, ln ,

1,5 2 ( ) ( )

1,5

( ) 1,5 1,5 1,5
0, ,

1,5 ( ) ( )

( ) 1 1,5
0, .

1,5

ï ã

ï ã

ãï ï ã

ï ã

ï ã ï ã ã

ï ã

ã

P T P
w

P T P
C

RP T P P T P
w

P T P
arctg w C

P T P P T P R

P T P
C

w R

ρ ρ ρτ
ρ ρ

ρ

ρ ρ ρτ
ρ ρ

ρτ
ρ ρ

⎧ −
−⎪

−⎪ = − +⎪ − −
+⎪

⎪
⎪

−⎪ = − +⎨ − −⎪
⎪ −⎪ = = − +
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

;

≺   (3) 

Ïðè ( )ïP T P− >0 – ïàðîâîé ïóçûðåê óâåëè÷èâàåòñÿ, ( )ïP T P− <0 

– óìåíüøàåòñÿ; â ñëó÷àå ( )ïP T P− =0 – åãî ðàçìåð ñòàáèëèçèðîâàí. 

Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé, ( )ïP T çàâèñèò îò âåëè÷èíû âíåøíåãî 

òåïëîâîãî ïîòîêà (òåìïåðàòóðû). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ 

ïîðîîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü óïðàâëÿåì. 

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3) ê âèäó  
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( )
2 ( )1,5 ( )1,5

ln ; 0,
1,5( ) 1,5

1,5

( ) ( )1,5 1,5
; 0,

( ) 1,5 1,5

; ( ) 0.
1,5

ï ã

ï ï ã
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P T P
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P T P P T P
C

RP T P
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P T P P T P
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P T P R

R
w P T P

C R

ρ ρτ
ρ ρρ

ρ

ρ ρτ
ρ ρ ρ

ρ
ρτ ρ

⎧ −
−⎪ −⎛ ⎞ −⎪ = − +⎜ ⎟⎪ − ⎝ ⎠+⎪

⎪
⎪

⎛ ⎞ − −⎪ = − +⎨ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎪
⎪
⎪ = − =

−⎪
⎪
⎪
⎪
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;

≺  (4) 
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; 0,
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ï

ã

P T P
w

P T P P T P
åõð Ñ

RP T P
w

P T P P T P P T P
w tg C

R

R
w P T P

C R

ρ ρτ
ρ ρρ

ρ

ρτ
ρ ρ ρ ρ

ρ
ρτ ρ

⎧ −
−⎪ − ⎛ ⎞ −⎪ = −⎜ ⎟⎪ − ⎝ ⎠+⎪

⎪
⎪ ⎛ ⎞− − −⎪ = −⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪
⎪ = − =

−⎪
⎪
⎪
⎪⎩

;

≺  (5) 

Îáîçíà÷èì 
2 ( ) 1,5

( )
1,5
ï

ã

P T P
k åõð Ñ

R

ρττ
ρρ

− ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
;   (6) 

( ) ( )
( )

1,5 1,5
ï ã ï ãP T P P T P

w w k τ
ρ ρ

⎛ ⎞− −
− = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
;     (7) 

( )
(1 ( )) (1 ( ))

1,5
ï ãP T P

w k kτ τ
ρ
−

− = + ; 

( ) 1 ( )

1,5 1 ( )
ï ãP T P k

w
k

τ
ρ τ
− +

=
−

.       (8) 

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ïàðîâîãî 

ïóçûðüêà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî óðàâíåíèÿì: 
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( ) ( )1 ( )
; 0,

1,5 1 ( ) 1,5

( ) ( ) ( )1,5
( ) ; 0,

1,5 1,5 1,5

; ( ) 0.
1,5

ï ã ï ã

ï ã ï ã ï ã

ã

ã
ï

ã

P T P P T Pk

k

P T P P T P P T P
w tg C

R

R
P T P

C R

τ
ρ τ ρ

ρττ
ρ ρ ρ ρ

ρ
ρτ ρ

⎧ − −+
⎪

−⎪
⎪ ⎛ ⎞− − −⎪= −⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪
⎪ − =

−⎪⎩

;

≺   (9) 

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 

( ) ( )
( ) ( )

1,5

0

0

ãR
w w

e
w w

ρτ
ρα α

α α

−− +
=

+ −
 

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì 

( )

( )

1,5

0 0

1,5

0 0

0

0

0

0

( ) ( )
; ; 0,

1,5 1,5

1,5 1,5

( ) ( )
; 0,

1,51,5 1,5 1,5

( ) ( )

; ( ) 0.
1,5

ã

ã

R

ï ã ï ã

R

ï ã ã ï ã

ï ã ï ã ã

ã
ï ã

ã

w e w
P T P P T P

w

w w e

w tg
P T P R P T P

w

w tg
P T P P T P R

w R
w P T P

w R

ρτ
ρ

ρτ
ρ

α α α
α

ρ ρ
α α

ρ ρτ
ρ

ρρ ρ ρτ
ρ

ρ
ρ τ ρ

−

−

⎧ ⎡ ⎤
− + +⎪ ⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= =⎪
⎪ + − −
⎪
⎪

−⎪
− −⎪ =⎨

+
− −

= − =
−

;

≺
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

 (10) 

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñëó÷àé, êîãäà ( ) 0ï ãP T P− = . Ó÷èòûâàÿ, 

÷òî ýòî óñëîâèå  

Êîãäà ðàçíîñòü äàâëåíèé ( )ï ãP T P−  ñòàíîâèòñÿ íåáîëüøîé, 

ñêîðîñòü ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè, âû÷èñëåííàÿ ïî ïåðâîìó 

óðàâíåíèþ, ïðèáëèæàåòñÿ ê íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ, â ÷àñòíîì ñëó÷àå 

– ê íóëþ.  Åñëè 0 0w ≠ , ïîñëåäíåå âûðàæåíèå òåðÿåò ôèçè÷åñêèé 

ñìûñë, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ 0w = . 

Óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

0

01,5
ã

ã

w RdR

d w R

ρ
τ ρ τ ρ

=
−

. 

Òîãäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì 
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0( ) ln 1,5
1,5 ã

R
R w Rτ τ ρ= + .       (11) 

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðîäîëæèòåëüíîñòü 

ïðîöåññà âñïó÷èâàíèÿ äî äîñòèæåíèÿ îïðåäåëåííûõ ðàçìåðîâ ïîðû. 

Âûâîäû. Àíàëèç ëèòåðàòóðíûõ äàííûõ, ïîñâÿùåííûõ 

èññëåäîâàíèÿì ðàçâèòèÿ ïàðîâîãî ïóçûðüêà (ïîðû) ïðè íàãðåâå 

ïîêàçàë, ÷òî ïîäðîáíóþ è äîñòîâåðíóþ èíôîðìàöèþ î 

çàêîíîìåðíîñòÿõ ïðîòåêàíèÿ òåïëîìàññîîáìåííûõ ïðîöåññîâ è î ðîëè 

ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ â ýòèõ ïðîöåññàõ, ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî 

ñîâìåùàÿ ìåòîäû ôèçè÷åñêîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 

èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé. 

Ïðåäëîæåííûå, ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûå è àïðîáèðîâàííûå 

óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ïàðîâîé ôàçû, 

âîçíèêàþùåé è ðàçâèâàþùåéñÿ â îáúåìå ãåëåîáðàçíîé ñûðüåâîé 

ìàññû ïðè íàãðåâå, äàåò âîçìîæíîñòü äåòàëüíî èçó÷èòü äàííûå 

ïðîöåññû. 
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ÓÄÊ 539.3 

Å.Â. Çîëîòîâñêàÿ  

ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ×ÀÑÒÈÖÛ Ñ ÏÎÒÎÊÎÌ ÃÀÇÀ Â 

ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÎÌ ÊÀÍÀËÅ 

Ââåäåíèå. Âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ òåõíèêè ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå 

ìàññîîáìåííûå óñòðîéñòâà äëÿ ñóøêè ìàòåðèàëà ðàçëè÷íîãî 

íàçíà÷åíèÿ. Â öåëîì ìåòîäèêè ïðîåêòèðîâàíèÿ òàêèõ àïïàðàòîâ 

èçâåñòíû, è åñëè òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ðåàëèçóåòñÿ áåç êàêèõ 

ëèáî îñîáåííîñòåé, òî ìåòîäû ðàñ÷åòà ñåáÿ îïðàâäûâàþò. Â ñëó÷àÿõ, 

êîãäà ñâîéñòâà ìàòåðèàëà â ïðîöåññå òåðìîîáðàáîòêè èçìåíÿþòñÿ, 

òðàäèöèîííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà äàþò ñóùåñòâåííûå ïîãðåøíîñòè. 

Òîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 

îñíîâíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 

Öåëü ðàáîòû.  Ðàçðàáîòàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ è 

ìàññîîáìåíà ÷àñòèöû â âåðòèêàëüíîì êàíàëå. 

Ìàòåðèàëû è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé. Äâèæåíèå ÷àñòèöû â 

âåðòèêàëüíîì ãàçîâîì ïîòîêå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äåéñòâèÿ íà íåå 

ìàññîâîé ñèëû, äèíàìè÷åñêîãî íàïîðà òåïëîíîñèòåëÿ è 

ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïîòîêó ãàçà [1-3].  

Êîýôôèöèåíò ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ çàâèñèò îò 

âåëè÷èíû ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ, è åãî âåëè÷èíà îáóñëîâëåíà ðàçíîñòüþ 

ñòàòè÷åñêèõ äàâëåíèé â íàáåãàþùåé îáëàñòè è òûëüíîé ÷àñòè 

÷àñòèöû.  

Óñòàíîâèâøàÿñÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â òàêèõ óñëîâèÿõ 

îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ: 

V×=VÃ-VB,          (1) 

ãäå V× – ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, VÃ – ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçà, 

VB – ñêîðîñòü âèòàíèÿ.  

Ñêîðîñòü âèòàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

4 ( )

3
× ÒÂ

B

d g
V

ρ ρ
ξ ρ

⋅ ⋅ − ⋅
=

⋅ ⋅
, ãäå d×- äèàìåòð ÷àñòèöû. 

                                                 
  © Çîëîòîâñêàÿ Å.Â., 2009  
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Èçâåñòíî [2,3], ÷òî ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ d×/
4

S
π

⋅  âëèÿíèå 

ñòåíîê íà âåëè÷èíó ñêîðîñòè ïàäåíèÿ â ñòåñíåííûõ óñëîâèÿõ 

óâåëè÷èâàåòñÿ, è åãî ó÷èòûâàþò ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòà k:  

VC= k ⋅ VÂ,           (2) 

Ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ íåêîòîðîãî îáúåìà ÷àñòèö â 

ïîòîêå, îãðàíè÷åííîì ñòåíêàìè êàíàëà, ýòîò îáúåì áóäåì 

ðàññìàòðèâàòü êàê ìåñòíîå ñîïðîòèâëåíèå, íà êîòîðîì âîçíèêàåò 

íåêîòîðûé ïåðåïàä äàâëåíèé, êîòîðûé îáóñëîâèò ðàçëè÷èå 

ïëîòíîñòåé ãàçîâîé ôàçû çà è ïåðåä íèì, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå 

èçìåíåíèå ìåñòíûõ ñêîðîñòåé ãàçà ïðè åãî íåèçìåííîì ìàññîâîì 

ðàñõîäå. ×åì òÿæåëåå ñëîé ÷àñòèö è âûøå îòíîøåíèå ÷r S

π
 (r÷ – 

ðàäèóñ ÷àñòèöû), òåì çíà÷èòåëüíåå ðàçíèöà â äàâëåíèÿõ, ïëîòíîñòÿõ 

è ëèíåéíûõ ñêîðîñòÿõ ãàçà.  

Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñ 

âîñõîäÿùèì ïîòîêîì ãàçà, ïðè ó÷åòå çàâèñèìîñòè åãî ïëîòíîñòè îò 

äàâëåíèÿ,  ïðåäëîæåíà óïðîùåííàÿ ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü ñèñòåìû, â 

êîòîðîé ãàç ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ ÐÑ è ïëîòíîñòüþ ρÑ ïîñòóïàåò â 

àïïàðàò (âåðòèêàëüíûé êàíàë).  

Äâèæåíèå îáúåìà ÷àñòèö â ïîòîêå ñïëîøíîé ñðåäû ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( )
2

÷ 2 a

d z
M P P S Mg

dτ
= − ⋅ − ,       (3) 

ãäå Ð-Ðà - ðàçíîñòü äàâëåíèé ïîä è íàä îáúåìîì  ÷àñòèö. 

Çàâèñèìîñòü (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàëàíñîâîå óðàâíåíèå ñèë, 

äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöó. 

Èçìåíåíèå ìàññû ãàçà ïîä îáúåìîì ÷àñòèö 

( )
Bx s

d zdM
D G G

d d

ρ
τ τ

⋅
= = − ,       (4) 

ãäå: Gâõ  - ìàññîâûé ðàñõîä íåñóùîãî ãàçà íà âõîäå â êàíàë; GS – 

ìàññîâûé ðàñõîä íåñóùåãî ãàçà â ñå÷åíèè êàíàëà 

2 1

0

2

1

k
k k

âõ c c

c c

k P P
G D P

k P P
ρ

+⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

     (5) 
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( )
2 1

2

1

k
k k

a a
S

P Pk
G D S P

k P P
ρ

+⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
     (6) 

Çàâèñèìîñòè (4, 5) îòðàæàþò èçìåíåíèå ìàññû ãàçà ïîä 

÷àñòèöàìè â ðàáî÷åì ó÷àñòêå çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ â 

ýòîì îáúåìå, à òàêæå âåëè÷èíû îáúåìà ïîä ÷àñòèöàìè ïðè èõ 

ïåðåìåùåíèè.  

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ñôîðìóëèðîâàíà 

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ÷àñòèö â âåðòèêàëüíîì êàíàëå, 

êîòîðàÿ ðåøåíà ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà íà ÿçûêå Turbo Pascal 6.0. 

( )

( )

2

2

2 1

2 1

2 1

2

1

2

1

2

1

c

c

a

Bx s

k

k k

S

k

k k

Bx P P o c c

c c

k
k k

c c
Bx P P o

a

d z
M g P P S

d

d dz
G G S z

d d

k Pa Pa
G D S P

k P P

k P P
G D P

k P P

P Pk
G D P

k P P

P P

τ

ρ ρ
τ τ

ρ

ρ

ρ

+

+

<

+

≥

⎡ ⎤
+ = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤− = +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

=

1

k

a

P

P

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎛ ⎞⎪
⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

    (7) 

Èç óðàâíåíèÿ (4) ïðè 0
dM

dτ
= , ïîëó÷èì 

( ) ( ) ( )
Bx SG G dz D

D S D S d D Sρ ρ τ
− = ⋅

− − −
,     (8) 

òîãäà 

r ÷

D
V V V

D S
− =

−
         (9) 

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (7) â áåçðàçìåðíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî 

ïðåäñòàâèì: 
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0

0

_

0

2

a

c

a

z
z

z

z
g

P
P

P

P
a

P

D
b

D
S

D

ττ

β

⎧ =⎪
⎪
⎪

=⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪ =
⎨
⎪
⎪ =
⎪
⎪
⎪ =⎪
⎪
⎪ =
⎪⎩

          (10) 

( )

( )

2 _

3 1_ __

1

0

2 1 2

2 1
1

k

k

k
a

a

a

a

d z
L P

d

dP dz k
z k P MP bA B

kd d

P P

P D
L

Mg

P
M

z g

β
τ

β
τ τ

ρ

ρ

−

⎧ ⎛ ⎞= − −⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪
⎪ ⎡ ⎤+ = ⋅ + −⎣ ⎦−⎪
⎪⎪ =⎨
⎪
⎪ =⎪
⎪
⎪ =⎪
⎪⎩

   (11) 

ñèñòåìà óðàâíåíèé (11) ðåøåíà ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà íà ÿçûêå Turbo 

Pascal 6.0 

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè 

P=f( ),  z=f( )τ τ . Õàðàêòåðíûì äëÿ ýòèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå  

êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà, êîòîðûé ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâûì, èëè 

çàòóõàþùèì, è óñòîé÷èâûì â çàâèñèìîñòè îò âíåøíèõ 

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé. Àíàëîãè÷íûé õàðàêòåð èìåþò ôóíêöèè 

âõ a G =f( ), G =f( )τ τ  è ( )G f τΔ = .  

Â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííûõ ñîîòíîøåíèé ðàçìåðîâ ÷àñòèö (èõ 

îáúåìà) è èõ ìàññû, ïëîòíîñòè, ïîðîçíîñòè îáúåìà ÷àñòèö 

(ñîîòíîøåíèÿ oD

D
), ðàçìåðîâ ÷àñòèö è ñå÷åíèÿ êàíàëà ìîæíî 

ðåàëèçîâàòü îäèí èç òðåõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ 
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÷àñòèö: ïíåâìîòðàíñïîðòà, âèòàíèÿ èëè ïàäåíèÿ. Ýòîò ðåæèì 

õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèåì äàâëåíèé íà íàáåãàþùåé è òûëüíîé 

÷àñòÿõ ÷àñòèö. 

 
à) 

 
á) 

Ðèñóíîê 1 - Êîîðäèíàòû ÷àñòèöû (à) è äàâëåíèå ãàçà ïîä îáúåìîì 

÷àñòèö (á): 1 – ïðè  öèêëè÷åñêîì èçìåíåíèè äàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîì 

ðåæèìå ïñåâäîîæèæåíèÿ ÷àñòèö; 2 – çàòóõàþùèé íåóñòîé÷èâûé 

ðåæèì 

Åñëè îòíîøåíèå äàâëåíèé íà íàáåãàþùåé è òûëüíîé ÷àñòÿõ 

÷àñòèö áîëüøå ëèáî ìåíüøå åäèíèöû, ñûðüåâûå ÷àñòèöû áóäóò 

ïåðåìåùàòüñÿ ñ ïîòîêîì èëè îñåäàòü. Íà ïðàêòèêå î÷åíü âàæíî íàéòè 

ýôôåêòèâíûå óïðàâëÿþùèå ôàêòîðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ýòèìè 

ðåæèìàìè ìîæíî óïðàâëÿòü. Êàê óñòàíîâëåíî íàìè ðàíåå 

èíòåíñèâíîñòü ìàññîîáìåííûõ ïðîöåññîâ ñ ïîâåðõíîñòè ñûðüåâîé 
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÷àñòèöû çàâèñèò íå òîëüêî îò ðåæèìîâ îìûâàíèÿ ÷àñòèö ãàçîì è åãî 

òåìïåðàòóðû, íî è îò âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû â ðàáî÷èõ 

óñëîâèÿõ è ÷àñòîòû êîëåáàíèé.  

Âûâîäû. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ 

÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà óñòàíîâëåíî, ÷òî èçìåíåíèå ìàññû ÷àñòèöû è åå 

ðàçìåðîâ ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâåííîìó èçìåíåíèþ àìïëèòóäû 

êîëåáàíèé. Â òåõíîëîãèè ïèðîëèçà áèîãàçà èç ðàñòèòåëüíûõ îòõîäîâ, 

àïðîáèðîâàííîé â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ, íàáëþäàëîñü èçìåíåíèå 

ìàññû è ðàçìåðîâ ÷àñòèö. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ýòà îñîáåííîñòü 

ó÷òåíà ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäèêè óïðàâëåíèÿ ìàññîîáìåííûìè 

ïðîöåññàìè.  
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ïîòîêå// Òåïëîôèçèêà âûñîêèõ òåìïåðàòóð, 1977, ñ. 103-108. 
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ÓÄÊ 534-21:537.226.86 

Ì.Î. Øóëüãà, Ë.Î. Ãðèãîð’ºâà  

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÌÅÒÎÄÓ ÏÎÑË²ÄÎÂÍÈÕ ÍÀÁËÈÆÅÍÜ ÄËß 

ÀÍÀË²ÇÓ ÅËÅÊÒÐÎÌÅÕÀÍ²×ÍÈÕ ÍÅÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÕ 

ÊÎËÈÂÀÍÜ Ï’ªÇÎÅËÅÊÒÐÈ×ÍÎÃÎ ØÀÐÓ ÏÐÈ ÅËÅÊÒÐÈ×ÍÈÕ 

ÇÁÓÐÅÍÍßÕ  

 
Ïðîïîíóºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî íåñòàö³îíàðí³ êîëèâàííÿ 

ï’ºçîåëåê-òðè÷íîãî ïëîñêîãî øàðó ïðè åëåêòðè÷íîìó çáóðåíí³ 

ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü.  

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ åëåêòðîïðóæíîñò³, ÿê³ ìàþòü ìàëèé 

ïàðàìåòð, âèêëèêàíèé ñëàáêîþ åëåêòðîìåõàí³÷íîþ çâ’ÿçàí³ñòþ 

(ìàë³ñòþ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ìîäóë³â ije ) çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè ìåòîä 

ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Â öüîìó ìåòîä³ åëåêòðè÷í³ òà ìåõàí³÷í³ 

âåëè÷èíè çíàõîäÿòüñÿ â ð³çíèõ íàáëèæåííÿõ ÷åðåç â³äîì³ ç 

ïîïåðåäíüîãî íàáëèæåííÿ çíà÷åííÿ ìåõàí³÷íèõ àáî åëåêòðè÷íèõ 

âåëè÷èí â³äïîâ³äíî.  

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ïîëÿðèçîâàíèé ïî òîâùèí³ ï’ºçîåëåêòðè÷íèé 

øàð, êîëèâàííÿ ÿêîãî îïèñóþòüñÿ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü 

åëåêòðîïðóæíîñò³ [3] 
2

2
xu

t x

σρ ∂∂
=

∂ ∂
;  0xD

x

∂
=

∂
;      (1) 

33 33
E

x

u
c e

x x
ϕσ ∂ ∂

= +
∂ ∂

;  33 33
S

x

u
D e

x x
ϕε∂ ∂

= −
∂ ∂

.   (2) 

Íà çîâí³øí³õ åëåêòðîäîâàíèõ â³ëüíèõ â³ä ìåõàí³÷íèõ 

íàâàíòàæåíü ïîâåðõíÿõ x h= ±  øàðó çàäàºòüñÿ ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â  

2 ( )V t :  

( , ) ( )h t V tϕ ± = ± ;  ( , ) 0x h tσ ± = .     (3) 

Ïî÷àòêîâ³ óìîâè ïðèéìàºìî íóëüîâèìè: 

( ,0) 0u x = ;  ( ,0) 0u x =� .       (4) 

Â îòðèìàí³é ïî÷àòêîâî-êðàéîâ³é çàäà÷³ (1)-(4) ââîäÿòüñÿ 

áåçðîçì³ðí³ âåëè÷èíè [3]: 

/x x h= , 00 00/( )t t h cρ= , /u u h= , 00/ij ij cσ σ= , 00/ρ ρ ρ= , 
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00
2

00c h

εϕ ϕ= , 
00 00

x
x

D
D

c ε
= , 

00 00

ij
ij

e
e

c ε
= , 

00

E
ij

ij

c
c

c
= , 

00

S
ii

ii

εε
ε

= . 

Íàäàë³ çíàêè áåçðîçì³ðíîñò³ îïóùåí³, âñ³ ðåçóëüòàòè 

ïðåäñòàâëåí³ â áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³, ïàðàìåòð h  çàëèøåíî äëÿ 

çàãàëüíîñò³ ðîçâ’ÿçêó.  

²íòåãðóþ÷è ð³âíÿííÿ äëÿ åëåêòðè÷íî¿ ³íäóêö³¿, âèçíà÷àºìî 

åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë ÷åðåç ïåðåì³ùåííÿ  

33

33

( , ) ( , ) ( , ) ( )
e x x

x t u x t u h t V t
h h

ϕ
ε

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.     (5) 

Ð³âíÿííÿ ðóõó ïðåäñòàâëÿºòüñÿ â âèãëÿä³ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ 
2 2

2
12 2

u u
c

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
,          (6) 

ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (4) òà ãðàíè÷íèõ óìîâàõ 

33

33

( , ) ( , )
eu

h t h t
x c x

ϕ∂ ∂
± = − ±

∂ ∂
,       (7) 

äå 2
1 33 33 33( / ) /c c e ε ρ= + – øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ õâèë³ â 

åëåêòðîïðóæíîìó ñåðåäîâèù³ â íàïðÿìêó ïîëÿðèçàö³¿.  

Â íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ ìàºìî çàäà÷ó ïðî ðîçïîä³ë ïîòåíö³àëó 

â ä³åëåêòðè÷íîìó ïëîñêîìó øàð³, ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ ìàº âèãëÿä 
(0) ( ) /xV t hϕ = . 

Íàáëèæåííÿ äëÿ ìåõàí³÷íèõ çì³ííèõ àíòèñèìåòðè÷í³ ïî 

ïåðåì³ùåííÿõ ³ ñèìåòðè÷í³ ïî íàïðóæåííÿõ â³äíîñíî ñåðåäèííî¿ 

ïëîùèíè øàðó. Òàêèì ÷èíîì, â ïåðøîìó íàáëèæåíí³ ìàºìî çàäà÷ó, 

ÿêà îïèñóºòüñÿ õâèëüîâèì ð³âíÿííÿì (6) ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ 

óìîâàõ òà ãðàíè÷íèõ óìîâàõ  

(1) (0, ) 0u t = ,  
(1)

33

33

( , ) ( )
eu

h t V t
x hc

∂
= −

∂
.   (8) 

Ðîçâ’ÿçîê îòðèìàíî¿ çàäà÷³ øóêàºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó 

õàðàêòåðèñòèê [2].  

Â äðóãîìó òà íàñòóïíèõ íàáëèæåííÿõ, äå n – ïàðíå, 

åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ, ùî âèïëèâàº ç (5): 

( ) ( 1) ( 1)33

33

( , ) ( , ) ( , ) ( )n n ne x x
x t u x t u h t V t

h h
ϕ

ε
− −⎛ ⎞= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
.   (9) 
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Ïåðåì³ùåííÿ â íåïàðíèõ íàáëèæåííÿõ 3,5,7...n =  çíàõîäÿòüñÿ 

ç ð³âíÿííÿ (6) ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ òà ãðàíè÷íèõ óìîâàõ 

(7), ùî âðàõîâóþòü (9): 
( ) (0, ) 0nu t = ,

2( ) ( 2)
( 2)33 33

33 33 33

1 ( )
( , ) ( , ) ( , )

n n
ne eu u V t

h t h t u h t
x c x h c hε

−
−⎛ ⎞∂ ∂

= − − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
.  (10) 

Ìåõàí³÷í³ íàïðóæåííÿ çíàõîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ âèðàçó 
( ) ( 1)

( )
33 33

n n
n E

x

u
c e

x x

ϕσ
−∂ ∂

= +
∂ ∂

. 

Ê³ëüê³ñòü íåîáõ³äíèõ íàáëèæåíü ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü 

çàëåæèòü â³ä âåëè÷èíè ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ìîäóë³â òà ÷àñîâîãî 

³íòåðâàëó.  

Ïðîâåäåìî àíàë³ç åëåêòðîìåõàí³÷íîãî ñòàíó ï’ºçîåëåêòðè÷íîãî øàðó 

ïðè áåçðîçì³ðíèõ ñòàëèõ 33 0.3e = , 33 1c = , 1ρ = , 33 1ε = . Àíàëîã³÷íî 

äî [1] ðîçãëÿíåìî ðàïòîâî ïðèêëàäåíó ïîñò³éíó åëåêòðè÷íó íàïðóãó 

0( ) ( )V t V H t= , 0 1V = , äå ( )H t − ôóíêö³ÿ Õåâ³ñàéäà.  

Ðèñ. 1 òà ðèñ. 2 

³ëþñòðóþòü çì³íó 

ìåõàí³÷íèõ ïåðåì³ùåíü òà 

íàïðóæåíü â ð³çíèõ 

òî÷êàõ ïåðåð³çó 

â³äïîâ³äíî, îòðèìàí³ â 

ñüîìîìó íàáëèæåíí³ 

ìåòîäó. 

Ç ìîìåíòó ïðèêëàäàííÿ 

íàâàíòàæåííÿ â³ä â³ëüíèõ 

ïîâåðõîíü ïî÷èíàþòü 

ïîøèðþâàòèñÿ õâèë³ 

ïåðåì³ùåíü ç³ øâèäê³ñòþ 

1c . Åëåêòðîìåõàí³÷íèé 

ñòàí ò³ëà çì³íþºòüñÿ 

ïåð³îäè÷íî. Ìàêñèìàëüí³ 

ïåðåì³ùåííÿ max 0.6u =  

âèíèêàþòü íà ïåðøîìó 

³íòåðâàë³, íàäàë³ ÷³òê³ñòü 

0 5 10 15 20 t

0 

0.2

0.4

u

  

 

x=0 

1/3

2/3 x=1 

0 5 10 15 20 t
-1 

-0.5 

0 

0.5 

xσ

 

x=0 1/3 

2/3 

1 

Ðèñóíîê 2 

Ðèñóíîê 1 
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çëîì³â òà àìïë³òóäà êîëèâàíü êðèâèõ ïåðåì³ùåíü çìåíøóºòüñÿ. 

Ïîòð³áíî â³äì³òèòè, ùî íàïðóæåííÿ â ïåðåð³ç³ øàðó âèíèêàþòü 

ìèòòºâî, ³ äî ìîìåíòó ïðèõîäó â öþ òî÷êó ïåðåì³ùåíü ç â³ëüíèõ 

ïîâåðõîíü ïîâí³ñòþ âèçíà÷àþòüñÿ åëåêòðè÷íèì ïîòåíö³àëîì. Íà 

êðèâèõ ìåõàí³÷íèõ íàïðóæåíü òà ïåðåì³ùåíü â îêîë³ ê³ëüêîõ ïåðøèõ 

ñòðèáê³â ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ãîðèçîíòàëüí³ ä³ëÿíêè, ÿê³ íàäàë³ ñòàþòü 

ïîõèëèìè. Åêñòðåìóìè êðèâèõ ïåðåì³ùåíü ç ÷àñîì çìåíøóþòüñÿ, òîä³ 

ÿê íàïðóæåííÿ çðîñòàþòü.  
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ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÀß È ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÏÎÒÅÐß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ 

ÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÛÕ ÂÐÀÙÀÞÙÈÕÑß ÂÀËÎÂ, ÑÆÀÒÛÕ ÎÑÅÂÎÉ 

ÑËÅÄßÙÅÉ ÑÈËÎÉ 

 
Ââåäåíèå. Òîíêîñòåííûå òðóá÷àòûå âàëû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç 

îñíîâíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñîâðåìåííîãî àâèà- è 

ýíåðãîìàøèíîñòðîåíèÿ. Â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ óãëîâàÿ 

ñêîðîñòü èõ âðàùåíèÿ ìîæåò äîñòèãàòü 30000 îá/ìèí. Ãåíåðèðóåìûå 

ýòèì âðàùåíèåì öåíòðîáåæíûå ñèëû èíåðöèè ïðèâîäÿò íå òîëüêî ê 

âîçíèêíîâåíèþ èíòåíñèâíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé â ýòèõ âàëàõ, íî 

ìîãóò áûòü òàêæå è ïðè÷èíîé èõ áèôóðêàöèîííîãî 

êâàçèñòàòè÷åñêîãî âûïó÷èâàíèÿ. Ïðîáëåìàìè èññëåäîâàíèÿ 

óñòîé÷èâîñòè âðàùàþùèõñÿ âàëîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ñõåìàõ èõ 

îïèðàíèÿ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ îá èõ 

óñòîé÷èâîñòè, ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ è îáçîð íàó÷íîé ëèòåðàòóðû ïî 

ýòèì âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â ïóáëèêàöèÿõ [1-6]. Â ðàáîòàõ [1,2] 

ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è áèôóðêàöèîííîãî âûïó÷èâàíèÿ âàëîâ ñ 

ó÷åòîì èõ ñæàòèÿ èëè ðàñòÿæåíèÿ îñåâîé ñèëîé. Ïðè ýòîì 

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ñèëû ÿâëÿþòñÿ “ìåðòâûìè” (íåñëåäÿùèìè) 

(ðèñ.1,à) è ïîýòîìó â âàëàõ ðåàëèçóåòñÿ ýéëåðîâà ïîòåðÿ 

óñòîé÷èâîñòè. 

 
à)    á)    â) 

Ðèñóíîê 1 

Â ðàáîòàõ [3-6] îáðàùåíî âíèìàíèå íà õàðàêòåð äåéñòâèÿ 

îñåâûõ ñèë íà ñòåðæíåâûå ñèñòåìû. Â íèõ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèëà, 

ïðèëîæåííàÿ ê ñâîáîäíîìó êîíöó êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ÿâëÿåòñÿ 
                                                 
  © Ñîëîâü¸â È.Ë., 2009  
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ñëåäÿùåé (ðèñ.1,á,â), òî åãî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü 

ðåàëèçîâàíà òîëüêî ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà â íåóñòîé÷èâîå 

êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå. Ñèñòåìû òàêîãî âèäà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó 

íåêîíñåðâàòèâíûõ. 

Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òîíêîñòåííîãî âàëà ñóùåñòâåííî 

óñëîæíÿåòñÿ, åñëè îí âðàùàåòñÿ è ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ ñëåäÿùèõ 

îñåâûõ íàãðóçîê îäíîâðåìåííî. Â ýòîì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò 

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñèëàìè èíåðöèè âðàùåíèÿ è îñåâûìè 

íàãðóçêàìè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ñòàòè÷åñêàÿ, òàê è 

äèíàìè÷åñêàÿ ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì âàæíûì 

îñòàåòñÿ âîïðîñ âûáîðà ìîäåëè âðàùàþùåãîñÿ òîíêîñòåííîãî âàëà. Â 

çàâèñèìîñòè îò äèàìåòðà, òîëùèíû è äëèíû âàëà ìîäåëèðîâàíèå åãî 

ïîâåäåíèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî êàê ñ ïîìîùüþ òåîðèè 

ñòåðæíåé, òàê è òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå 

ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé òîíêîñòåííûõ 

êîíñîëüíûõ âðàùàþùèõñÿ âàëîâ, íàãðóæåííûõ îñåâîé ñëåäÿùåé 

ñèëîé. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé òåîðèè 

ñòåðæíåé è òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê. 

Ìîäåëü òåîðèè âðàùàþùèõñÿ áàëîê. Ïóñòü óïðóãèé ñòåðæåíü, 

íàïðÿæåííûé ïðîäîëüíîé ñèëîé Ò, âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé 

ñêîðîñòüþ ωG  âîêðóã ñâîåé ïðîäîëüíîé îñè. Ñôîðìóëèðóåì óðàâíåíèÿ 

åãî äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 

OXYZ ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîé òî÷êå ñòåðæíÿ è âðàùàþùóþñÿ âìåñòå ñ 

íèì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ îðòàìè , ,i j k
G GG

. Â èñõîäíîì 

íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îñè OZ, Oz ñîâïàäàþò ñ ïðîäîëüíîé 

îñüþ ñòåðæíÿ. Áóäåì èññëåäîâàòü êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ âî 

âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz. Ïðèìåì, ÷òî óïðóãèå 

ïåðåìåùåíèÿ åãî ýëåìåíòîâ âäîëü îñåé Ox è Oy ñîñòàâëÿþò u è v, 

ïåðåìåùåíèÿìè âäîëü îñè Oz áóäåì ïðåíåáðåãàòü. 

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ èñïîëüçóåì 

ïðèíöèï Äàëàìáåðà â ôîðìå óðàâíåíèé èçãèáà â ïëîñêîñòÿõ xOz è 

yOz. 
2

2

y
x

d M
q

dz
= ,  

2

2
x

y

d M
q

dz
= .       (1) 

Çäåñü Mx, My – âíóòðåííèå ìîìåíòû â ðàññìàòðèâàåìîì ñå÷åíèè 

ñòåðæíÿ, äåéñòâóþùèå îòíîñèòåëüíî îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð 
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ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíî îñÿì Ox è Oy; qx è qy – èíòåíñèâíîñòè ñèë 

èíåðöèè, íàïðàâëåííûõ ïàðàëëåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì. 

Ïîñêîëüêó ñòåðæåíü ïðåäíàïðÿæåí ïðîäîëüíîé ñèëîé Ò, 

âûçûâàþùåé â í¸ì äîïîëíèòåëüíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû ïðè åãî 

äåôîðìèðîâàíèè, äëÿ âíóòðåííèõ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ 

èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû 
2

2x

d v
M EI Tv

dz
= − , 

2

2y

d u
M EI Tu

dz
= − .    (2) 

Çäåñü âòîðûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îïðåäåëÿþò 

äîïîëíèòåëüíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû, îáóñëîâëåííûå 

ýêñöåíòðèñèòåòîì ïðîäîëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû Ò ïðè 

äåôîðìèðîâàíèè ñòåðæíÿ. 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ qx è qy ïîïåðå÷íîé 

ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè íà ñòåðæåíü íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî åå 

ðîëü èãðàþò ñèëû èíåðöèè, âûçâàííûå âðàùåíèåì ñòåðæíÿ è åãî 

óïðóãèìè êîëåáàíèÿìè. Ïîòîìó âåêòîð q
G
 ýòîé íàãðóçêè íàõîäèòñÿ ñ 

ïîìîùüþ ðàâåíñòâà  

q Faρ= −
G G

,          (3) 

ãäå ρ – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ, F – ïëîùàäü åãî 

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, a
G
 – àáñîëþòíîå óñêîðåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî 

ýëåìåíòà. Ïðè ïîäñ÷åòå âåêòîðà q
G
 ó÷òåì, ÷òî ìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå 

ñòåðæíÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz, â 

ñâÿçè ñ ýòèì äâèæåíèå êàæäîãî åãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì. Â 

ýòîì ñëó÷àå åãî àáñîëþòíîå óñêîðåíèå a
G
 ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå 

Êîðèîëèñà  
e r ca a a a= + +

G G G G
,         (4) 

ãäå ea
G

, ra
G

, ca
G

 – âåêòîðû ïåðåíîñíîãî, îòíîñèòåëüíîãî è 

êîðèîëèñîâà óñêîðåíèÿ. 

Âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðíûå îïåðàöèè, ïîëó÷èì 

ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ñèë èíåðöèè 
2

2

2

2
2

2

2 ,

2 .

x

y

dv d u
q F u

dt dt

du d v
q F v

dt dt

ρ ω ω

ρ ω ω

⎛ ⎞
= − − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (5) 

Ïîñëå ïåðåõîäà îò îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ê ÷àñòíûì íà 

îñíîâå ñîîòíîøåíèé (1), (2), (5) ñòðîÿòñÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé 
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âðàùàþùåãîñÿ ñòåðæíÿ, íàïðÿæåííîãî ïðîäîëüíîé ñèëîé Ò 
4 2 2

2

4 2 2

4 2 2
2

4 2 2

2 0,

2 0.

u u v u
EI T F u F F

z z t t
v v u v

EI T F v F F
z z t t

ρ ω ρ ω ρ

ρ ω ρ ω ρ

∂ ∂ ∂ ∂
− − − + =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

− − + + =
∂ ∂ ∂ ∂

   (6) 

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî èññëåäîâàòü äèíàìè÷åñêóþ 

ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè âî âðàùàþùåìñÿ ñòåðæíå. Îòìåòèì, ÷òî, 

íåñìîòðÿ íà åå ëèíåéíîñòü, îíà îáëàäàåò äîâîëüíî ñëîæíîé 

ñòðóêòóðîé, îáóñëîâëåííîé íàëè÷èåì ñëàãàåìûõ âèäà  

2 , 2F v t F u tρ ω ρ ω− ∂ ∂ + ∂ ∂  â ïåðâîì è âòîðîì óðàâíåíèÿõ. 

Îòìå÷åííîå óñëîæíåíèå ñèñòåìû (6) óêàçàííûìè ÷ëåíàìè ñâÿçàíî ñ 

òåì, ÷òî îíè ñîäåðæàò íå÷åòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t, à êîýôôèöèåíòû 

ïåðåä ýòèìè ñëàãàåìûìè îáðàçóþò êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû. 

Ïðè êîíñîëüíîì îïèðàíèè áàëêè íà êðàÿõ Z = 0 i Z = L 

ðåàëèçóþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ 

0 0

2 2 3 3

2 2 3 3

(0) (0) 0, 0,

0, 0.

z z

z L z L z L z L

du dv
u v

dz dz

d u d v d u d v

dz dz dz dz

= =

= = = =

= = = =

= = = =
   (7) 

Çàìåíîé ( ) sin , ( ) coss cu U z ct v V z ct= =  ñèñòåìà 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6) ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 

ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé  
4 2

2 2

4 2

4 2
2 2

4 2

2 0,

2 0,

s s
s c s

c c
c s c

d U d U
EI T F U F cV Fc U

dz dz
d V d V

EI T F V F cU Fc V
dz dz

ρ ω ρ ω ρ

ρ ω ρ ω ρ

− − + − =

− − + − =
   (8) 

êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû 

îðòîãîíàëèçàöèè ïî Ãîäóíîâó. 

Ìîäåëü òåîðèè âðàùàþùèõñÿ òîíêèõ îáîëî÷åê. Áóäåì ñ÷èòàòü, 

÷òî òîíêîñòåííàÿ òðóáà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäðè÷åñêóþ 

îáîëî÷êó, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ íîñèòåëåì, êîòîðûé âðàùàåòñÿ ñ 

ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωG  âìåñòå ñ ñèñòåìîé 

êîîðäèíàò Oxyz îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè Oz (ðèñ.2). Ââåäåì 

ïðàâûå ñèñòåìû êîîðäèíàò: OX*Y*Z* – èíåðöèîííàÿ ñèñòåìà 

êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå îïîðíîãî êîíòóðà îáîëî÷êè, îñü OZ* 



3(62) 2009 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè» 

ISSN 1562-9945 64 

ñîâïàäàåò ñ îñüþ Oz. Íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ââåäåì 

îðòîãîíàëüíóþ êðèâîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3, ó êîòîðîé 

êîîðäèíàòíàÿ ëèíèÿ x1 ëåæèò â îáðàçóþùåì ñå÷åíèè, x2 

íàïðàâëåííàÿ â êðóãîâîì íàïðàâëåíèè, x3 – âäîëü íàïðàâëåíèÿ 

âíóòðåííåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. 

 
Ðèñóíîê 2 

Óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà îáîëî÷êè, 

çàïèñàííûå â êðèâîëèíåéíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 

Ox1x2x3 ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè eα

G
 íà ïîâåðõíîñòè, èìåþò âèä [7,8] 

0,pα
α∇ Τ + =
G G

 ( )11 22( ) 0, 1, 2e a aα α
α α α∇ Μ + × Τ = =
G G

.  (9) 

Çäåñü αΤ
G

 – âåêòîð âíóòðåííèõ ñèë â îáîëî÷êå, αΜ
G

 – âåêòîð 

âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ, à11, à22 – êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé 

ôîðìû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, p
G
 – âåêòîð èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé 

ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè. 

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ñâÿçè ìåæäó êîíòðàâàðèàíòíûìè 

êîìïîíåíòàìè ôóíêöèé âíóòðåííèõ ñèë T ij è ìîìåíòîâ M ij è 

êîâàðèàíòíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ôóíêöèé äåôîðìàöèè ε ij è 

èçìåíåíèÿ êðèâèçí μ ij  
2

3 2

( (1 ) ) /(1 ),

( (1 ) ) /12(1 ),

ij ij i j

ij ij i j

h a a a a

h a a a a

αβ α β
αβ

αβ α β
αβ

ε ν ν

μ ν ν

Τ = Ε + − −

Μ = Ε + − −
    (10) 

âûðàçèâ ýòè ôóíêöèè ÷åðåç êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû u 1, u 2, u 3 

âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u
G
 è óãëà ïîâîðîòà ϑ i ñå÷åíèÿ, ïîëó÷àåì 

ðàñ÷åòíûå óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.  

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ êðèòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ âàëà, 

ðåàëèçóåìûå ïî ïåðâîé ãàðìîíèêå îêðóæíîé êîîðäèíàòû, 

ÿâëÿþùåéñÿ íàèìåíåå ýíåðãîåìêîé. Ïîýòîìó áóäåì 
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àïïðîêñèìèðîâàòü èñêîìûå ïåðåìåííûå áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè 

sin(ct+x2), cos(ct+x2) ñ ôàçîâîé êîîðäèíàòîé ct+õ2, ãäå ñ – ÷àñòîòà 

ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé [7]. Òîãäà ñ ó÷åòîì ýòîãî óïðîùåíèÿ èç (9), (10) 

ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 22 131 1 2 1 1

11 21 22 1(2 )d dx T bΤ − + Γ + Γ Τ + Γ Τ − Τ −  

( ) ( )
2 2

11 111 1
[ ] 0h r a c u aγ ω ϑ− − − = ; 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )212 22 12 11 231 2 1 2 1 2

12 11 0 22
(3 )dT dx T T T d u dx b T+ + Γ + Γ + − −  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

22 22 22 222 3 2 2
[ 2 ] 0h r a cu a c u a u aγ ω ϑ ω ω− − − − − = ; (11) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )13 23 13 11 11 221 2 1
12 11 11 011 22

( )dT dx T T b T T b Tμ− + Γ + Γ + Δ − + −  

( )
( )

( ) ( ) ( )
22 2 2

0 2222 2 3 3
[ 2 ] 0T h cu a u c uμ γ ω ω− − − − − = . 

Îòìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, îïèñàííûå ýòîé ñèñòåìîé, 

èìåþò âèä ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû, áåãóùåé â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ ñ 

óãëîâîé ñêîðîñòüþ ñ. Ïðè÷åì, åñëè ïðè ω=0 ÷àñòîòû ÿâëÿþòñÿ 

êðàòíûìè, à âîëíû ñòîÿ÷èìè, òî ïðè ω≠0 êðàòíûå ÷àñòîòû 

ðàñùåïëÿþòñÿ íà äâå è èõ ìîäû íà÷èíàþò ïðåöåññèðîâàòü â ðàçíûõ 

íàïðàâëåíèÿõ. Îòðèöàòåëüíîé ÷àñòîòå ñ îòâå÷àåò ïðåöåññèÿ â 

íàïðàâëåíèè âðàùåíèè îáîëî÷êè (ïðÿìàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ), 

ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòîòå ñ – ïðåöåññèÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì 

íàïðàâëåíèè (îáðàòíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ). 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è ìåòîäèêà åå ðåøåíèÿ. 

Ïðèâåäåì ñèñòåìû (8) è (11) ê ñèñòåìå âîñüìè óðàâíåíèé ïåðâîãî 

ïîðÿäêà 

2
1 2 3

dy
Q y TQ y Q y

dz
ω= + +

G G G G
.       (12) 

Çäåñü ( )y z
G

 – âîñüìèìåðíàÿ èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ 

êîìïîíåíòàìè 1y u= , 2

du
y

dz
= , 

2

3 2

d u
y

dz
= , 

3

4 3

d u
y

dz
= , 5y v= , 6

dv
y

dz
= , 

2

7 2

d v
y

dz
= , 

3

8 3

d v
y

dz
=  äëÿ òåîðèè áàëîê è 1 (1)y u= , 2 (2)y u= , 3 (3)y u= , 

4 (1)y ϑ= , 5 (11)y ε= , 6 (12)y ε= , 7 (11)y μ= , (13)
8y = Τ  äëÿ òåîðèè îáîëî÷åê; 

1Q , 2Q , 3Q  – ïîñòîÿííûå ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàçìåðà 8×8.  

Âåêòîð-ôóíêöèÿ ( )y z
G

 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì 

óñëîâèÿì, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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1 (0) 0A y =
G

,  ( )2 0A y L =
G

,      (13) 

ãäå A1, A2 – ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà 4×8.  

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (12) ïðè çàäàííûõ T, ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ 

â ôîðìå Êîøè 

( ) ( )y z Y z C=
GG
,         (14) 

ãäå Y(z) – ìàòðèöà Êîøè ðàçìåðà 8×8 ðåøåíèé ñèñòåìû (18) ñ 

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Y(0)=E, E – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; C
G
 – 

èñêîìûé ïîñòîÿííûé âîñüìèìåðíûé âåêòîð.  

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà âíà÷àëå ïðè çàäàííûõ T è ω 

ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (12) ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ñòðîèòñÿ 

ìàòðèöà Y(z) íà îòðåçêå 0 ≤ z ≤ L. Çàòåì ïóòåì ïîäñòàíîâêè 

ñôîðìèðîâàííîãî ñ åå ïîìîùüþ ðåøåíèÿ (14) â óñëîâèÿ (13) ñòðîèòñÿ 

îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 

0DC =
G

.          (15) 

Ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ìàòðèöà D âûðîæäàåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ 

êðèòè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó â íèõ ñèñòåìà (12), (13) èìååò êàê 

òðèâèàëüíîå, òàê è íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ 

íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ôîðìó ïîòåðè 

óñòîé÷èâîñòè, îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà C
G
 çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíî, à 

ñåìü äðóãèõ âû÷èñëÿþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì óñå÷åííîé 

ñèñòåìû (15). Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïîñòàâëåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à 

íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èëè çàäà÷è Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ. 

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ 

ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî 

ïîâåäåíèÿ òîíêîñòåííîãî óïðóãîãî âàëà, ê ñâîáîäíîìó êîíöó êîòîðîãî 

ïðèëîæåíà îñåâàÿ ñæèìàþùàÿ ñëåäÿùàÿ ñèëà (ðèñ. 1,á,â). Áûëî 

ïðèíÿòî, ÷òî åãî äëèíà L=1 ì, òîëùèíîé h=10-3 ì, äèàìåòð 

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñîñòàâèë d=0,1 ì. Ìîäóëü óïðóãîñòè 

ìàòåðèàëà òðóáû E=2,1×1011 Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν =0,3, 

ïëîòíîñòü ρ=7,8⋅103 êã/ì3. Èññëåäîâàíèÿ òðóáû âûïîëíÿëèñü ñ 

ïîìîùüþ ìîäåëåé òåîðèè áàëîê è òåîðèè îáîëî÷åê.  

Îòìåòèì, ÷òî åñëè êîíñîëüíàÿ òîíêîñòåííàÿ òðóáà ñîâåðøàåò 

òîëüêî âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ è íå ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ îñåâîé 

ñèëû, òî ñ óâåëè÷åíèåì åå óãëîâîé ñêîðîñòè ω ìîæåò áûòü 



3(62) 2009 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè» 

ISSN 1562-9945 67

ðåàëèçîâàíà òîëüêî êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, 

ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò åå ýéëåðîâî âûïó÷èâàíèå âî âðàùàþùåéñÿ 

ñèñòåìå êîîðäèíàò [6,7]. Â ñëó÷àå, êîãäà òðóáà ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ 

òîëüêî ïðîäîëüíîé ñæèìàþùåé ñëåäÿùåé ñèëû, âîçìîæíà òîëüêî 

äèíàìè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, ñîïðîâîæäàåìàÿ åå ïåðåõîäîì â 

ðåæèì êîëåáàòåëüíûõ äâèæåíèé [6]. Îäíàêî åñëè îáà âèäà 

âîçìóùåíèé êîíñîëüíîé òðóáû ðåàëèçóþòñÿ îäíîâðåìåííî, òî â 

çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èõ âåëè÷èíàìè ìîæåò áûòü 

ðåàëèçîâàíî êàê ïåðâîå, òàê è âòîðîå êðèòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ. ×òîáû 

óñòàíîâèòü êàêîå èç íèõ íàñòóïàåò ðàíüøå, âíà÷àëå áûëà ðåøåíà 

çàäà÷à î êâàçèñòàòè÷åñêîì ïîâåäåíèè âðàùàþùåéñÿ òðóáû, ñæàòîé 

ñèëîé T. Ïðè åå ðåøåíèè â óðàâíåíèÿõ (8), (11) ñ÷èòàëîñü ñ=0 è ïðè 

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ω è T ïîäñ÷èòûâàëñÿ îïðåäåëèòåëü óðàâíåíèÿ 

(15). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ω è T, ïðè êîòîðûõ äåòåðìèíàíò ìàòðèöû 

D îáðàùàëñÿ â íóëü, ñ÷èòàëèñü êðèòè÷åñêèìè. 

 
Ðèñóíîê 3 

Äèàãðàììû èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû detD, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå 

òåîðèè ñòåðæíåé, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Ïðåäñòàâëåííûå íà íåì 

êðèâûå 1-5 ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì óãëîâîé ñêîðîñòè ω: 

1–0; 2–50; 3–500; 4–1000; 5–ω=2000 ðàä/ñ. Êàê ñëåäóåò èç 

ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðè ω≤500 ðàä/ñ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû D 

â íóëü íå îáðàùàåòñÿ, ïîýòîìó ñòàòè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè 

ñèñòåìû íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà. Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì óãëîâîé 

ñêîðîñòè äî ω=1000 ðàä/ñ ôàêòîðû ñòàòè÷åñêîãî âûïó÷èâàíèÿ 

ñòåðæíÿ íà÷èíàþò ïðåîáëàäàòü íàä ôàêòîðàìè åãî äèíàìè÷åñêîé 

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è ïðè ω=1000 ðàä/ñ, T=920000 Í ðåàëèçóåòñÿ 

åãî äèâåðãåíòíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè (êðèâàÿ 4). Åñëè ω=2000 ðàä/ñ 
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(êðèâàÿ 5), òî áèôóðêàöèîííîå âûïó÷èâàíèå ñòåðæíÿ ïðîèñõîäèò ïðè 

T=1660000 Í. 

Äèíàìè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû 

ïðè äåéñòâèè ñëåäÿùèõ ñèë ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåõîäîì â ðåæèì 

êîëåáàíèé ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ àìïëèòóäîé. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòû 

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíûìè. Ìíèìûå ÷àñòè 

ýòèõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòå êîëåáàòåëüíîé ïîòåðå 

óñòîé÷èâîñòè, à äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè – ñêîðîñòè óâåëè÷åíèÿ èõ 

àìïëèòóäû. Ïîýòîìó â êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ 

êîëåáàíèé ïåðåñòàþò áûòü ÷èñòî ìíèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå íà ãðàôèêå 

çàâèñèìîñòè ÷àñòîò îò îñåâîé ñèëû T êðèâûå ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòîò 

ñëèâàþòñÿ. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì íàñòóïëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé 

íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû [6]. 

Ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ïîäõîäà ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëåé 

òðóá÷àòûõ áàëîê è öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê âûïîëíåí àíàëèç 

äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òîíêîñòåííûõ âðàùàþùèõñÿ êîíñîëüíûõ 

âàëîâ ïðè çíà÷åíèÿõ óãëîâîé ñêîðîñòè ω, ðàññìîòðåííûõ âûøå. 

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî íàéäåííûå ïî òåîðèè áàëîê çíà÷åíèÿ 

ñëåäÿùåé ñèëû T, ïðè êîòîðûõ íàñòóïàåò äèíàìè÷åñêàÿ ïîòåðÿ 

óñòîé÷èâîñòè, íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû ω. Â òîæå âðåìÿ ýòè çíà÷åíèÿ 

ñëåäÿùåé ñèëû T, ïîäñ÷èòàííûå íà îñíîâå òåîðèè öèëèíäðè÷åñêèõ 

îáîëî÷åê, îòëè÷àþòñÿ, õîòÿ è íåçíà÷èòåëüíî, äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó 

ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðèè îáîëî÷åê äëÿ ðàñ÷åòà 

òðóá÷àòûõ ñòåðæíåé ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî óòî÷íèòü êðèòè÷åñêèå 

çíà÷åíèÿ T. Òàê, ïðè ïðèìåíåíèè ìîäåëè òåîðèè áàëîê êðèòè÷åñêîå 

çíà÷åíèå ïðîäîëüíîé ñèëû ñîñòàâèëî Òêð=1,65⋅106 Í, äëÿ ìîäåëè 

òåîðèè îáîëî÷åê îíî îêàçàëîñü ðàâíûì Òêð=1,40⋅106 Í.  

Íà ðèñ.4 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ïåðâîé è âòîðîé ñîáñòâåííûõ 

÷àñòîò ñ1, ñ2 îò çíà÷åíèÿ ñëåäÿùåé ñèëû Ò ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ 

óãëîâîé ñêîðîñòè ω. Æèðíûå ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò òåîðèè 

îáîëî÷åê äëÿ ñëó÷àÿ ω=0. Ïðè ýòîì 1 1c c+ −= − , 2 2c c+ −= −  è êðèâûå 

îêàçàëèñü ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ñ=0. Ýòî 

ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû íåâðàùàþùåéñÿ 

îáîëî÷êè êðàòíû. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ýòè êðèâûå íå ïåðåñåêàþò 

îñü àáñöèññ, çíà÷èò êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â 

èññëåäóåìîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ Ò íå íàñòóïàåò, îäíàêî ïîñêîëüêó 
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êðèâûå ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòîò ñîåäèíÿþòñÿ, òî ìîæíî ñäåëàòü 

âûâîä, â òî÷êå èõ ñîåäèíåíèÿ (ïðè Òêð=1,40⋅106 Í) íàñòóïàåò 

äèíàìè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Æèðíûìè òî÷êàìè íà ðèñ.4 

ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, âûïîëíåííûõ ïî òåîðèè áàëîê ïðè 

ω=0 ñ-1. Â ýòîì ñëó÷àå 1 1c c+ −= , 2 2c c+ −= . 

 
Ðèñóíîê 4 

Ñ óâåëè÷åíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ω çàâèñèìîñòè ci(T) 

òåðÿþò ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, ïîñêîëüêó êðàòíûå 

÷àñòîòû ðàñùåïëÿþòñÿ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå 

íèæå ïðÿìîé ñ=0, ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìîé ïðåöåññèè, êðèâûå, 

ïðîõîäÿùèå âûøå ýòîé îñè – îáðàòíîé ïðåöåññèè. Øòðèõïóíêòèðíûå 

ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ω=500 ñ-1, òîíêèå ñïëîøíûå – ω=1000 ñ-1, 

òîíêèå ïóíêòèðíûå – ω=2000 ñ-1. Ïðè ω=1000 ñ-1 êðèâàÿ ïåðåñåêàåò 

îñü àáñöèññ ïðè çíà÷åíèè T=910000 Í. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò 

êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òðóáû. Àíàëîãè÷íî, ïðè 

ω=2000 ñ-1 âûïó÷èâàíèå òðóáû ïðîèñõîäèò ïðè T=1420000 Í. 

Êàê èçâåñòíî [5], ðåçîíàíñíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ 

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íàñòóïàþò òîãäà, êîãäà çíà÷åíèå 

ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îáðàòíîé ïðåöåññèè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì 

óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ω. Èç ðèñ.4 âèäíî, ÷òî â ðàññìîòðåííîì 

äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ è ñëåäÿùåé ñèëû T 

ðåçîíàíñíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ íå ðåàëèçóþòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè 

çàäàííîì çíà÷åíèè ω ïðÿìàÿ ñ=ω íå ïåðåñåêàåò ñîîòâåòñòâóþùèå 

êðèâûå ci(T). 

Àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ áûëè âûïîëíåíû äëÿ âàëîâ ñ 

äðóãèìè äëèíàìè L. Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, ñ óâåëè÷åíèåì L ðàçíèöà 
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ìåæäó çíà÷åíèÿìè Òêð, íàéäåííûõ ïî òåîðèÿì áàëîê è îáîëî÷åê, 

ñòàíîâèòñÿ ìåíåå çàìåòíîé, ñ óìåíüøåíèåì L ðåàëèçóåòñÿ îáðàòíûé 

ýôôåêò.  

Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî åñëè 

íà òîíêîñòåííûé âðàùàþùèéñÿ âàë äåéñòâóåò ïðîäîëüíàÿ 

ñæèìàþùàÿ ñëåäÿùàÿ ñèëà, òî â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó 

âåëè÷èíàìè óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ è ïðîäîëüíîé íàãðóçêè 

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî êàê êâàçèñòàòè÷åñêàÿ, òàê è äèíàìè÷åñêàÿ 

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ñðàâíèòåëüíî äëèííûõ òðóá÷àòûõ 

ñòåðæíåé çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê íåçíà÷èòåëüíî çàâèñÿò îò 

âûáîðà ìîäåëè ñòåðæíåé èëè òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê, ñ 

óìåíüøåíèåì äëèíû ðàñõîæäåíèå ìåæäó ýòèìè ðàñ÷åòíûìè 

âåëè÷èíàìè ñòàíîâèòñÿ áîëåå çàìåòíûì. 
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ÓÄÊ 539.3 

Ê.². Øíåðåíêî, Â.Ô. Ãîäçóëà  

ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß ÍÀÏÐÓÆÅÍÎÃÎ ÑÒÀÍÓ ÖÈË²ÍÄÐÈ×ÍÎ¯ 

ÎÁÎËÎÍÊÈ ²Ç ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÎÃÎ ÌÀÒÅÐ²ÀËÓ Ç ÎÒÂÎÐÎÌ Ï²Ä 

Ä²ªÞ ÊÎÌÁ²ÍÎÂÀÍÎÃÎ ÍÀÂÀÍÒÀÆÅÍÍß 

 
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî íàïðóæåíî - äåôîðìîâàíèé 

ñòàí  öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ³ç êîìïîçèòíîãî ìàòåð³àëó ðàä³óñà R , 

òîâùèíèh . Îáîëîíêà ïîñëàáëåíà êðóãîâèì îòâîðîì ðàä³óñà 0r  ³ 

íàâàíòàæåíà âíóòð³øí³ì òèñêîì ³íòåíñèâíîñò³ 0p  òà îñüîâèì 

íàâàíòàæåííÿì ³íòåíñèâíîñò³ q. Ââàæàºìî, ùî â îáîëîíö³ âèíèêàþòü 

ïðóæí³ äåôîðìàö³¿, à êîìïîçèòíèé ìàòåð³àë îðòîòðîïíèé. Äëÿ âñüîãî 

ïàêåòó îáîëîíêè ìîæóòü áóòè çíàéäåí³ ïðèâåäåí³ æîðñòê³ñí³ 

õàðàêòåðèñòèêè â³äíîñíî ðîçòÿãó – ñòèñêó, çãèíó, êðó÷åííÿ ³ 

ì³æøàðîâîãî çñóâó.  

Â³äíåñåìî ñåðåäèííó ïîâåðõíþ îáîëîíêè äî ïîëÿðíî¿ 

íàï³âãåîäåçè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( ,ρ θ ) ç ïî÷àòêîì â öåíòð³ 

îòâîðó. Ïðè öüîìó ïàðàìåòðè Ëàìå ³ êðèâèçíè îáîëîíêè çàïèøåìî â 

âèãëÿä³  

1 2 12

1 cos2 1 cos2 sin2
1, , , , .

2 2 2
A B k k k

R R R

θ θ θρ − +
= = = = = −   (1) 

Îäíîð³äíà ñèñòåìà ð³âíÿíü ð³âíîâàãè íåïîëîãî¿ îáîëîíêè â 

çóñèëëÿõ â îáðàí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ³ ç âðàõóâàííÿì (1) çàïèøåòüñÿ 

ó âèãëÿä³ [1] 
21 1 sin sin2

( ) 0,
2

T S
T T Q Q

R R
ρ ρθ

ρ θ ρ θ

θ θ
ρ ρ θ ρ

∂ ∂
+ + − + + =

∂ ∂
 

21 2 sin2 cos
0,

2

S T
S Q Q

R R
ρθ θ

ρθ ρ θ

θ θ
ρ ρ θ ρ

∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂
 

2 2sin sin2 cos 1 1
0,

Q Q
T S T Q

R R R
ρ θ

ρ ρθ θ ρ

θ θ θ
ρ ρ θ ρ

∂ ∂
− − − + + + =

∂ ∂
  (2) 

1 1
( ) 0,

HG
G G Qρθ

ρ θ ρρ ρ θ ρ
∂∂

+ + − − =
∂ ∂

 
1 2

0.
H G

H Qρθ θ
ρθ θρ ρ θ ρ

∂ ∂
+ + − =

∂ ∂
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Ãåîìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ äåôîðìàö³ÿìè, çì³íàìè 

êðèâèçí ³ óçàãàëüíåíèìè ïåðåì³ùåííÿìè áóäóòü 
2 2

1 2 12

sin 1 cos 1 sin2
, , ,

u v u v u v
w w w

R R R

θ θ θε ε ε
ρ ρ θ ρ ρ ρ θ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
= + = + + = + − +

∂ ∂ ∂ ∂

 13 23 1 2

1 1
, , , ,

w w ρ ρθ
ρ θ

γ γγε γ ε γ χ χ
ρ ρ θ ρ ρ θ ρ

∂ ∂∂ ∂
= + = + = = +

∂ ∂ ∂ ∂
  (3) 

12

1
2 .ρ θ θ

γ γ γχ
ρ θ ρ ρ

∂ ∂
= + −

∂ ∂
 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðóæíîñò³ äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåð³àëó 

îáîëîíêè ïîäàìî â âèãëÿä³ [1] 

1 1 2 2 3 12 1 1 2 2 3 12,, 2 ( 1,2,3)i i i i i i i iT B B B G D D D iε ε ε χ χ χ= + + = + + =  

13 ( 1,2),i iQ K iε= =        (4) 

äå ,,ji ji iB D K óçàãàëüíåí³ æîðñòêîñò³  ìàòåð³àëó îáîëîíêè. 

Îñíîâíèé íàïðóæåíèé ñòàí, ùî âèíèêàº â íåïîñëàáëåí³é 

îòâîðîì îáîëîíö³, âèçíà÷àºòüñÿ çà áåçìîìåíòíîþ òåîð³ºþ [1]. 

Çáóðåíèé íàïðóæåíèé ñòàí äëÿ íåïîëîãî¿ îáîëîíêè, ùî 

ïîðîäæóºòüñÿ íàÿâí³ñòþ îòâîðó, çíàõîäèòüñÿ ç ð³âíÿíü çàãàëüíî¿ 

òåîð³¿ îáîëîíîê [1]. 

Ãðàíè÷í³ óìîâè íà êîíòóð³ îòâîðó ïðè 0ρ ρ=  ìàþòü âèãëÿä 

( )0 0

1
1 cos2

4 4

q
T p R p R

Rρ θ
π

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓ , 0

1
sin2 ,

4 4

q
S p R

Rρθ θ
π

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓  (5) 

0 00, 0,
2

p r
G H Qρ ρθ ρ= = = . 

Ó âèïàäêó 0 0p =  îòðèìóºìî çàäà÷ó äëÿ îáîëîíêè, íàâàíòàæåíî¿ 

îñüîâèì ðîçòÿãîì –ñòèñêîì; ïðè q=0 – â³äïîâ³äíî äëÿ îáîëîíêè ï³ä 

ä³ºþ âíóòð³øíüîãî òèñêó. 

2. Ìåòîä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷³. Áóäåìî âèõîäèòè ç çàñòîñóâàííÿ 

âàð³àö³éíî-ð³çíèöåâîãî ìåòîäó [2, 5, 6]. Çã³äíî ïðèíöèïó ìîæëèâèõ 

ïåðåì³ùåíü Ëàãðàíæà äîñòîâ³ðí³ ïåðåì³ùåííÿ ïåðåòâîðþþòü 

ôóíêö³þ Ëàãðàíæà ∏  â â³äíîñíèé ì³í³ìóì  

0,δ ∏ =           (6) 

ùî åêâ³âàëåíòíî ð³âíîñò³ íóëþ âñ³õ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ïî 

íåçàëåæíèõ çì³ííèõ. Òóò ,V A∏ = −  V - ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ 

äåôîðìàö³¿, A  - ñóìà ðîá³ò çîâí³øí³õ ñèë íà íåçàëåæíèõ 

ïåðåì³ùåííÿõ îáîëîíêè. 
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Ïîòåíö³éíó åíåðã³þ çàïèøåìî ÷åðåç ïðóæíèé ïîòåíö³àë Φ [3] 

,
G

V dG= Φ∫           (7) 

äå G  - îáëàñòü, ÿêó çàéìàº ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ îáîëîíêè. 

Ãåîìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (3) ïîäàìî â êîìïàêòíîìó âèãëÿä³ 
15

1

,ik k
k

N Uε
=

= ∑         (8) 

äå ( )1,15kU k =  – äåÿê³ óçàãàëüíåí³ ïåðåì³ùåííÿ, à êîìïîíåíòè 

ìàòðèö³ ( )1,8; 1,15ikN i k= =  çíàõîäÿòüñÿ ç (3). Òóò íåçàëåæíèõ 

óçàãàëüíåíèõ ïåðåì³ùåíü ëèøå ï’ÿòü: 

( ) ( )1 4 7 10 131,4,7,10,13 ; , , , , ,lU l U u U v U w U Uρ θγ γ= = = = = =  

à ðåøòà ïîâ’ÿçàí³ ç íèìè çàëåæíîñòÿìè: 

( )1 2; 1,4,7,10,13 .l l
l l

U U
U U l

α β+ +

∂ ∂
= = =

∂ ∂
 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (8) â  âèðàç äëÿ ïðóæíîãî ïîòåíö³àëó Φ [4] 

îòðèìàºìî 
15 15

,
1 1

kr r k k
k r

P U R U
= =

⎛ ⎞Φ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑        (9) 

äå krP  ³ kR  çàëåæàòü â³ä jkN  [2]. 

Âàð³àö³éíó çàäà÷ó äëÿ â³äíîñíèõ çì³ùåíü çàì³íèìî âàð³àö³éíîþ 

çàäà÷åþ äëÿ äèñêðåòíèõ ¿õ çíà÷åíü ó âóçëàõ îñíîâíî¿ òà äîïîì³æíî¿ 

ñ³òîê îäíàêîâî¿ ðîçì³ðíîñò³. Âóçëè îñíîâíî¿ ñ³òêè  ïîçíà÷àþòüñÿ 

ö³ëèìè ³íäåêñàìè ( ,s t ), à äîïîì³æíî¿, ùî ëåæàòü ïîñåðåäèí³ ì³æ 

âóçëàìè îñíîâíî¿, – äðîáîâèìè ³íäåêñàìè (
1 1

,
2 2

s t+ + ). Âóçëè 

ïåðåòèíó îáîõ ñ³òîê ïîçíà÷àþòüñÿ çì³øàíèìè ³íäåêñàìè (
1

,
2

s t+ ) è 

(
1

,
2

s t + ). Îñíîâíà ñ³òêà ïî êîîðäèíàò³ ρ  ìàº êðîê ( ) ( )1, ,s s mρλ =  

à ïî êîîðäèíàò³ θ - ( ) ( )1, .t t nθλ =  Òóò m  - ê³ëüê³ñòü âóçë³â ñ³òêè 

ïî êîîðäèíàò³ ρ , n  – ïî êîîðäèíàò³ θ . 

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìóºìî äèñêðåòíèé àíàëîã ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà 

∏ . Ïîâåðõíåâèé ³íòåãðàë â (7) ïîäàíèé â âèãëÿä³ ïîäâ³éíî¿ ñóìè [4] 
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1 1

,
m n

st st

s t

V G
= =

= Φ∑ ∑  (10) 

äå ( ),st
s tρ θΦ = Φ  – çíà÷åííÿ ïðóæíîãî ïîòåíö³àëó â òî÷ö³ 

( ), ;s tρ θ  stG  – âàãîâà ôóíêö³ÿ, ùî ÿâëÿº ñîáîþ ÷àñòèíó ïëîù³ 

÷îòèðèêóòíî¿ ÿ÷åéêè ç öåíòðîì â òî÷ö³ ( ),s tρ θ  ³ ñòîðîíàìè 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 ; 1 ,

2 2
s s t tρ ρ θ θλ λ λ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎣ ⎦⎣ ⎦  

ÿê³ íàëåæàòü îáëàñò³ S . 

Ç óìîâ (6) îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî 

äèñêðåòíèõ  çíà÷åíü ïåðåì³ùåíü ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ ³ ôóíêö³é çñóâó  

lU  ( l   =1,4,7,10,13) [4] 

( )
11 13

1 1 1

, 1,4,7,10,13; 1, ; 1, .
ji

ab ab ij
kl k l

a i b j k

P U Q l k i m j n
++

= − = − =
= = = =∑ ∑ ∑  (11) 

Òóò ab
klP  – çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â â âóçë³ ,a b  ïðè â³äîì³é 

âåëè÷èí³ ab
kU   â ð³âíÿíí³ äëÿ ij

lU , ÿêèé º ôóíêö³ºþ ãåîìåòðè÷íèõ ³ 

ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â îáîëîíêè; ij
lQ  – çíà÷åííÿ â âóçë³ ( ),i j  l  -õ 

êîìïîíåíò ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ[2].  Ìàòðèöÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü 

(11) ñèìåòðè÷íà, äîäàòíüî âèçíà÷åíà, ³ ìàº ñòð³÷êîâó ñòðóêòóðó, ùî 

äîçâîëÿº ñêîðîòèòè îáñÿã âèêîðèñòîâàíî¿ ïàì'ÿò³ ïðè ðîçðàõóíêàõ íà 

ÅÎÌ.  

3. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. Ðîçãëÿíåìî ð³âíîâàãó öèë³íäðè÷íî¿ 

îáîëîíêè ç êðóãîâèì îòâîðîì.  Ïðè ðîçðàõóíêàõ ðîçãëÿäàëèñü òàê³ 

ïàðàìåòðè îáîëîíêè ³ ìàòåð³àëó:  

0 2
1

1

100; 11; 0,23; 0,27;r ER
h r E ν= = = =  

13 2312

1 1 1

0,09; . 0,07.G GG
E E E= = =  

Â òàáëèöÿõ 1, 2 íàâåäåí³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â êîíöåíòðàö³¿ 

íàïðóæåíü 1 2

6,T Gk kp ph
θ θ

θ θ= =  ( )0 2
qp p R Rπ= ±  ïî êîíòóðó 

íåï³äêð³ïëåíîãî îòâîðó.  

Â òàáëèö³ 1 ïðåäñòàâëåí³ ðåçóëüòàòè äëÿ îáîëîíêè, 

íàâàíòàæåíî¿ âíóòð³øí³ì òèñêîì (q=0), à â òàáëèö³ 2 – â³äïîâ³äíî 

äëÿ âèïàäêó îñüîâîãî ðîçòÿãó ( 0 0p = ). 
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Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíà ìåòîäèêà äîçâîëÿº ðîçãëÿäàòè ñóì³ñíó 

ä³þ âíóòð³øíüîãî òèñêó ³ ðîçòÿãó, àáî ñòèñêó ïî îñ³ îáîëîíêè ïðè 

ð³çíèõ çíà÷åííÿõ 0p  òà q.  

Òàáëèöÿ 1

θ  
К 

0 8
π  

4
π  3

4
π

2
π  

TKθ  7,64 6,31 4,72 2,21 -1,84
GKθ  -2,41 -1,27 0,87 3,01 5,34 

 

Òàáëèöÿ 2

θ  
К 

0 8
π  

4
π  3

4
π

2
π  

TKθ -0,62 -0,24 0,62 2,23 5,04 
GKθ 0,22 0,16 0,49 0,03 -0,23
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Ã.È. Ùóðóê  

Ê ÂÎÏÐÎÑÓ Î ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÈ ÍÅÎÑÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÕ 

ÂÎËÍ Â ÃÈÄÐÎÓÏÐÓÃÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÎÁÎËÎ×ÊÀ-ÂßÇÊÀß 

ÆÈÄÊÎÑÒÜ 

 
Ââåäåíèå. Çàäà÷àì ãèäðîóïðóãîñòè äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè 

ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé. Îäíàêî ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå 

â ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëüíîé æèäêîñòè, ÷àñòî íå óäîâëåòâîðÿþò âñå 

âîçðàñòàþùèì òðåáîâàíèÿì òî÷íîñòè. Ïðè âûáîðå êîíêðåòíîé 

ìîäåëè, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé ðåàëüíûå æèäêîñòíûå íàïîëíèòåëè, 

íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü âÿçêîé ñæèìàåìîé è íåñæèìàåìîé 

æèäêîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç 

çàêîíîìåðíîñòåé âîëíîâîãî ïðîöåññà â îðòîòðîïíîé îáîëî÷êå ñ 

æèäêîñòüþ â ðàìêàõ ìîäåëè ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé 

ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Âåäü çàìåíà 

ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà íà ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ 

Ýéëåðà íàñòîëüêî èçìåíÿåò ñòðóêòóðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, 

÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå 

ðÿäà ÿâëåíèé, ïðèñóùèõ ðåàëüíûì æèäêîñòÿì. Â ñëó÷àå 

âûñîêî÷àñòîòíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â îáîëî÷êå èç êîìïîçèòíûõ 

ìàòåðèàëîâ ñ ïîíèæåííîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòüþ öåëåñîîáðàçíî 

èñïîëüçîâàòü òåîðèþ îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî. Íåîáõîäèìîñòü 

ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäåëè îáóñëîâëåíà òàêæå òåì, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ â 

åå ðàìêàõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè 

ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ïîçâîëÿþùèå â ïîëíîé ìåðå èññëåäîâàòü 

âîëíîâûå ïðîöåññû. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ íåîñåñèììåòðè÷íàÿ 

çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â îðòîòðîïíîé îáîëî÷êå, çàïîëíåííîé 

âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Ïðè èññëåäîâàíèè ïðèìåíÿþòñÿ 

ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå-

Ñòîêñà äëÿ ïîêîÿùåéñÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äâèæåíèå 

îáîëî÷êè îïèñàíî ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè òåîðèè îáîëî÷åê òèïà 

Ñ.Ï.Òèìîøåíêî. 

                                                 
  © Ùóðóê Ã.È., 2009  
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Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

íåîñåñèììåòðè÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â áåñêîíå÷íîé îðòîòðîïíîé 

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå ðàäèóñà R  è òîëùèíû 2h , çàïîëíåííîé 

ïîêîÿùåéñÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Âîñïîëüçóåìñÿ êðóãîâîé 

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ( , ,z r θ ), ñîâìåñòèâ îñü z  ñ îñüþ 

îáîëî÷êè. Èñïîëüçóåì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè îáîëî÷åê òèïà 

Ñ.Ï.Òèìîøåíêî [1] è ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà 

äëÿ ïîêîÿùåéñÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè [2]. Â ðàìêàõ ýòèõ 

ìîäåëåé ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ñîâìåñòíûå êîëåáàíèÿ 

ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìû, â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåò 

èìåòü âèä:  

Lu q=
G G

;          (1) 

0

1
qrad qraddiv 0

3
p

t

υ νν υ υ
ρ

∗
∗

∗

∂
− Δ + − =

∂

G G G
; 

0

1
div 0

t

ρ υ
ρ

∗

∗

∂
+ =

∂
G

;        (2) 

2
0

p
a

ρ∗

∂
=

∂
, 0 consta =  ; 

z zu υ=� ; r ru υ=� ; uθ θυ=� ; z rzq p= − ; r rrq p= − ; rq pθ θ= − ;  (3) 

z r
rzp

r z

υ υμ∗ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
; 2zr r r

rrp p
r z r r

υυ υ υλ μ∗ ∗∂∂ ∂⎛ ⎞= − + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 
1 z

rp
r r r

θ θ
θ

υ υ υμ
θ

∗ ∂ ∂⎛ ⎞= + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
.       (4) 

 Çäåñü â óðàâíåíèÿõ (1): L –ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíûõ 

îïåðàòîðîâ òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî [1]; ( ), ,z ru u u u uθ=
G G

 

– âåêòîð ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè; q
G
 – 

âåêòîð óñèëèÿ âíåøíåé íàãðóçêè, ïðèâåäåííûé ê ñåðåäèííîé 

ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Â óðàâíåíèÿõ (2-4): υG  – âåêòîð ñêîðîñòè 

÷àñòèö æèäêîñòè; ρ∗  è p  – âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ â 

æèäêîñòè; 0ρ ∗ è 0a -ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè â 

ñîñòîÿíèè ïîêîÿ; ν ∗ , μ∗ – êèíåìàòè÷åñêèé è äèíàìè÷åñêèé 

êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè; äëÿ âòîðîãî êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè λ∗  

ïðèíÿòî ñîîòíîøåíèå 
2

3
λ μ∗ ∗= − ; , ,rz rr rp p p θ  – ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà 
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íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ (3) – ñîîòâåòñòâåííî 

êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå, â ñèëó 

òîíêîñòåííîñòè îáîëî÷êè, áóäåì óäîâëåòâîðÿòü íà ñåðåäèííîé 

ïîâåðõíîñòè (r R= ). Ñîîòíîøåíèÿ (1)–(4) ïðåäñòàâëÿþò çàìêíóòóþ 

ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé ãèäðîóïðóãîñòè äëÿ îðòîòðîïíîé 

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé âÿçêóþ ñæèìàåìóþ 

æèäêîñòü. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé èñïîëüçóåì 

ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå-

Ñòîêñà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç ñêàëÿðíûå 

ïîòåíöèàëû 1,ψ χ  è 2χ , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç òðåõ íåçàâèñèìûõ 

óðàâíåíèé [2] 

2

2 2 2
0 0

4 1
1 0

3 a t a t

ν ψ
∗⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂

+ Δ − =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
; 0it

ν χ∗∂⎛ ⎞− Δ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, ( )1,2i = . (5) 

Ò.å. â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñèñòåìà ïÿòè 

óðàâíåíèé (2) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ òðåõ ñêàëÿðíûõ íåçàâèñèìûõ 

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (5), îïðåäåëÿþùèõ ïîòåíöèàëû ñêîðîñòè 

1,ψ χ  è 2χ . Ïðè ýòîì çàäà÷à ãèäðîóïðóãîñòè äëÿ îðòîòðîïíîé 

îáîëî÷êè òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî , ñîäåðæàùåé ïîêîÿùóþñÿ âÿçêóþ 

ñæèìàåìóþ æèäêîñòü, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), 

(5) ñ ó÷åòîì êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà 

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (3), ãäå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé â 

æèäêîñòè rip  òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëû. 

 Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêóþ ñèíóñîèäàëüíóþ âîëíó, 

ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè îáîëî÷êè âèäà 

{ } { } ( )0 0 0
2 1 3 5 1 3, , , , , , , ( ), ( ) exp cosr z zu u u u u f r f r i kz t nϕ ψ χ θ⎡ ⎤= − Ω⎣ ⎦ ,  

{ } { } ( )0 0
1 2 4 2, , , , ( ) exp sinu u u f r i kz t nθ θϕ χ θ⎡ ⎤= − Ω⎣ ⎦ ,   (6) 

ãäå 0 0 0 0 0
1 2 3 4 5 1 2, 3, , , , , ,u u u u u f f f – àìïëèòóäû âîëí; 

,
,z θϕ ϕ – óãëû ïîâîðîòà 

íîðìàëè; n – êîëè÷åñòâî âîëí ïî îêðóæíîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 

îáîëî÷êè; 1 2k k ik= + – âîëíîâîå ÷èñëî; Ω – ÷àñòîòà.  

Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿåì ñîñòàâëÿþùèå 

âíåøíåé íàãðóçêè , ,z rq q qθ , äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû æèäêîñòè íà 

îáîëî÷êó, ÷åðåç àìïëèòóäíûå ïîñòîÿííûå 0
ju . Ïðè ýòîì ( )jf r  â 

âûðàæåíèÿõ (6) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îáûêíîâåííûõ 
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ  

îò êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ( ) ( )j j n jf r A J rη= , ( )1,3j = , ãäå 

1
2

2
1 2 2

0 0

4
1

3
i k

a a

νη
−∗⎛ ⎞Ω

= − Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 2
2 3 i kη η

ν ∗

Ω
= = − , à jA  îïðåäåëÿþòñÿ èç 

êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé ÷åðåç àìïëèòóäíûå ïîñòîÿííûå 0
ju .  

Íà âòîðîì ýòàïå ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé (6) â 

ðåçóëüòàòå îáû÷íîé ïðîöåäóðû ïîëó÷àåì òðàíñöåíäåíòíîå 

äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå 

det 0ijα= = ; ( . 1,5i j = ),       (7) 

ãäå
2 2

21 2 1
11 2 1 1 12

1 2 0

m m

b b n b
b b i

c k
α β γ

ε ε
Ω

= + + − Ω − Ω  

1
12 2 1 2

2 0

1
1 m m

b
b n i

k
α β γ

ε
⎛ ⎞

= + − Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 1
13 12 1 3

0

m m

b
b i i

c k
α β γΩ

= − Ω ; 2
14

2

b nα
ε

= − ; 

1
15

1

ib

c
α

ε
Ω

= − ; 1
21 2 2 1

2 0

1
1 m m

b
b n i

k
α β γ

ε
⎛ ⎞

= − + + Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

2
2 22 1

22 1 2 2 22
2 0

m m

b b
b b n i

c k
α β γ

ε
Ω

= Ω − − − + Ω ; ( ) 1
23 12 2 3

0

1 m m

bi n
b i

c k
α β γΩ

= − + + Ω ; 

2
24

2

bα
ε

= ; 25 34 35 42 43 53 0α α α α α α= = = = = = ; 1
31 12 3 1

0

m m

b
b i i

c k
α β γΩ

= − Ω ; 

( ) 1
32 12 3 2

0

1 m m

bi n
b i

c k
α β γΩ

= − + + Ω ; 
2

2 2 1
33 1 1 3 32

0

m m

b
b n b i

c k
α β γΩ

= Ω − − + Ω ; 

1
41

1

ib

c
α

ε
Ω

= − ; ( )
2
0

44 121
12

i nk
b

c
α Ω

= − + ;      (8) 

2 2
2 20 1

45 1 1 2
112

k b
b n b

c
α

ε
⎛ ⎞Ω

= Ω − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 2
51

2

b nα
ε

= ; 2
52

2

bα
ε

= ; 

2 2
2 20 2

54 1 2 2
212

k b
b b n

c
α

ε
⎛ ⎞Ω

= Ω − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; ( )
2
0

55 121
12

i nk
b

c
α Ω

= − +   ( )1,3m = ; 

( )12 12 211
l

l

E
b

G ν ν
=

−
, 

( )13 12 211
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Çäåñü c–ôàçîâàÿ ñêîðîñòü; ,i ikE G –ìîäóëè óïðóãîñòè ïðè 

ðàñòÿæåíèè è ñäâèãå; ilν – êîýôôèöèåíòû Ïóàñîíà; k′ – êîýôôèöèåíò 

ñäâèãà. Âåëè÷èíû im mjβ γ , âõîäÿùèå â äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (7), 

(8), õàðàêòåðèçóþò âëèÿíèå âÿçêîé æèäêîñòè íà ðàñïðîñòðàíåíèå 

óïðóãèõ âîëí â îáîëî÷êå. Îíè ñîäåðæàò âñå æèäêîñòíûå ïàðàìåòðû 

(ïëîòíîñòü, âÿçêîñòü, …), à òàêæå ôóíêöèè Áåññåëÿ n -ãî ïîðÿäêà 

ïåðâîãî ðîäà îò êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà è ïðèâåäåíû â ðàáîòå [3]. 

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèì 

òðàíñöåíäåíòíûì óðàâíåíèåì è îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

íåîñåñèììåòðè÷íûõ âîëí â èññëåäóåìîé ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìå. 

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Óðàâíåíèå (7) ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü 

âëèÿíèå ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè è õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè íà 

ôàçîâûå ñêîðîñòè è êîýôôèöèåíòû çàòóõàíèÿ âîëí â ñèñòåìå. 

Îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì âëèÿíèÿ íà äèñïåðñèîííûå êðèâûå 

òàêîé õàðàêòåðèñòèêè æèäêîé ñðåäû, êàê åå âÿçêîñòü. 

    
Ðèñóíîê 1      Ðèñóíîê 2 

Íà ðèñ.1,2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ 

âëèÿíèÿ âÿçêîñòè æèäêîñòè íà ôàçîâûå ñêîðîñòè ñèñòåìû â ñëó÷àå 

n =1 è n =2 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ãðàôèêè îòîáðàæàþò çàâèñèìîñòü 

îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè è â
îò

è

c c
c

ñ

−
=  ( èñ – 

çíà÷åíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â îáîëî÷êå ñ 
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èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, âñ – ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôàçîâîé 

ñêîðîñòè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñèñòåìå îáîëî÷êà-âÿçêàÿ 

æèäêîñòü) îò ÷àñòîòû Ω  äëÿ ñèñòåìû áîðîïëàñòèêîâàÿ îáîëî÷êà-

ãëèöåðèí. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî âÿçêîñòü æèäêîñòè ïîíèæàåò 

çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé âñåõ ìîä, à òàêæå âëèÿåò íà 

êðèòè÷åñêèå ÷àñòîòû ýòèõ ìîä. Òàêæå åå âëèÿíèå ñóùåñòâåííî â 

îáëàñòÿõ íèçêèõ ÷àñòîò. 
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ÓÄÊ 539.3 

Ñ.Þ. Áàáè÷, Å.Í. Áîðèñîâ, À.Á. Êóëèê, Â.Ô. Ëàçàð  

Ê ÒÅÎÐÈÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÎ 

ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÉ ÓÏÐÓÃÎÉ ÏÎËÎÑÛ, ËÅÆÀÙÅÉ ÍÀ ÆÅÑÒÊÎÌ 

ÎÑÍÎÂÀÍÈÈ ÁÅÇ Ó×ÅÒÀ ÑÈË ÒÐÅÍÈß 

 
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ óïðóãîé 

ïîëîñû áåç íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ïî 

øèðîêîìó êðóãó âîïðîñîâ, êîòîðûå äîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæåíû â [1, 

2]. 

Â ðàáîòå [3] ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ 

æåñòêîãî øòàìïà, äåéñòâóþùåãî áåç òðåíèÿ íà óïðóãóþ 

ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííóþ ïîëîñó, ëåæàùóþ íà æåñòêîì 

îñíîâàíèè. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü îáùèå ðåøåíèÿ ïëîñêèõ 

ñòàòè÷åñêèõ ëèíåàðèçèðîâàííûõ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ â ðàáîòàõ 

àêàäåìèêà ÍÀÍ Óêðàèíû À.Í. Ãóçÿ äëÿ ðàâíûõ è íåðàâíûõ êîðíåé 

îïðåäåëÿþùåãî (õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî) óðàâíåíèÿ. Çäåñü æå 

èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïîëîñû âûïîëíåíû â îáùåé ôîðìå äëÿ ñæèìàåìûõ 

è íåñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ ïðè ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðå óïðóãîãî 

ïîòåíöèàëà. Â ðåçóëüòàòå êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëîñû ñ 

íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî 

óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì, åñëè íà÷àëüíûå 

íàïðÿæåíèÿ íå äîñòèãàþò çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåðè 

óñòîé÷èâîñòè ïîëîñû. 

Â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ( , )ig α λ , 

êîòîðàÿ çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé è âõîäèò â ÿäðî 

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Êàê ñëåäóåò èç 

[3], ôóíêöèÿ ( , )ig α λ  ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ 

ðàâíûõ è íåðàâíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî (îïðåäåëÿþùåãî) 

óðàâíåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 

2 1 2 1
1 1 2 1 2 1 2 1

1 1

(1 ) (1 )( ) sinh cosh 0m l m l l n
n n

λ ω λ ωλ ω+ + + − = ,  (1) 

                                                 
  © Áàáè÷ Ñ.Þ., Áîðèñîâ Å.Í., Êóëèê À.Á., Ëàçàð Â.Ô., 2009  
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2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 2 2 1

1 2 2 1

cosh sinh cosh sinh 0;l n l n h
n n n n

λ ω λ ω λ ω λ ω ω α− = = .(2) 

Çäåñü è äàëåå âñå îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ îáîçíà÷åíèÿìè [3]. 

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â (1) è (2)  ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ, 

ïðèíÿòûå â ðàáîòàõ [4, 5], òî óðàâíåíèÿ (1) è (2) ñîâïàäàþò ñ 

õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè [4, 5], ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäà÷å 

îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîñû ïðè ðàññìàòðèâàåìîì âèäå íàãðóæåíèÿ 
0 0 0
11 22 1 2 33( 0; 0; ; 0;)s s sλ λ≠ = ≠ ≠ . 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 

âòîðîãî ðîäà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ 

ïàðàìåòðîâ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò 

êîýôôèöèåíòîâ óäëèíåíèé ( )iλ  ïðè êîòîðûõ ÿäðî òåðïèò ðàçðûâ. 

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì â äàííîé ðàáîòå îïðåäåëèì êðèòè÷åñêèå 

ïàðàìåòðû íàãðóæåíèÿ ïîëîñû (ïîëóïëîñêîñòè). Äëÿ ýòîãî 

ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó î ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè 

ïîëóïëîñêîñòè ( 2 0y < ) ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ïðè ñæàòèè 

âäîëü îñè 0
1 22( 0)Oy s =  â ñëó÷àå ðàâíûõ è íåðàâíûõ êîðíåé 

îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ. 

Ïîñêîëüêó ãðàíèöà ïîëóïëîñêîñòè 2 0y =  ( 1 2 0z z≡ = ) íå 

çàãðóæåíà, òî 

1 1
21 220 0

0; 0.
z z

Q Q
= =

= =� �        (3) 

Ðåøåíèå óðàâíåíèé Ëàïëàñà âûáèðàåì â ôîðìå  

1 1

1 1

( )
1

( )
2

1
( ) ;

2

1
( ) .

2

z iy

z iy

A e d

B e d

α

α

ϕ α α
π

ϕ α α
π

+∞
− +

−∞

+∞
− +

−∞

=

=

∫

∫
       (4) 

Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1) 

è (2), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå 

ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëóïëîñêîñòè ñ íà÷àëüíûìè 

íàïðÿæåíèÿìè â âèäå 

1 2 0l l− = .          (5) 

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ïîëóïëîñêîñòè ñ íà÷àëüíûìè 

íàïðÿæåíèÿìè â ñëó÷àå íåðàâíûõ êîðíåé îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ 

ïîëó÷àåì â ôîðìå 
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1 1 2 2 0l n l n− =          (6) 

Óðàâíåíèÿ (5), (6) ïîëó÷àþòñÿ èç (1) è (2), åñëè â 

ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ óñòðåìèòü 1 hω α=  ê áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. 

ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñêîëüêî óãîäíî òîëñòîé ïîëîñû. Ðàññìîòðèì 

ïðèìåð äëÿ íåñæèìàåìîé ïîëîñû (ïîëóïëîñêîñòè) ñ ïîòåíöèàëîì 

Òðåëîàðà (òåëî íåîãóêîâñêîãî òèïà) è Áàðòåíåâà–Õàçàíîâè÷à. Äëÿ 

ïîòåíöèàëà Òðåëîàðà 1 2n n≠ , à äëÿ ïîòåíöèàëà Áàðòåíåâà–

Õàçàíîâè÷à 1 2n n= . Äëÿ ïîñòîÿííûõ , , ( 1,2)i i in m l i =  â ðàìêàõ 

ïëîñêîé äåôîðìàöèè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè èìååò 

ìåñòî òàêæå ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ, ò.å. 1 2 31 ( 1)λ λ λ= = , äëÿ ðàâíûõ è 

íåðàâíûõ êîðíåé ñîîòâåòñòâåííî èìååì âûðàæåíèÿ 
2 2

1 2 1 1 1 2

2 2
1 1 2 1

; ; 1;

1
; (1 );

2

n n m m

l l

λ λ

λ λ

− −= = = =

= = −
      (7) 

4 4
1 2 1 1 2 1

4 4 4 1
1 1 2 1 1

1; ; 1; ;

1
(1 ); 2 (1 ) .

2

n n m m

l l

λ λ

λ λ λ

− −

−

= = = =

= + = +
     (8) 

Ïîäñòàâëÿÿ(7), (8) â óðàâíåíèå (1) è (2), ïîñëå ðÿäà 

ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 
2 2
1 1 1 1 1(1 ) (3 1) sinh cosh 0λ ω λ ω ω+ + − = ,     (9) 

4 2 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(1 ) cosh( ) sinh( ) 4 cosh( ) sinh( ) 0λ λ ω λ ω λ λ ω λ ω− −+ − = . (10) 

Åñëè â (10) ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ [4], òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå 

ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì [4, ñ.177, ô-ëà (VIII.6)]. 

Ïîäñòàíîâêè (7) è (8) â (5) , (6) ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì 
2
13 1 0λ − = ,          (11) 

8 4 2 2 6 4 2
1 1 1 1 1 1 12 4 1 ( 1)( 3 1) 0λ λ λ λ λ λ λ+ − + ≡ − + + − = .   (12) 

Óðàâíåíèÿ (11), (12) èìåþò êîðíè ñîîòâåòñòâåííî 1 0,58êðλ ≈  

1 0,54êðλ ≈ . 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåñæèìàåìîãî òåëà â óñëîâèÿõ ïëîñêîé 

äåôîðìàöèè ÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëóïëîñêîñòè ñ 

íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè íàñòóïàåò äëÿ ïîòåíöèàëà Òðåëîàðà ïðè 

1 0,54êðλ ≈  è äëÿ ïîòåíöèàëà Áàðòåíåâà–Õàçàíîâè÷à ïðè 1 0,58êðλ ≈ . 
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Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (9) ïðè 10,58 λ< < ∞  è 

óðàâíåíèå (10) ïðè 10,54 λ< < ∞  íå èìåþò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, 

êðîìå êîðíÿ 0α = . Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â ñëó÷àå [6-8], êîíòàêòíóþ 

çàäà÷ó äëÿ ïîëîñû ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ìîæíî ñâåñòè ê 

èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì, åñëè 

íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ íå äîñòèãàþò çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ 

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîëîñû. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîé èíôîðìàöèè î âëèÿíèè íà÷àëüíûõ 

íàïðÿæåíèé íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ â ñëó÷àå 

ïîòåíöèàëîâ Òðåëîàðà (íåðàâíûå êîðíè) è Áàðòåíåâà–Õàçàíîâè÷à 

(ðàâíûå êîðíè) íåîáõîäèìî èìåòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà. 

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå 

íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå íå âûçûâàþò ïîÿâëåíèå 

ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîñû (ïîëóïëîñêîñòè), òàê êàê 

âáëèçè çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùåãî ïîâåðõíîñòíîé 

íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîñû (ïîëóïëîñêîñòè), ïðîèñõîäèò íåîãðàíè÷åííûé 

ðîñò íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé. 
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ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÓÏÐÓÃÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ Ñ ÁÎÊÎÂÛÌ ÐÀÇÐÅÇÎÌ ÏÐÈ 

ÄÅÉÑÒÂÈÈ ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÛ 

 

Ââåäåíèå. Â ñîâðåìåííîé òåõíèêå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ 

êîíñòðóêöèè èç òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ ìîãóò èìåòü 

ìåñòî êîíñòðóêòèâíûå, òåõíëîãè÷åñêèå, ýêñïëóàòàöèîííûå è äðóãèå 

îñîáåííîñòè â âèäå îòâåðñòèé, âûðåçîâ, ðàçðåçîâ è òðåùèí. Èçó÷åíèþ 

âëèÿíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îñîáåííîñòåé íà äåôîðìèðîâàííîå 

ñîñòîÿíèå, ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè è ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ 

êîíñòðóêöèé ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé, íàïðèìåð [1 - 5].  

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ 

òîíêîé óðóãîé ïëàñòèíû ñ áîêîâûì ðàçðåçîì, çàùåìëåííîé ïî äâóì 

ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì, ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè íà íåå óäàðíîé 

âîëíû ñòóïåí÷àòîé ôîðìû. 

1.Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Îïûòû ïðîâîäèëèñü ïî ìåòîäèêå, 

ïðèâåäåíîé â [1].Óäàðíîâîëíîâàÿ íàãðóçêà ñîçäàâàëàñü â óäàðíîé 

òðóáå äèàôðàãìåííîãî òèïà. Èñïûòûâàëàñü ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíà 

èç ñòåêëîòåêñòîëèòà ÑÔ-1-150 (ÃÎÑÒ 10316-78). Ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà 

ïëàñòèíû ρ = 1,7 ã/ñì3, ìîäóëü óïðóãîñòè Å = 2,6·1010 Ïà. 

Ïëàñòèíà òîëùèíîé 2,5 ìì ïðåäâàðèòåëüíî çàùåìëÿëàñü ïî 

äâóì êîðîòêèì ñòîðîíàì ìåæäó ìàññèâíûìè ñòàëüíûìè ðàìêàìè, à 

çàòåì ïàêåò â ñáîðå ðàñïîëàãàëñÿ íà òîðöå èçìåðèòåëüíîé ñåêöèè 

óäàðíîé òðóáû. Ðàáî÷èé ðàçìåð ïëàñòèíû ñîñòàâëÿë 210õ140 ìì è 

ñîâïàäàë ñ ðàçìåðîì âíóòðåííåãî ñå÷åíèÿ êàíàëà óäàðíîé òðóáû. 

Ïðè èñïûòàíèè ïëàñòèíà ïîäâåðãàëàñü äåéñòâèþ îäèíàêîâûõ ïî 

àìïëèòóäå è ñòóïåí÷àòûõ ïî ôîðìå  âîëí, ïðè êîòîðûõ äàâëåíèå, 

äåéñòâóþùåå íà ïîâåðõíîñòü îáúåêòà, ðàâíÿëîñü äàâëåíèþ â 

îòðàæåííîé óäàðíîé âîëíå è ñîñòàâëÿëî 0,1٠105 Ïà ± 10 % ïðè 

äëèòåëüíîñòè 8·10-3 ñ. 

Âíà÷àëå èñïûòûâàëàñü ïëàñòèíà áåç ðàçðåçà. Â äàëüíåéøåì 

ïîýòàïíî ïðîèçâîäèëñÿ  áîêîâîé ðàçðåç ïëàñòèíû, íà÷èíàÿ îò 

ñåðåäèíû îäíîé èç äëèííûõ (ñâîáîäíûõ) ñòîðîí, ïàðàëëåëüíî 
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çàùåìëåííûì ñòîðîíàì. Øèðèíà ðàçðåçà ðàâíÿëàñü ïðèìåðíî 0,5 ìì. 

Îòíîøåíèå äëèíû ðàçðåçà L ê øèðèíå ïëàñòèíû à â òðåõ ñåðèÿõ 

îïûòîâ ñîñòàâëÿëî 0,14; 0,26; 0,37. 

Ðåãèñòðàöèÿ äåôîðìàöèé ïëàñòèíû âåëàñü ôîëüãîâûìè 

òåíçîðåçèñòîðàìè ñ áàçîé 1ìì è 3 ìì. Òåíçîðåçèñòîðû ðàñïîëàãàëèñü 

ïî ëèíèÿì, îðèåíòèðîâàííûì âäîëü ñâîáîäíûõ (îñü x) è 

çàùåìëåííûõ (îñü y) ñòîðîí (ðèñ.1, à,á). Êàæäîé ëèíèè ïðèñâàèâàëñÿ 

íîìåð îò 1 äî ÕØ, à òàêæå óêàçûâàëîñü íà êàêîì ðàññòîÿíèè l/a îò 

îñè x îíà íàõîäèëàñü. Íà÷àëî êîîðäèíàò ðàñïîëàãàëîñü â ñåðåäèíå 

ñâîáîäíîé ñòîðîíû, ãäå áðàë íà÷àëî ðàçðåç. Íà ðèñ. 1, à ñõåìàòè÷íî 

ïîêàçàí âàðèàíò ðàçðåçà äëèíîé L2 /a = 0,26; íà ðèñ. 1, á – L3 /a = 

0,37. Ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèé â íàïðàâëåíèè îñè õ 

ðåãèñòðèðîâàëèñü âäîëü ëèíèé 1 - VÏ è 1Õ (ðèñ. 1, à); â íàïðàâëåíèè 

îñè ó – âäîëü ëèíèé VØ, Õ – ÕØ (ðèñ. 1, á). Ëèíèè VÏ – Õ 

ðàñïîëàãàëèñü âäîëü îñè ó íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè îò 

êðàåâ ðàçðåçà è äàëåå îò îñè ó. Âäîëü óêàçàííûõ ëèíèé 

òåíçîðåçèñòîðû íàêëåèâàëèñü íà îáå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû äðóã ïîä 

äðóãîì, ÷òî ïîçâîëÿëî ðåãèñòðèðîâàòü èçìåíåíèå äåôîðìàöèé âî 

âðåìåíè íà íàãðóæàåìîé (εõ+, εó+) è ñâîáîäíîé (εõ⎯, εó⎯ ) ïîâåðõíîñòÿõ 

ïëàñòèíû. Îïðåäåëåíèå èçãèáíûõ è ìåìáðàííûõ äåôîðìàöèé 

ïðîâîäèëîñü ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì: 

εì  = (ε+ + ε⎯) / 2; εè = (ε+ - ε⎯) / 2.     (1) 

 
Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2 
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Ñèãíàëû òåíçîðåçèñòîðîâ ðåãèñòðèðîâàëèñü íà ýêðàíå 

ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà ñ ïîìîùüþ áûñòðîäåéñòâóþùåãî 

óñòðîéñòâà ââîäà – âûâîäà è îáðàáîòêè àíàëîãîâîé è öèôðîâîé 

èíôîðìàöèè L1250, ðàáîòàþùåé â ÷åòûðåõêàíàëüíîì ðåæèìå â 

ïîëîñå ÷àñòîò 0 – 25 êÃö. 

2.Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Àíàëèç îñöèëëîãðàìì ïîêàçàë, ÷òî 

âñå ýëåìåíòû ïëàñòèíû ñ áîêîâûì ðàçðåçîì (èñêëþ÷àÿ çîíû âáëèçè 

êðàåâ ðàçðåçà) ïîñëå ïàäåíèÿ óäàðíîé âîëíû ñîâåðøàëè çàòóõàþùèå 

êâàçèãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ïðè ýòîì îíè, êàê è êîëåáàíèÿ 

ñïëîøíûõ ïëàñòèí è ïëàñòèí ñ öåíòðàëüíûì ðàçðåçîì [1], 

ïðîèñõîäèëè íå îòíîñèòåëüíî íóëÿ, à îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî 

ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ äàâëåíèÿ â 

ñòóïåí÷àòîé óäàðíîâîëíîâîé íàãðóçêå.  

Èç ïîëó÷åíûõ îñöèëëîãðàìì ñëåäîâàëî òàêæå, ÷òî ïî ìåðå 

óâåëè÷åíèÿ äëèíû ðàçðåçà ïðîèñõîäèëî âîçðàñòàíèå ïåðèîäà 

êîëåáàíèé Ò. Ïåðèîä êîëåáàíèé ëèíåéíî âîçðàñòàë ñ ðîñòîì L / a 

(ðèñ. 2). Ðàçðåç äëèíîé, ðàâíîé 0,37 øèðèíû à, ïðèâîäèë ê 

óâåëè÷åíèþ ïåðèîäà êîëåáàíèé â ñðàâíåíèè ñî ñïëîøíîé ïëàñòèíîé 

íà ~25%. 

Äåôîðìàöèè âäîëü îáåèõ îñåé íà ëèíèÿõ 1Õ è Õ âáëèçè êðàåâ 

ðàçðåçà ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé íåðåãóëÿðíûå âûñîêî÷àñòîòíûå 

êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäàìè, ñîñòàâëÿþùèìè íå áîëåå 10% äåôîðìàöèé 

ýëåìåíòîâ ïëàñòèíû âáëèçè çàùåìëåíèÿ. 

Äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû îïðåäåëÿëîñü ïî 

îñöèëëîãðàììàì â ìîìåíò ðàçâèòèÿ ïåðâîãî ìàêñèìóìà êîëåáàíèé. 

Èçâåñòíî [1], ÷òî ñïëîøíàÿ óïðóãàÿ ïëàñòèíà ñ àíàëîãè÷íûìè 

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïðîãèáàÿñü â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

âîëíû, èñïûòûâàëà âäîëü îñè õ ïðåèìóùåñòâåííî èçãèá è ñëàáîå 

ðàñòÿæåíèå, îäèíàêîâîå âäîëü âñåé äëèíû ïëàñòèíû, èñêëþ÷àÿ 

íåáîëüøèå ó÷àñòêè âáëèçè çàùåìëåíèÿ, ãäå îíî ïàäàëî äî íóëÿ. Ïðè 

ýòîì äåôîðìàöèÿ ðàñòÿæåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû 

ñîñòàâëÿëà îêîëî 10% çíà÷åíèÿ èçãèáíîé äåôîðìàöèè â å¸ ñåðåäèíå. 

Ñ ïîÿâëåíèåì áîêîâîãî ðàçðåçà â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè 

ïëàñòèíû âîçíèêàëè ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ. Êàðòèíà 

äåôîðìèðîâàíèÿ îñòàâàëàñü ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, 

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ëèíèþ ðàçðåçà è åãî 

ïðîäîëæåíèå, ò.å. îòíîñèòåëüíî îñè ó. Â ñâÿçè ñ ýòèì íà ãðàôèêàõ 
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ïðåäñòàâëåíû äåôîðìàöèè ïîëîâèíû ïëàñòèíû ñïðàâà èëè ñëåâà îò 

îñè ñèììåòðèè. 

Íà ðèñóíêàõ. 3 - 5 èçîáðàæåíû òèïè÷íûå ýïþðû äåôîðìàöèé 

ýëåìåíòîâ ïëàñòèíû ñ íåíàãðóæàåìîé ñòîðîíû εõ⎯ âäîëü ëèíèé 1, III, 

V (ðèñ. 1, à). Íîìåðà ëèíèé óêàçàíû â ïðàâîì âåðõíåì óãëó. 

Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ íà êàæäîì èç ðèñóíêîâ èëëþñòðèðóåò èçìåíåíèå 

âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíèè äåôîðìàöèè εõ⎯ ïëàñòèíû áåç ðàçðåçà. 

Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, ïðîâåäåííàÿ äëèííûìè øòðèõàìè, ïîêàçûâàåò 

ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðè äëèíå ðàçðåçà L1 /a = 0,14; øòðèõ–

ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ – ïðè L2 /a = 0,26; ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñ 

êîðîòêèìè øòðèõàìè –ïðè L3 / à =  0,37. 

 

 
Ðèñóíîê 3 Ðèñóíîê 4 Ðèñóíîê 5 

Íà ðèñóíêàõ âèäíî, ÷òî íà ëèíèÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ñâîáîäíûì 

ñòîðîíàì ïëàñòèíû, çàêîí èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèé ïëàñòèíû εõ⎯ 
çàâèñèò îò òîãî, ãäå ðàñïîëîæåíà ëèíèÿ îòíîñèòåëüíî êîíöà ðàçðåçà. 

Òàê íà ëèíèÿõ ó = const, êîãäà l/a < L/a (ðèñ.3, ãäå l1 /a = 0,03;), 

äåôîðìàöèè äîñòèãàþò íàèâûñøåãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ íå â 

ñåðåäèíå, êàê ýòî íàáëþäàëîñü ïðè èñïûòàíèÿõ ñïëîøíîé ïëàñòèíû, 

à ñ îáåèõ ñòîðîí ðàçðåçà. Ïðè ýòîì ìàêñèìóìû ñìåùåíû â ñòîðîíû 

çàùåìëåííûõ êðàåâ. Çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèé â óêàçàííûõ ìàêñèìóìàõ 

íå ïðåâûøàþò çíà÷åíèé äåôîðìàöèé ñïëîøíîé ïëàñòèíû. Âáëèçè 

êðàåâ ðàçðåçà äåôîðìàöèè ïàäàþò, ñòðåìÿñü ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ. 

Íàáëþäàëîñü òàêæå ñìåùåíèå òî÷åê ïåðåãèáà (òî÷êè èçìåíåíèÿ 

çíàêà äåôîðìàöèé) ê å¸ ñåðåäèíå. Íà÷èíàÿ îò òî÷êè ïåðåãèáà ê 
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çàùåìëåííîìó êðàþ íåíàãðóæåííàÿ ñòîðîíà ïëàñòèíû ñæèìàëàñü, 

ïðè ýòîì êðèâûå ε⎯x(x) íå ñîâïàäàëè ñ àíàëîãè÷íûìè çàâèñèìîñòÿìè 

äëÿ ñïëîøíîé ïëàñòèíû. Â íåêîòîðîé îáëàñòè ýòîãî èíòåðâàëà 

äåôîðìàöèè ýëåìåíòîâ ïëàñòèíû ñ áîêîâûì ðàçðåçîì ìîãóò âäâîå 

ïðåâûøàòü äåôîðìàöèè öåëîé ïëàñòèíû. 

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíû ýïþðû äåôîðìàöèé âäîëü ëèíèè Ø, 

ïàðàëëåëüíîé îñè x è ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè lØ /a = 0,24 îò 

íà÷àëà êîîðäèíàò. Ýòà ëèíèÿ ëåæèò íèæå êîíöà ðàçðåçà ïðè åãî 

äëèíå, ðàâíîé L2 èëè L3  è âûøå ïðè ðàçðåçå äëèíîé L1 /a = 0,14. Â 

ýòîì ñëó÷àå, íà÷èíàÿ îò òî÷êè ïåðåãèáà, êðèâàÿ äåôîðìàöèé 

ïðîõîäèò âûøå ñïëîøíîé ëèíèè, õàðàêòåðíîé äëÿ ïëàñòèíû áåç 

ðàçðåçà. Ëèíèÿ lV /a = 0,49 (ðèñ.5) ïðîõîäèëè âûøå êîí÷èêà ðàçðåçà 

äëèíîé L3 /a = 0,37. Â ýëåìåíòàõ ïëàñòèíû, ðàñïîëîæåííûõ ñïðàâà è 

ñëåâà îò îñè y âûøå êîí÷èêà ðàçðåçà íàáëþäàëîñü çíà÷èòåëüíîå 

(áëèçêîå ê äâóêðàòíîìó) âîçðàñòàíèå äåôîðìàöèé â ñðàâíåíèè ñ 

öåëîé ïëàñòèíîé. 
Íà ðèóíêå.6 â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè 

äåôîðìàöèé âäîëü ëèíèè VÏ, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàçðåçà è 

ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ ó. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ íà îñè îðäèíàò êîðîòêèì 

øòðèõîì ïîêàçàíî çíà÷åíèå εõ⎯  (ïðè õ = 0; 0 ≤ ó ≤ à) ïîä äåéñòâèåì 

òàêîé æå âîëíû íà öåëóþ ïëàñòèíó. 

  
Ðèñóíîê 6 Ðèñóíîê 7 

Íåðàçðåçàííàÿ ÷àñòü ïëàñòèíû òàêæå êàê è öåëàÿ ïëàñòèíà â 

íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòû õ èñïûòûâàåò ðàâíîìåðíîå ñëàáîå 

ðàñòÿæåíèå. Îäíàêî äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòíûõ ýëåìåíòîâ ïëàñòèíû 

è å¸ èçãèáíûå äåôîðìàöèè ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþò ñ ïðèáëèæåíèåì 
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ê êîí÷èêó ðàçðåçà, à òàêæå ê íåðàçðåçàííîìó ñâîáîäíîìó êðàþ. 

Ïðèìåðíî òðåòü íåðàçðåçàííîé ÷àñòè ïëàñòèíû, íàõîäÿùàÿñÿ â å¸ 

ñåðåäèíå, èñïûòûâàåò äåôîðìàöèè, áëèçêèå ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì ê 

äåôîðìàöèÿì öåëîé ïëàñòèíû. 

Èçìåíåíèå εó+, εó⎯, εóì, εóè  âäîëü ëèíèè VØ, ÿâëÿþùåéñÿ 

ïðîäîëæåíèåì ðàçðåçà ïðè L3 /a = 0,37, ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 7. 

Ñî ñòîðîíû ïàäåíèÿ âîëíû íåðàçðåçàííàÿ ÷àñòü ïëàñòèíû èñïûòûâàåò 

ñæàòèå (â îòëè÷èå îò äåôîðìàöèé â íàïðàâëåíèè îñè õ), à 

íàãðóæåííàÿ ñòîðîíà ïðåòåðïåâàåò ðàñòÿæåíèå. Èçãèáíûå è 

ìåìáðàííûå äåôîðìàöèè ñðàâíèìû ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì è 

ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþò ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê êîí÷èêó ðàçðåçà. 

Âûâîäû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïëàñòèíà ñ áîêîâûì ðàçðåçîì, êàê 

ïëàñòèíû áåç ðàçðåçà è ñ öåíòðàëüíûì ðàçðåçîì, ïîä äåéñòâèåì 

óäàðíîâîëíîâîé íàãðóçêè ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå áëèçêèå ê 

ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî óðîâíÿ, 

ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ äåéñòâóþùåé íàãðóçêè. 

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè áîêîâîì ðàçðåçå äëèíîé îêîëî 0,4 äëèíû 

çàùåìëåííîé ñòîðîíû ïëàñòèíû ïåðèîä êîëåáàíèé âîçðàñòàåò 

ïðèìåðíî íà 25%. 

Áîêîâîé ðàçðåç âíîñèò êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â 

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû. Åñëè ñïëîøíàÿ ïëàñòèíà 

èñïûòûâàåò ïðåèìóùåñòâåííî èçãèáíûå äåôîðìàöè è ñëàáîå 

ðàñòÿæåíèå âäîëü ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ çàùåìëåííûå ñòîðîíû, òî 

áîêîâîé ðàçðåç èçìåíÿåò èçãèáíûå äåôîðìàöèè â óêàçàííîì 

íàïðàâëåíèè êàê ñ îáåèõ ñòîðîí ðàçðåçà, òàê è â íåðàçðåçàííîé ÷àñòè 

ïëàñòèíû. Êðîìå òîãî â íåðàçðåçàííîé ÷àñòè ïëàñòèíû âîçíèêàþò 

ñóùåñòâåííûå èçãèáíûå è ìåìáðàííûå äåôîðìàöèè â ïîïåðå÷íîì 

íàïðàâëåíèè. 
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Ñ.Þ. Áàáè÷, Þ.Ï. Ãëóõîâ  

ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÑËÎÈÑÒÎÃÎ 

ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÎ-ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ 

ÏÐÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ ÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÍÀÃÐÓÇÊÈ 

 
Ââåäåíèå. Â äàííîé ñòàòüå â ðàìêàõ ëèíåàðèçèðîâàííîé òåîðèè 

óïðóãîñòè äëÿ òåë ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ðàññìîòðåíà 

ïîñòàíîâêà ïëîñêîé óñòàíîâèâøåéñÿ çàäà÷è î âîçìóùåíèè 

äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè 

äâóõñëîéíîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.  Ñ 

ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ïîëó÷åíî â 

îáùåì âèäå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ðàçëè÷íûõ 

óñëîâèÿõ êîíòàêòà è ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ íàãðóçêè.  

§1. Ðàññìîòðèì ñëîé òîëùèíîé h , ëåæàùèé íà 

ïîëóïðîñòðàíñòâå. Ñëîé è ïîëóïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿò èç ñæèìàåìûõ 

èëè íåñæèìàåìûõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ èçîòðîïíûõ 

ìàòåðèàëîâ ñ ïðîèçâîëüíîé ôîðìîé óïðóãîãî ïîòåíöèàëà.  

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëüíîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå 

ïîëóïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Ê ñâîáîäíîé ãðàíèöå ñëîÿ 

ïðèëîæåíà äâèæóùàÿñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v íàãðóçêà, 

âûçûâàþùàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñëîèñòîé ñðåäå ïëîñêîå 

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ 

ñîîòíîøåíèÿìè ëèíåàðèçèðîâàííîé òåîðèè óïðóãîñòè òåë ñ 

íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè [1]. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êàðòèíà 

äåôîðìàöèé èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ âìåñòå 

ñ íàãðóçêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( )1 2,y y , ãäå v1 1y tξ= − ; 2 2y ξ= , 

óðàâíåíèå óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà ÷åðåç 

ôóíêöèþ ( )1 2,y yχ  ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

( )
2 2 2 2

{ }{ }2 { }2
1 22 2 2 2

1 2 1 2

0; , 1,2.s js s s j
y y y y

η η χ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + =     =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
   (1.1) 

Èíäåêñ 1s =  ñîîòâåòñòâóåò ñëîþ, à 2s =  - ïîëóïðîñòðàíñòâó. 

Êîðíè { }
1
sη  è { }

2
sη  îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ 
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{ }4 { } { }2 { }
12 0s s s sA Aη η+ + = ,       (1.2) 

ãäå äëÿ ñæèìàåìîãî òåëà 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

v v

v v     

2{ } { } { } { } { } { } 2 { } { } { } 2 { } { }
2222 2112 2222 1111 2112 1221 1122 1212

{ } { } { } { } { } 2 { } { } 2 { } { } { } { } { }
1 2222 2112 1111 1221 1 2 3

2 ;

; ;

s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s s

A

A

ω ω ω ω ρ ω ω ρ ω ω

ω ω ω ρ ω ρ ρ λ λ λ ρ

= − + − − +

= − − =

� � � � � � � � � �

� � � � � � �
à äëÿ íåñæèìàåìîãî 

( ) ( )
( )

v

v         

{ } { }2 { } { }2 { } { }2 { } { } 2 { } { } { } { }
22 2112 11 2222 22 1111 11 22 1122 1212

{ } { }2 { } { }2 { } { } 2 { } { } { } { } { }
1 22 2112 11 1221

2 2 ;

; ; ;

s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s
tj tj t t

A q q q q q

A q q q q

κ κ κ ρ κ κ

κ κ ρ δ λ ρ ρ

= + − − +

= − = =

� � � � � � � � � � �

� � � � � � �
 

{ }sρ  — ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïîëîñû (ïîëóïëîñêîñòè) â åñòåñòâåííîì 

ñîñòîÿíèè.  

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: 

ïðè 2 0y =  

2 2

{1} {1}
21 1 1 22 2 10 0

( ); ( );
y y

Q P y Q P yδ δ= = =     =� �       (1.3) 

è ïðè 2y h= −  

( ) ( )
{1}
2

1

   

.    
2 2 2 2 2 2

2 2 2

{2} {1} {2} {1} {2}
2 22 22 21 1 21

{2} {2} {2}
1 21 1 1

; ; ;

1

y h y h y h y h y h y h

y h y h y h

u u Q Q Q Q

Q u u

δ

δ δ

=− =− =− =− =− =−

=− =− =−

 =      =      =  

−  =  −  

� � � �

�
 (1.4) 

Çäåñü ïàðàìåòð 1 1δ =  ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ æåñòêîãî êîíòàêòà 

ìåæäó ñëîåì è ïîëóïðîñòðàíñòâîì, à 1 0δ =  - ñëó÷àþ íåæåñòêîãî 

(ñêîëüçÿùåãî) êîíòàêòà. 

Ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ â ôîðìóëàõ (1.3) è (1.4)  ÷åðåç 

ôóíêöèè ( ) ( ){ } , 1,2s j s jχ     =  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå  

2 ( ){ } 2 2
{ } ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }

1 1 22 2
1 2 1 2

2 2 (2){ } 2 2
{ } (12){ } (22){ } (11){ } (21){ }

2 2 2 2
1 2 2 1 2

; , , 1,2; ;

ij

i s
s i s j s j s j s

i i i i

s
s s s s s

ij ij ij ij ij

u i j s i j
y y y y

Q
y y y y yδ

χβ β β χ

χα α α α
−

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + +    =    ≠    ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

�
(1){ }

1

;

, , 1,2;
ij

s

y

i j s

δ

χ

+

∂
⎟ ∂⎠

   =

 (1.5) 

ãäå â ñëó÷àå ñæèìàåìûõ òåë 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

v

v

(22){ } { } { } { } { } { } (12){ } { } { } { }
11 2222 22 1122 2121 11 1221

(21){ } { } { } { } { } { } (11){ } { } { } { }
21 2112 12 1212 2211 21 1111

; ;

; ;

s s s s s s s s s s
jj jj jj jj jj

s s s s s s s s s s
mj mj mj mj mj

α ω ω ω ω ω α ω ω ρ

α ω ω ω ω ω α ω ω ρ

= − +    = −

= − +    = −
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( ) ( )
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Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îá óñòàíîâèâøåéñÿ ðåàêöèè 

ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, 

ïîýòîìó áóäåì â äàëüíåéøåì îïåðèðîâàòü íå ñ ïåðåìåùåíèÿìè, à ñî 

ñêîðîñòÿìè ïåðåìåùåíèé.  

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îá óñòàíîâèâøåéñÿ ðåàêöèè 

äâóõñëîéíîãî ñæèìàåìîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè âîçäåéñòâèè 

äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íàãðóçêè ñâîäèòñÿ ê 

îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé ( )jχ   ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (1.1) ïðè 

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (1.3) è (1.4). Êîìïîíåíòû íàïðÿæåííî 

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõñëîéíîãî ñæèìàåìîãî 

ïîëóïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.5). 

§2.  Ðåøåíèå çàäà÷è íàéäåì ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî 

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé 1y . Îïðåäåëèì ðåøåíèå çàäà÷è 

â îáùåì âèäå äëÿ ñëó÷àåâ íåðàâíûõ è ðàâíûõ êîðíåé, äëÿ ðàçëè÷íûõ 

óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà è äëÿ ëþáîé ñêîðîñòè 

äâèæåíèÿ íàãðóçêè. Ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííûõ óðàâíåíèé (1.1) ñ 

ó÷åòîì çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè áóäåì èñêàòü â âèäå 
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 (2.1) 

ãäå { }( ) ( , , 1,2; 1,4)s j
mC j m s m   =    =  – ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, 
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Ââåäåì ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ 
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2 3 2; ; ; , 1,2.s s s s s
m m m m m m m mÑ Ñ Ñ i Ñ Ñ i Ñ s mγ γ+ − +=    =    =    =   (2.2) 

Ïîäñòàâëÿÿ (2.1) è (2.2) â ïðåîáðàçîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé  

(1.3) è (1.4), ïîëó÷àåì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ { } ( 1,4; 1,2)s
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Òðàíñôîðìàíòû õàðàêòåðèñòèê íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî 

ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà  (1.5)   ñ ó÷åòîì (2.3) ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (2.4) ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé êîðíåé 

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.2) è óñëîâèé êîíòàêòà (1.5) è (1.6).  

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè â ôîðìóëàõ (2.4) ê îðèãèíàëàì ñëåäóåò 

âîñïîëüçîâàòüñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. 
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ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÌ ÑÆÀÒÈÈ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ, ÀÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÕ 

ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÀÌÈ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÛ 

 

Ââåäåíèå. Îäíèì èç àêòóàëüíûõ âîïðîñîâ ñòàòèêè êîìïîçèòîâ 

ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñîâìåñòíîãî âëèÿíèÿ íàãðóçêè è ñòðóêòóðû 

êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà íà çàòóõàíèå êðàåâûõ ýôôåêòîâ. Â ðàáîòå [1] 

ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ðàñ÷åòíûõ ñõåì äëÿ àíàëèçà çàòóõàíèÿ 

êðàåâûõ ýôôåêòîâ â ìàòåðèàëàõ ñëîèñòîé è âîëîêíèñòîé ñòðóêòóðû ñ 

èçîòðîïíûìè êîìïîíåíòàìè äëÿ ñëó÷àåâ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè 

äåéñòâóþùåé âäîëü è ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ ðàñïîëîæåíèÿ 

àðìèðóþùèõ êîìïîíåíòîâ. Â ðàáîòå [2] ðåøåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ 

ïàðàìåòðîâ çàòóõàíèè êðàåâîãî ýôôåêòà â ñëîèñòîì êîìïîçèòíîì 

ìàòåðèàëå ïðè ðàâíîìåðíîì îäíîîñíîì ïðîäîëüíîì ñæàòèè ñëîåâ 

íàïîëíèòåëÿ, à â ðàáîòå [3] – â âîëîêíèñòîì êîìïîçèòíîì ìàòåðèàëå 

ïðè ðàâíîìåðíîì îäíîîñíîì ïîïåðå÷íîì ñæàòèè ïðèïîâåðõíîñòíûõ 

âîëîêîí. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïðîòÿæåííîñòü çîíû êðàåâîãî 

ýôôåêòà â ñëó÷àå ïîïåðå÷íîãî ñæàòèÿ âîëîêíèñòîãî ìàòåðèàëà 

ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå ïðîäîëüíîãî ñæàòèÿ ñëîèñòîãî ìàòåðèàëà, è 

ïðè åå îïðåäåëåíèè ñ òî÷íîñòüþ 1%, íå ïðåâûøàåò ïîëòîðà 

ïàðàìåòðà ñòðóêòóðû. Â ñëó÷àå ïðîäîëüíîãî ñæàòèÿ ýòà âåëè÷èíà 

íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ äâóõ ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðû. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ 

çàòóõàíèÿ êðàåâîãî ýôôåêòà â ìàòåðèàëàõ ñëîèñòîé è âîëîêíèñòîé 

ñòðóêòóðû ïðè èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà íåíàãðóæåííûõ àðìèðóþùèõ 

êîìïîíåíòîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî ñëîè íàïîëíèòåëÿ, âî âòîðîì – 

ïðèïîâåðõíîñòíûå âîëîêíà. Èññëåäîâàí âîïðîñ î çàâèñèìîñòè çîíû 

êðàåâîãî ýôôåêòà îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðèîäîì ïîâåðõíîñòíîé 

íàãðóçêè, ñâÿçàííûì ñ êîëè÷åñòâîì  íåíàãðóæåííûõ àðìèðóþùèõ 

êîìïîíåíòîâ, è ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ñòðóêòóðû ñëîèñòîãî è 

âîëîêíèñòîãî ìàòåðèàëîâ. 

Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â äàííîé ðàáîòå, 

                                                 
  © Áûñòðîâ Â.Ì., Çåëåíñêèé Â.Ñ., 2009 
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âêëþ÷àåò ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè êóñî÷íî-

îäíîðîäíûõ òåë è êîëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé çàòóõàíèÿ êðàåâîãî 

ýôôåêòà äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé. Êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ 

ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ñåòîê íà îñíîâå áàçîâûõ ñõåì [4]. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàòóõàíèÿ 

êðàåâîãî ýôôåêòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ 

çàòóõàíèÿ êðàåâîãî ýôôåêòà – çîíû è äëèíû çàòóõàíèÿ êðàåâîãî 

ýôôåêòà â êîìïîçèòíîì ìàòåðèàëå ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû, 

àðìèðîâàííîì êîìïîíåíòàìè ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû. Èññëåäóåòñÿ 

çàòóõàíèå êðàåâîãî ýôôåêòà â ìàòåðèàëå, àðìèðîâàííîì ïëîñêèìè 

ñëîÿìè ïðè îäíîîñíîì ïðîäîëüíîì ñæàòèè àðìèðóþùèõ ñëîåâ (ðèñ. 

1, à) è â ìàòåðèàëå, àðìèðîâàííîì ïðÿìîëèíåéíûìè 

îäíîíàïðàâëåííûìè âîëîêíàìè êâàäðàòíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðè 

îäíîîñíîì ïîïåðå÷íîì íàãðóæåíèè ïðèïîâåðõíîñòíûõ âîëîêîí (ðèñ. 

1, á). 

 
Ðèñóíîê 1 

Ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà p  äåéñòâóåò â íàïðàâëåíèè îñè 2Ox  è 

ïðèêëàäûâàåòñÿ ê àðìèðóþùèì êîìïîíåíòàì (ñëîÿì íàïîëíèòåëÿ 

èëè ïðèïîâåðõíîñòíûì âîëîêíàì): ( ) 0
1 22 1( ) ,0p x x pσ= = , 

1 0.5 àx h kb≤ + , 0,1,...k = ; ( )1b M h= − . Çäåñü b  – ïåðèîä êóñî÷íî-

ïîñòîÿííîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè, h  – ïàðàìåòð ñòðóêòóðû 

ìàòåðèàëà, àh  – ïîïåðå÷íûé ðàçìåð àðìèðóþùåãî êîìïîíåíòà â 

íàïðàâëåíèè 2Ox , M  – êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòíûõ ýëåìåíòîâ â 
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íàïðàâëåíèè îñè 1Ox . Âäîëü îñè 3Ox  íàãðóçêà íå èçìåíÿåòñÿ. 

Çàòóõàíèå êðàåâîãî ýôôåêòà ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè 2Ox . 

Ðåãóëÿðíîñòü êîìïîçèòíîé ñòðóêòóðû, ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð 

ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè è íàëè÷èå óñòàíîâèâøåãîñÿ ïðè çàòóõàíèè 

êðàåâîãî ýôôåêòà ïîëÿ íàïðÿæåíèé ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó 

äëÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω  êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ:  
1 1

M N
mn

m n= =
Ω = Ω∑ ∑ = 

{ 1 2( , ) |x x 10 x b≤ ≤ ; }20 x H≤ ≤ , 1,m M= , 1,n N= , ãäå M , N  

ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòíûõ ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèè 1Ox  è 

2Ox . Çäåñü mnΩ  – ðàñ÷åòíûå ýëåìåíòû  ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà 

(äàëåå – ðàñ÷åòíûå ýëåìåíòû), mn mn mn
ì àΩ = Ω + Ω ,  ãäå mn

ìΩ , mn
àΩ  – 

îáëàñòè, êîòîðûå çàíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà è àðìèðóþùèé 

êîìïîíåíò. Â ñëó÷àå àðìèðóþùèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò 

ïëîñêèå ñëîè, ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü â íàïðàâëåíèè 2Ox  âêëþ÷àåò 1N =  

ðàñ÷åòíûé ýëåìåíò è â íàïðàâëåíèè 1Ox  – M  ðàñ÷åòíûõ ýëåìåíòîâ. 

Ïðè ýòîì ðàçìåð ðàñ÷åòíûõ ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèè 2Ox  ñîâïàäàåò ñ 

ðàçìåðîì H  ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.  Ðàçìåð H  ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ 

óñòàíîâèâøåãîñÿ âäîëü îñè 2Ox  íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííîé 

òî÷íîñòüþ è óñëîâèþ íåçàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ çàòóõàíèÿ êðàåâîãî 

ýôôåêòà îò ýòîãî ðàçìåðà. Ðàçìåð ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â íàïðàâëåíèè 

îñè 1Ox  îïðåäåëÿåòñÿ ïåðèîäîì b  ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è íà ó÷àñòêå { 10 x b≤ ≤ , 

}2 0x =  ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω  îïðåäåëÿþò ïîâåðõíîñòíóþ 

íàãðóçêó. Íà ó÷àñòêàõ { 1 0x = , }20 x H≤ ≤  è { 1x b= , }20 x H≤ ≤  

ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò 

ïåðèîäè÷åñêîìó õàðàêòåðó íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è ÿâëÿþòñÿ 

ñìåøàííûìè îäíîðîäíûìè óñëîâèÿì. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ó÷àñòêå 

{ 10 x b≤ ≤ , }2x H=  ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé íå äîïóñêàþò ïåðåìåùåíèå è 

âðàùåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè êàê öåëîãî è òàêæå ÿâëÿþòñÿ 

ñìåøàííûìè îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè. 
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû ( )1 2,x xρΓ  çîíû êðàåâîãî ýôôåêòà è 

äëèíû ρλ  çàòóõàíèÿ êðàåâîãî  ýôôåêòà ñ òî÷íîñòüþ ρ % 

èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 

( )1 2, xx x
ρ

ρ ρ∈Γ =� ,        (1) 

ãäå 

( )( ) ( )( )1100 / ,0óñò óñòx p xρ σ σ σ= − −� , ( )1 2,x x x ρ= ∈ Γ   (2) 

äëÿ ñëó÷àÿ ïðîäîëüíîãî ñæàòèÿ ñëîèñòîãî êîìïîçèòà è 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1100 ,0mn mN mNx x x
x x p x xρ σ σ σ

∈Ω ∈Ω ∈Ω
= − −�  äëÿ 

mn mNx x= , 

1,m M= , ( )1, 1n N= −        (3) 

äëÿ ñëó÷àÿ ïîïåðå÷íîãî ñæàòèÿ  âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà. 

Â (2) ( )1,óñò x Hσ σ=  – óñòàíîâèâøèåñÿ íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå 

2x H=  ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â íàïðàâëåíèè çàòóõàíèÿ êðàåâîãî 

ýôôåêòà, ( ) ( )1 1,0p x xσ=  – ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà íà ãðàíèöå 2 0x =  

ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω , ( ) ( )22x xσ σ= . Â (3) íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ 

( ) ( ) ( )
22mn

mn mn

x
xσ σ σ

∈Ω
= =  è ( ) ( ) ( )

22mN

mN mN

x
xσ σ σ

∈Ω
= =  ñðàâíèâàþòñÿ ïðè 

îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò â ëîêàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò 

1 2
mn mn mnO x x  è 1 2

mN mN mNO x x , êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè 

âîëîêíàìè. 

Äëèíà çàòóõàíèÿ êðàåâîãî ýôôåêòà ρλ  îïðåäåëÿåòñÿ êàê 

ìàêñèìàëüíàÿ ïðîòÿæåííîñòü çîíû êðàåâîãî ýôôåêòà â íàïðàâëåíèè 

çàòóõàíèÿ êðàåâîãî ýôôåêòà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ 

( )
1 2

2,
max

x x
x

ρ
ρλ

∈Γ
= .         (4) 

3. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëåíèÿ çîíû 

êðàåâîãî ïðè ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì ñæàòèè àðìèðîâàííûõ 

ìàòåðèàëîâ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé óïðóãèõ 

è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîíåíò ìàòåðèàëà: 100à ìE E = , 

0,3à ìν ν= = , ãäå àE , àν  è ìE , ìν – ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëè Þíãà è 

êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà àðìèðóþùèõ êîìïîíåíòîâ è ìàòðèöû, 

0,5àc =  – êîíöåíòðàöèÿ àðìèðóþùèõ êîìïîíåíòîâ. 
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Ðèñóíîê 2 

Íà ðèñ.2, à ïîêàçàíî èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîé ïðîòÿæåííîñòè 

çîíû êðàåâîãî ýôôåêòà ïðè óâåëè÷åíèè ïåðèîäà ïîâåðõíîñòíîé 

íàãðóçêè, êîãäà óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî 'M  íåíàãðóæåííûõ ñëîåâ 

íàïîëíèòåëÿ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà. Êðèâàÿ 1 

ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ ïðîòÿæåííîñòè çîíû êðàåâîãî ýôôåêòà ñ 

òî÷íîñòüþ 1%, êðèâàÿ 2 – 5%, êðèâàÿ 3 – 10%. Â îáùåì ñëó÷àå 

òàêàÿ çàâèñèìîñòü íîñèò íåìîíîòîííûé õàðàêòåð. Ïðè 

ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà íåíàãðóæåííûõ ñëîåâ 

íàïîëíèòåëÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïðîòÿæåííîñòü çîíû êðàåâîãî ýôôåêòà â 

ìàòåðèàëå ïîíèæàåòñÿ ïðè èõ ÷åòíîì êîëè÷åñòâå. Èçìåíåíèå 

ïðîòÿæåííîñòè çîíû êðàåâîãî ýôôåêòà ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà 

íåíàãðóæåííûõ ñëîåâ â ñëó÷àå èõ òîëüêî ÷åòíîãî èëè íå÷åòíîãî 

êîëè÷åñòâà íîñèò ìîíîòîííûé õàðàêòåð. 

Íà ðèñ.2, á ïîêàçàíî èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîé ïðîòÿæåííîñòè 

çîíû êðàåâîãî ýôôåêòà ïðè óâåëè÷åíèè ïåðèîäà ïîâåðõíîñòíîé 

íàãðóçêè, êîãäà óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íåíàãðóæåííûõ 

ïðèïîâåðõíîñòíûõ âîëîêîí. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ 

ïðîòÿæåííîñòè çîíû êðàåâîãî ýôôåêòà ñ òî÷íîñòüþ 1%, êðèâàÿ 2 – 

5%, êðèâàÿ 3 – 10%. Â îáùåì ñëó÷àå óêàçàííûå çàâèñèìîñòè íîñÿò 

íåìîíîòîííûé õàðàêòåð. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè 

êîëè÷åñòâà íåíàãðóæåííûõ ïðèïîâåðõíîñòíûõ âîëîêîí ìàêñèìàëüíàÿ 

ïðîòÿæåííîñòü çîíû êðàåâîãî ýôôåêòà äëÿ ìàòåðèàëà â öåëîì 

ïîíèæàåòñÿ ïðè èõ ÷åòíîì êîëè÷åñòâå, êîãäà ñå÷åíèå 21 bx =  

ðàñïîëàãàåòñÿ â ìàòåðèàëå ìàòðèöû. 

Ïðåäñòàâëåííûå çàâèñèìîñòè èìåþò êà÷åñòâåííûé îäèíàêîâûé 

õàðàêòåð äëÿ ñëó÷àåâ ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ 

àðìèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ, îäíàêî, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ â 

êîëè÷åñòâåííîì âûðàæåíèè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì 
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àíèçîòðîïèè ñëîèñòîãî ìàòåðèàëà â ïëîñêîñòè 21Oxx  ïðè åãî 

ïðîäîëüíîì äåôîðìèðîâàíèè. 

4. Âûâîäû. Êàê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, 

óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ïðîòÿæåííîñòè çîíû 

êðàåâîãî ýôôåêòà â ñëó÷àå ïðîäîëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà 

ñëîèñòîé ñòðóêòóðû ïðåâûøàåò ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå äëÿ 

ìàòåðèàëà âîëîêíèñòîé ñòðóêòóðû ïðè åãî ïîïåðå÷íîì 

äåôîðìèðîâàíèè. Ýòî ïðåâûøåíèå ñîñòàâëÿåò: â 3 ðàçà – ïðè 

òî÷íîñòè 1%, â 3,6 ðàçà – ïðè òî÷íîñòè 5%, â 3,8 ðàçà – ïðè 

òî÷íîñòè 10%. Òàêîå îòëè÷èå õàðàêòåðíî ïðè ñðàâíåíèè 

àíèçîòðîïíûõ è èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðè óâåëè÷åíèè ïåðèîäà b  

ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè äëèíà çàòóõàíèÿ êðàåâîãî ýôôåêòà â 

ñëîèñòîì ìàòåðèàëå ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè íàëè÷èè 

íåíàãðóæåííûõ ñëîåâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ ðàâíîìåðíîé íàãðóçêîé. Ýòî 

ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ àíèçîòðîïèè ñëîèñòîãî ìàòåðèàëà 

â ïëîñêîñòè 21Oxx  íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå ðàññìîòðåíèÿ. 

Àíàëîãè÷íîå èçìåíåíèå â ñëó÷àå ïîïåðå÷íîãî ñæàòèÿ âîëîêíèñòîãî 

ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíûì. Â ñëó÷àå ïîïåðå÷íîãî ñæàòèÿ 

âîëîêíèñòîãî ìàòåðèàëà êîíñòðóêòèâíàÿ àíèçîòðîïèÿ ìàòåðèàëà â 

íàèáîëüøåé ñòåïåíè ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè îäíîì íåíàãðóæåííîì â 

ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âêëþ÷åíèè, êîãäà ïåðèîä íàãðóçêè ðàâåí äâóì 

ïàðàìåòðàì ñòðóêòóðû. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïåðèîäà íàãðóçêè 

ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà. 
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Â äàííîé ñòàòüå â ðàìêàõ ëèíåàðèçèðîâàííîé òåîðèè óïðóãîñòè 

äëÿ òåë ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè [1] èññëåäîâàíî âëèÿíèå 

íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé 

íàãðóçêè íà çíà÷åíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ 

ñëîèñòîãî ñæèìàåìîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.  

§1. Ïðè ðåøåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøåìñÿ 

äâèæåíèè ìíîãîñëîéíîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî 

ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè âîçäåéñòâèè ïîäâèæíîé íàãðóçêè ñ 

èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðåäñòàâëåíèå 

ðåøåíèé çàâèñèò îò êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé 

òðàíñôîðìèðîâàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ 

ïðîèçâîäíûõ øåñòîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå ýëåìåíòîâ 

ìíîãîñëîéíîé ñðåäû. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ 
{ } { } { } { }11 { }22 { }33
1 2 3 0 0 0;s s s s s sS S Sλ λ λ≠ ≠    ≠ ≠      (1) 

ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä 
{ } { }6 { } { }4 { } { }2 { }
0 1 2 3 0; 1, 1.s s s s s s sa a a a s Nη η η− + − =    = +     (2) 

Çäåñü  s  - íîìåð ñëîÿ. Ïîäñòèëàþùåå ïîëóïðîñòðàíñòâî èìååò 

íîìåð 1N + . Â ñëó÷àå, åñëè ìàòåðèàë ñëîÿ - ñæèìàåìûé, òî 

êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå  

( )
( )v

{ } { }2 { }2 { }2 { } 2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2
0 1 1

{ }2 { }2 2 2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 2 { }2 { }2 { }2
2

;

cos

s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s

a c c c a k c c c c c c c c

c d c c c c c c k c c cφ

⎡=       = − + + −⎣
⎤− − + + − +⎦

31 32 33 33 11 32 12 31 31 32 13

32 13 31 32 31 33 32 33 31 32 23

( ) ( ){
( ) ( )v

{ }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { } 4 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2
2 1

{ }2 { }2 { }2 { }2 { }2 2 2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2

;

cos

s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s

c c c c c c d a k c c c c c

c c c c d c c c c c cφ

⎡⎣

⎤+ + −    = + +⎦
⎡+ − − + + + +⎣

33 21 32 22 31 31 23 11 12 33 32 13

12 31 13 12 13 11 32 33 12 31 33
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( ) } ( ){
( ) ( ) ( )

}
v

{ }2 { }2 { }2 { }2 4 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2
2

{ }2 { }2 2 2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2

{ }2

sin

s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s

s

c c c d k c c c c c c c c

c d c c c c c c c c c

d

φ

⎤+ + − + + + −⎦

⎡− − + + + + + −⎣

⎤− ⎦

13 31 32 13 22 21 33 31 23 21 32 23

21 23 32 21 23 31 22 23 33 21 22

23 ( ) ( )
( )
v

2 2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2
1 2

{ }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { } { } { }

4 2 2

2

sin cos

s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s s s s

k k c c c c c c c c c c

c c c c c c d c d c d d d d

cφ φ

⎡+ + + + +⎣

+ + − − − + +

+

11 22 33 32 23 21 12 33 32 13

31 12 23 22 13 11 23 22 13 33 12 12 13 23

( )
( ) ( )v v

{ }2 { }2 { }2 { } 6 { }2 { }2 { }2
3 1

2 2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 4 4 { }2 { }2 { }2

;

cos cos

s s s s s s s

s s s s s s s s s

c c a k c c c

c c c c c c c c cφ φ

⎤ ⎡+ +     = − −⎣⎦
⎤− + + + + + −⎦

31 32 33 11 12 13

11 12 11 13 12 13 11 12 13

 (3) 

( ) ( )
( ){

v v

v

6 4 4 { }2 { }2 { }2 2 2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2
2

{ }2 { }2 { }2 4 2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2
1 2

2

sin sin

cos

s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s s s

k c c c c c c c c c

c c c k k c c c c c c c c c d

φ φ⎡− + + − + + +⎣

⎤+ − + + − −⎦

−

21 22 23 21 22 21 23 22 23

21 22 23 11 12 23 22 13 21 12 13 13 12

( ) ( ) ( ) }
( ) v

2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2

2 4 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 { }2 6 2 4
1 2 cos sin ;

s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s

c c c c c c c c c d

k k c c c c c c c c c d

φ

φ φ

⎡ ⎤+ + + + + − −⎣ ⎦

⎡ ⎤− + + − −⎣ ⎦

11 22 23 12 21 23 13 21 22 12

22 11 23 21 13 21 12 23 23 12

 

ãäå 
{ } { }2 { } { } { } { } { }; ;s s s s s s s

ijc dρ ω ρ ω ω=    = +� � � � �ij ijji 1122 2121  1 2,k k    - ïàðàìåòðû äâîéíîãî 

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, v  - ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé 

íàãðóçêè, φ  - óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ íàãðóçêè 

ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ (íàãðóçêà äâèæåòñÿ 

ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ),  { }sρ�  -  ïëîòíîñòü 

ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà ìíîãîñëîéíîé ñðåäû â åñòåñòâåííîì 

ñîñòîÿíèè. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ω�  äëÿ 

ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ òåîðèé êîíå÷íûõ è ìàëûõ íà÷àëüíûõ 

äåôîðìàöèé  ïðèâåäåíû â  [1]. 

Òàê êàê óðàâíåíèÿ (2) – áèêóáè÷åñêèå àëãåáðàè÷åñêèå 

óðàâíåíèÿ, òî èõ ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì. 

Ïðèâåäåì  óðàâíåíèÿ (2)  çàìåíîé  
{ }

{ }2 { }2 1
{ }
03

s
s s

s

a

a
η μ= −          (4) 

ê âèäó  
{ }6 { } { }2 { } 0,s s s sp qμ μ+ + =         (5) 

ãäå 
{ }{ }2 { } { }3 { } { }

{ } { } 31 2 1 1 2
{ }2 { } { }3 { }2 { }
0 0 0 0 0

2
; .

3 27 3

ss s s s s
s s

s s s s s

aa a a a a
p q

a a a a a
= − +    = − +  
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Â ñëó÷àå, åñëè äèñêðèìèíàíò 
{ }2 { }3

{ } 0
4 27

s s
s q p

Δ = + = , óðàâíåíèÿ (5) 

ïðè { } { }0, 0s sp q≠    ≠  èìåþò îäèí ïðîñòîé è îäèí äâóêðàòíûé êîðåíü 
{ } { }

{ }2 { }2
1 2,3{ } { }

3 3
;

2

s s
s s

s s

q q

p p
μ μ=      = − .       (6) 

Åñëè { } 0sΔ ≠ , òî óðàâíåíèå (5) èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Ïðè 
{ } 0sΔ >  óðàâíåíèÿ (6) èìåþò îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü è äâà 

êîìïëåêñíûõ 

v vv
{ } { } { } { }

{ }2 { } { } { }2 0 0 0 0
1 0 0 2,3

( ) 3
; .

2 2

s s s s
s s s s u u

u iμ μ + −
= +     = − ±    (7) 

Çäåñü 

v
{ } { }

{ } [ } { }3
0 0 { }

0

; ;
2 3

s s
s s s

s

q p
u

u
= − + Δ     = −  

Ïðè { } 0sΔ <  âñå òðè êîðíÿ óðàâíåíèÿ (5) áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè 

è ðàçëè÷íûìè 
{ } { }

{ }2 { } { }2 { }3 3
1 2

{ }
{ }2 { }3
3

2
2 cos ; 2 cos ;

3 3

4
2 cos .

3

s s
s s s s

s
s s

r r

r

φ φ πμ μ

φ πμ

+
=    =

+
=

   (8) 

Çäåñü 

{ } { }
{ } { }3

{ }
; cos

3 2

s s
s s

s

p q
r

r
φ= −     = − . 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè { } 0sΔ =  â ñëó÷àå ,åñëè { } 0sp ≠  è { } 0sq ≠  è 

èìåþò ðàçíûå çíàêè, óðàâíåíèå (2) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ 

äâóõêðàòíûõ êîðíÿ è äâà ÷èñòî ìíèìûõ. Åñëè { } 0sp ≠  è { } 0sq ≠  è 

èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, óðàâíåíèå (2) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ  

êîðíÿ è äâà äâóõêðàòíûõ ÷èñòî ìíèìûõ.  

Ïðè { } 0sΔ > , åñëè { }2
1 0sμ >  óðàâíåíèå (2) èìååò äâà 

äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ è ÷åòûðå êîìïëåêñíûõ, åñëè { }2
1 0sμ <  - øåñòü 

êîìïëåêñíûõ. 

Ïðè { } 0sΔ <  óðàâíåíèå (2) èìååò øåñòü ðàçëè÷íûõ êîðíåé. 

Äåéñòâèòåëüíûå êîðíè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîëîæèòåëüíûì 

çíà÷åíèÿì êîðíåé óðàâíåíèÿ (5) è îïðåäåëÿòüñÿ çíàêîì 

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè â âûðàæåíèÿõ (8).  
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§2. Òàê êàê âûðàæåíèÿ (3) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (2) - 

äîâîëüíî ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ, àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êîðíåé 

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëîæíûì.  

×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà 

ñ ãàðìîíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì 

2
1 2

1

2
s sλ μΦ = + , 

ãäå λ , μ  - ïîñòîÿííûå Ëàìå. Âåëè÷èíû 1s  è 2s  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 

ïåðâûé è âòîðîé èíâàðèàíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé ëèíåéíîé òåîðèè 

óïðóãîñòè, îòíåñåííûå ê ãëàâíûì îñÿì 

1 1 2 3

2 2 2
2 1 2 3

( 1) ( 1) ( 1);

( 1) ( 1) ( 1) .

s

s

λ λ λ

λ λ λ

= − + − + −

= − + − + −
 

Äëÿ òåîðèè êîíå÷íûõ (áîëüøèõ) íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé è 

ïåðâîãî âàðèàíòà ìàëûõ íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé âûðàæåíèÿ äëÿ 

îïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà  ω�  ïðè óñëîâèè (1) èìåþò âèä 

( ) ( ) ( )1 2 3
1111 2222 3333

2 3 1 3 1 2

1122 2211 1133 3311 2233 3322

3 2 1

1 2 3 3 1212
1212 2121 1313 3131

3 1 2 2

2

2 2 2
; ; ;

; ; ;

2 ( 3)
; ;

( )

λ λ μ λ λ μ λ λ μ
ω ω ω

λ λ λ λ λ λ
λ λ λω ω ω ω ω ω
λ λ λ

μ λ λ λ λ λ ωω ω ω ω
λ λ λ λ

ω

+ + +
=    =    =

= =    = =     = =      

− + + −
= =    = =    

+

� � �

� � � � � �

�� � � �

� ( ) ( ) ( )

( )
( )

[ ] ( )

1 1 2 33 1212
323 3232 1221

1 2 3 1 2

2
1 3 1 2 2 1 2 32 1221

2112 31132
1 1 2 1 2

3 1 2 1 1 2 3 1 2 3
1331

2 3 1 2

2 1 2
; ;

( )

2 ( 1) ( 3)
; ;

2 ( )( 1) ( 3)

(

λ μ λ λ λ λ λλ ωω ω
λ λ λ λ λ

μ λ λ λ λ λλ λ λ λλ ωω ω
λ λ λ λ λ

μ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ
ω

λ λ λ λ

⎡ ⎤+ + − + −⎣ ⎦= =    =
+

⎡ ⎤+ − + + + + −⎣ ⎦=    =
+

+ + − − + + − + −
=

+

�� �

�� �

�

[ ] ( )

[ ]

3 1 2 2 1 2 3 3 1 2
2332

1 3 1 2

1 2 3 1 1 1 2 3
3223

1 2 1 2

;
)

2 ( )( 1) ( 3)
;

( )

2 ( ) ( 3)
.

( )

μ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ
ω

λ λ λ λ

μ λ λ λ λ λλ λ λ λ
ω

λ λ λ λ

+ + − − + + − − −
=

+

+ − + + + −
=

+

�

�
 

Ó÷òåì, ÷òî 
2

1 2

μνλ
ν

=
−

, ãäå ν  - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, è 

ïðîíîðìèðóåì âñå âåëè÷èíû ïî âåëè÷èíå /μ ρ . ×èñëåííûå ðàñ÷åòû 

ïðîâîäèëèñü äëÿ 0,3ν = . Íà÷àëüíûå óäëèíåíèÿ ìåíÿëèñü â 
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äèàïàçîíå îò 0,8 äî 1,2. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ áûëà îöåíêà âîçìîæíûõ 

çíà÷åíèé êîðíåé óðàâíåíèÿ (2) è âëèÿíèå íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé è 

ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè íà çíà÷åíèÿ êîðíåé 

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2) è ñîîòâåòñòâåííî íà âûáîð 

ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è.  

Ïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè { }sΔ , ïðè 

ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ( ) v{ } 1,2,3 ,s
i iλ =   è φ  èìååò âèä, 

ïîêàçàííûé íà ðèñ.1. Ïðè÷åì ôîðìà ïîâåðõíîñòè íå èçìåíÿåòñÿ â 

äèàïàçîíå { }0.8 1.2s
iλ≤ ≤ , v2 { }2

110 sc≤ ≤ , 0 2φ π≤ ≤ . Àíàëèç ÷èñëåííûõ 

çíà÷åíèé { }sΔ  ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (2) 

ïðèíèìàåò â óêàçàííîé îáëàñòè èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ 

íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ( ){ } 0sΔ ≥ . 

 
Ðèñóíîê 1 

Íà ðèñ. 2 è 3 ïðîèëëþñòðèðîâàíî âëèÿíèå ñêîðîñòè è 

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íàãðóçêè íà çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòà 

óðàâíåíèÿ (2). Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ, 

ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íàãðóçêè è íàïðàâëåíèå åå äâèæåíèÿ ñóùåñòâåííî 

âëèÿþò íà çíà÷åíèå ôóíêöèè { }sΔ . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîé 

ñêîðîñòè  íàãðóçêè âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé óìåíüøàåòñÿ. Îò 

íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íàãðóçêè çàâèñèò ðàñïîëîæåíèå îáëàñòè 

íàèìåíüøåãî âëèÿíèÿ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé. 
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Ðèñóíîê 2 

 
Ðèñóíîê 3 
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ÓÄÊ 517.5 

Å.Â. Äåðåö  

Î ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ 

ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ ÍÀ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ 

ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 

 
Ââåäåíèå. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé òåîðèè ïðèáëèæåíèé ÿâëÿåòñÿ 

èçó÷åíèå ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ. Íàèáîëåå 

ðàñïðîñòðàíåííûìè â ïðèëîæåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå 

ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå ïðèáëèæåííî íàõîäèòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà â 

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè: 

1

( ) ( )
b n

k k
ka

f x dx c f x
=

≈ ∑∫ . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f  ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó 

êëàññó ôóíêöèé. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à òåîðèè êâàäðàòóð ñîñòîèò â 

îòûñêàíèè íàèëó÷øåé äëÿ çàäàííîãî êëàññà ôóíêöèé êâàäðàòóðíîé 

ôîðìóëû è âû÷èñëåíèè å¸ ïîãðåøíîñòè. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà 

ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è òåîðèè êâàäðàòóð è ïåðâûå  îñíîâîïîëàãàþùèå 

ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò Ñ.Ì. Íèêîëüñêîìó è À.Í. Êîëìîãîðîâó. 

Ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé ïîñâÿùåíî 

áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [1]-[4] è áèáëèîãðàôèþ ê 

íèì). 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû ôóíêöèé 1
rW Hω  

( 1,2,...)r = , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìíîæåñòâî 2π -ïåðèîäè÷åñêèõ 

ôóíêöèé ( )f t , ó êîòîðûõ ( 1)r − -ÿ ïðîèçâîäíàÿ ( 1) ( )rf t−  ëîêàëüíî 

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà âñåé îñè è ( )
1( )rf t Hω∈ , 1Hω - ìíîæåñòâî 2π–

ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé ( )f t  òàêèõ, ÷òî 

( ) ( )2

1 0
, sup ( ) ( )

h t
f t f x h f x dx t

πω ω
≤

= + − ≤∫ , ω(t) – çàäàííûé ìîäóëü 

íåïðåðûâíîñòè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû âèäà  

)x,c,f(R)x(fcdx)x(f nnn

2

0

n

1k
kk

GG
+=∫ ∑

π

= ,      (1) 

                                                 
  © Äåðåö Å.Â., 2009 
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ãäå { }
1

n

n k k
c c

=
=

G
, kc R∈  - êîýôôèöèåíòû, { }

1

n

n k k
x x

=
=

G
, [ )0, 2kx π∈  - óçëû 

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (1). Ïîãðåøíîñòüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (1) 

íà êëàññå Ω  íàçûâàþò âåëè÷èíó 

( ) ( ), , , ,supn n n n n n
f

R c x R f c x
∈Ω

Ω =
G G G G

. 

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñ óçëàìè *
nc
G

 è êîýôôèöèåíòàìè *
nx
G

 

íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé íà êëàññå Ω , åñëè 

( ) ( ) ( )* *

,

, , , ,inf
n n

n n n n n n n
c x

R R c x R c xΩ = Ω = Ω
G G

G G G G
. 

Äëÿ 1,3,5,...r = , 1,2,...n =  è ëþáîãî âûïóêëîãî ââåðõ ìîäóëÿ 

íåïðåðûâíîñòè ( )tω  â [ ]5  íàéäåíà ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû 

ïðÿìîóãîëüíèêîâ 
{ } { }( )n

k2
n

2
1

r
n ,,HWR ππω

 è äîêàçàíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ 

íàèëó÷øåé äëÿ êëàññà 1
1W Hω . Â [ ]6 , [ ]7  äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ( )tω  

äîêàçàíî, ÷òî íàèëó÷øåé äëÿ êëàññîâ 2
1W Hω  è 3

1W Hω  ÿâëÿåòñÿ 

ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ,...8,6,4r = , 1,2,...n =  è âûïóêëîãî ââåðõ 

ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè )t(ω  íàéäåíà ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû 

ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà êëàññå 1
rW Hω . 

Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. 

Ëåììà 1. Ïóñòü  0 /h nπ< < , 1/ ... /kn t t n hπ π− < < < < − . Òîãäà 

äëÿ ëþáîé ÷åòíîé 2 /nπ -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè 1f L∈  ñïðàâåäëèâû 

íåðàâåíñòâà 

∫ ∫
π

−π

ω≤+−
h

0

n/

hn/
1n4

1 )h2,f(dt)t(fdt)t(f
       (2) 

∫ ∫ ∫∫∑
π

−π

π

−π

+

=
−−+−+ω≤+−

h

0

n/

hn/

n/

hn/

k
h2t

t

k

1i

i
1n4

1 dt)t(f))1(1(dt)t(f)1()h2,f(dt)t(fdt)t(f
i

i (3) 
2/

11
4 1

10 / 0

( ) ( ) ( ,2 ) 2 ( ) ( 1) ( )
i

i

t hnh h k
i

n
in h t

f t dt f t dt f h f t dt f t dt
π

π

ω
+

+

=−

− + ≤ − + − +∑∫ ∫ ∫ ∫  

/
1

/

(1 ( 1) ) ( )
n

k

n h

f t dt
π

π

+

−

+ − − ∫         (4) 

Ëåììà 1 ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ëåììû 1 â [ ]5 . 
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Ïðè êàæäîì 1,2,...n = , 1,2,...r =  îáîçíà÷èì 

[ ]( 1) /2 1

, ( ) ( 1) ( )r

n r rg t D nt+ += − , ãäå [ ]...  - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, 

1

( ) cos( /2)r
r

m

D t m mt rπ
∞

−

=
= −∑  - ôóíêöèÿ Áåðíóëëè. 

Ëåììà 2. Ïóñòü ...,2,1n =  ,  ...,7,5,3r =  . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå 

íåðàâåíñòâà 

( ), , ,( ) ( )n r n r n rg a g b g a b− ≤ −  äëÿ ëþáûõ , 0,a b
n

π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
, òàêèõ ÷òî 

2
a b

n

π
− ≤           (5) 

)tn/(g
2
1)tn/(g)t(g0 r,nr,nr,n −π≤−π−≤

  äëÿ âñåõ 0,
2

t
n

π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

5,7,9,...r =          (6) 

,3 ,3 ,3

1
0 ( ) ( / ) ( / )

2n n ng t g n t g n tπ π≤ − − ≤ −  äëÿ âñåõ ,
2 2

t
n

ς π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
, (7) 

ãäå ( )0, /(2 )nς π∈  - íóëü ôóíêöèè 4( )D nt . 

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî 1
, , ,( ) ( / ) 2 (2 ) 0r

n r n r n rg t g n t g tπ −− − = ≥  

äëÿ âñåõ [ ]0, /(2 )t nπ∈ , îòêóäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâà 

ôóíêöèé Áåðíóëëè (ñì., íàïðèìåð, [8, ñòð. 59-60]), ïîëó÷àåì (5). 

Äàëåå, êàê ïîêàçàíî â [9], ïðè ëþáîì 1,2,...s =  

( )1
0

( ) 2 2
4

s
s sD t tμ μ

μ

π ϕ
∞

−
−

=
= ∑ , ãäå ( )s tϕ  - s -é ïåðèîäè÷åñêèé èíòåãðàë, â 

ñðåäíåì ðàâíûé 0 íà ïåðèîäå, îò ôóíêöèè 0( ) sgn sint tϕ = , à òîãäà  

[ ] ( )( 1) /2 1

, , 1 1
1

3 1 5 1
( ) ( 1) ( ) 2

2 4 2 2 2
r

n r n r r rr
g t g t nt nt

n
μ

μ
μ

π π ϕ ϕ
∞

+ +
− −

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = − − + ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

[ ] ( )( 1) /2 1

1 1
1

1 5 1
( 1) ( ) 2 0

4 2 2 2
r

r rr
nt ntμ

μ
μ

π ϕ ϕ
∞

+ +
− −

=

⎛ ⎞≤ − − + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ïðè ëþáîì ...,2,1n = , 

0,
2

t
n

π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
, 5,7,9,...r = . Íåðàâåíñòâî (7) ìîæåò áûòü äîêàçàíî 

íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. 
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. 

Òåîðåìà. Ïóñòü 1,2,...n = , 4,6,8,...r = . Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî 

ââåðõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ( )tω  

{ } { }( )2 2
1

0

2
, , (2 ) ( )r k

n nn rr
R W H t D nt dt

n

ξ
ω π π ω′= ∫ , 
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ãäå [ ]0, /nξ π∈  - íóëü ôóíêöèè Áåðíóëëè ( )rD nt . 

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1.2.1 [10, ñòð.19],  

{ } { }( )
1,

2 2
1 , , 2 sup (0)

r
n

r k
n nn

f W H

R W H f
ω

ω π π π
∈

= , ãäå 1,
r

nW Hω - ìíîæåñòâî n/2π -

ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé 1( ) rf x W Hω∈  ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 0 íà 

ïåðèîäå. Ïóñòü ( , )f xω  - n/2π -ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, 

îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì 
1

2 (2 ), (0, ],
( , )

0, ( , / ]
n x åñëè x

f x
åñëè x n

ω ξ
ω

ξ π
′− ∈⎧

= ⎨
∈⎩

 

Ïîñêîëüêó 1( , )f x Hωω ∈ , ñïðàâåäëèâà îöåíêà 

1, 1,

2 2

, ,
0 0

0

2 2
2 sup (0) sup ( ) ( ) ( , ) ( )

2
(2 ) ( )

r
n n

n r n rr r
f W H f H

rr

f f t g t dt f t g t dt
n n

t D nt dt
n

ω ω

π π

ξ

π ω

ω

∈ ∈

= ≥ =

′=

∫ ∫

∫
 

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê 

äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà 
2 2

, ,
0 0

( ) ( ) ( , ) ( )n r n rf t g t dt f t g t dt
π π

ω≤∫ ∫       (8) 

äëÿ ëþáîé 2 /nπ -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè 1( )f t Hω∈ . Ðàññóæäàÿ 

àíàëîãè÷íî [11, ëåììà 2], ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 
2

, , 1
0 0

( ) ( ) 2 ( ) ( )n r n r n
f t g t dt n g t F t F t dt

ξπ π
−

⎛ ⎞⎛ ⎞≤ + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫  

( ) ( ) ( )
/

, 1 , 1 , 12 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
n

n r n r n r
H n

n g t g t L t F t dt n g t F t F t dt
π ξ

ξ

π −

− − − ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − ⋅ − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫

            (9) 

ãäå 
0

( ) ( )
t

F t f dτ τ= −∫ , *
0 /

( ) sup (( ) ( ) ( ) ( )) /( ),
x t z n

F t z t F x t x F z z x
π≤ ≤ ≤ ≤

= − + − −  

( ) ( )* *( ) 2 /(2 ) ((2 ) / ) /(2 )L t F n n F n tπ π π= − ,

{ }[ / , / ] : ( ) ( ) 0H t n n L t F tπ ξ π= ∈ − − > . 

Â ñëó÷àå, êîãäà /n Hπ ξ− ∉ , äîêàçàòåëüñòâî (8) àíàëîãè÷íî 

[11]. Ïóñòü /n Hπ ξ− ∈ . Âîçìîæíû 3 ñëó÷àÿ 

(0, / ) : ( ) ( ) 0d n L t F tπ ξ∃ ∈ − − >  ïðè ( , / )t d nπ∈  è ( ) ( )F d L d= . 

[ /(2 ), / ), ( / , / ) : ( ) ( ) ( ) ( ) 0n n n n F L F Lα π π ξ β π ξ π α α β β∃ ∈ − ∈ − − = − =
è ( ) ( ) 0L t F t− >  äëÿ âñåõ ( , )t α β∈ . 
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[0, /(2 )), ( / , / ) :n n nα π β π ξ π∃ ∈ ∈ − ( ) ( ), ( ) ( )F F F Fα α β β∗ ∗= = ,

( , )t α β∀ ∈  ( ) ( )F t F t∗< . 

Â ñëó÷àå (I) (8) ñëåäóåò èç (9) è (3) (ïîëàãàåì 1k = , h t= , 

1t d= ). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (II) èëè (III). Ïðåäñòàâèì 

ìíîæåñòâî ( ), /H nβ π∩  â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíîé 

ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ ( , )i i
i J

α β
∈
∪ , è ïðè 

êàæäîì [ ]0,t ξ∈  îöåíèì ñâåðõó ( ) ( / )F t F n tπ+ −  ñ ïîìîùüþ ëåììû 1, 

âêëþ÷àÿ â ñîâîêóïíîñòü ïðîìåæóòêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ [ ], 2i i tα α +  è 

[ ]2 ,i itβ β− , åñëè 2i i tβ α− ≥ ; [ ], 2i i tα α + , åñëè / ( ) /2i i in tα π α β< − ≤ + ; 

[ ]2 / 2 ,2 /i in t nπ β π β− − − , åñëè ( ) /2 /i i in tα β π β+ < − < ; [ ], 2tα α +  è 

[ ]2 ,tβ β− , åñëè 2tβ α− ≥ ; [ ],2tα α− − , åñëè { }min ,( ) /2tα ξ α β< ≤ +  è 

ëèáî 2 ( , / )t nα ξ π ξ− ∉ − , ëèáî (2 ) (2 ) 2 ( ) 2 ( )F t F t F t F tα α∗ ∗− − − < − ; 

[ ], 2tα α +  åñëè / ( ) /2n tπ α β− ≤ + ; [ ]2 / 2 ,2 /n t nπ β π β− − − , åñëè 

( ) /2 /n tα β π β+ < − <  è ëèáî (2 / 2 ) 2 ( / ),n t n tη π β η π− − < −  ëèáî 

2 / 2 ( , / )n t nπ β ξ π ξ− − ∉ − , ãäå ( ) ( ) ( )t L t F tη = − . Ïðè ýòîì åñëè ïðè 

íåêîòîðîì t  íå áûëî âûáðàíî íè îäíîãî ïðîìåæóòêà, òî äëÿ òàêèõ t  

ïðèìåíÿåì (2), åñëè âûáðàí ïðîìåæóòîê [ ],2tα α− − , òî ïðèìåíÿåì 

(4), åñëè æå íè îäèí èç âûáðàííûõ ïðîìåæóòêîâ íå ñîäåðæèò íóëÿ, 

òî èñïîëüçóåì îöåíêó (3). Â ñëó÷àå (II), ïðèìåíÿÿ (5), ïîñëå 

ïðåîáðàçîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ [11], ïîëó÷àåì 

(
( / ) /22

, , 1 , 1
0 0 ( ) /2

( ) ( ) (2 ) ( ) 2 2 ( / ) ( )
n

n r r n r n rf t g t dt t D nt dt n g n t g t
ξ π ξ βπ

α β

ω π
− +

− −
+

′≤ + − − −∫ ∫ ∫

), 1 , 1

1
2 ( ) 4 (2 ) min (2 ), ( )

2n r n rg t g t t t dtβ β η β η− −

⎧ ⎫− − − − ⋅ −⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

Â ñèëó ëåììû 2 ïðè ëþáîì [ ]( ) /2,( / ) /2t nα β π ξ β∈ + − +  

, 1 , 1 , 1 , 1 , 12 ( / ) ( ) 2 ( ) 4 (2 ) 2 ( )n r n r n r n r n rg n t g t g t g t g tπ β β− − − − −− − − − − − ≤ −  

, 1 , 12 (2 ) 2 ( ) 0n r n rg t g tβ β− −− − − − ≤ , îòêóäà ñëåäóåò (8). 

Â ñëó÷àå (III) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (8) èíòåãðàëû ïî 

ïðîìåæóòêàì, íå èìåþùèì îáùèõ òî÷åê ñ ( ),α β , ïðåîáðàçóåì 

àíàëîãè÷íî [11], ïðèìåíÿÿ ïðè ýòîì (5), à îñòàëüíûå èíòåãðàëû 

îöåíèâàåì ñ ïîìîùüþ (5) è ëåììû 2.  
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Âûâîäû 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíà ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû 

ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà êëàññå 1
rW Hω ïðè 4,6,8,...r =  è ëþáîì âûïóêëîì 

ìîäóëå íåïðåðûâíîñòè ( )tω . Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü 

èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è òåîðèè êâàäðàòóð 

íà êëàññàõ 1
rW Hω . 
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ÓÄÊ 51:612.846 

Í.Ã. Êèðèëàõà  

ÄÎ ÏÈÒÀÍÍß ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ¯ ÌÎÄÅË² Ä²¯ 

ÎÊÎÐÓÕÎÂÈÕ Ì’ßÇ²Â 

 
Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ïîð³âíÿíî íåäàâíî ïî÷àëî 

çàñòîñîâóâàòèñü â îôòàëüìîëîã³¿. Îäí³ºþ ç ïðîáëåì òóò çàëèøàºòüñÿ 

ðîçðîáêà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ä³¿ îêîðóõîâèõ ì’ÿç³â. ² òðóäíîù³, ç 

ÿêèìè ñòèêàºòüñÿ äîñë³äíèê îáóìîâëåí³ íå ò³ëüêè âèíÿòêîâîþ 

ñêëàäí³ñòþ ñàìîãî îêîðóõîâîãî àïàðàòó, àëå ³ ð³çíîìàí³òí³ñòþ ö³ëåé, 

ç ÿêèìè òàê³ ìîäåë³ ñòâîðþþòüñÿ. Äëÿ ïðàêòèêóþ÷îãî îôòàëüìîëîãà, 

ÿêèé çàéìàºòüñÿ õ³ðóðã³÷íèì ë³êóâàííÿì áàãàòüîõ ôîðì êîñîîêîñò³, 

òàêà ìîäåëü íåîáõ³äíà äëÿ ïðàâèëüíîãî ðîçóì³ííÿ ôóíêö³îíóâàííÿ 

ì’ÿç³â, ¿õ ðîë³ ïðè óòâîðåíí³ òèõ àáî ³íøèõ ñèíäðîì³â òà ïàòàëîã³é 

çîðó.  

Îäí³ºþ ³ç ñïðîá ïîáóäóâàòè òàêó ìîäåëü º ðîáîòè [1]-[2]. Ï³äõ³ä, 

âèêëàäåíèé â öèõ ðîáîòàõ, õî÷à ³ äîçâîëÿº îòðèìàòè äîñèòü 

àäåêâàòíå ÿê³ñíå ³ ê³ëüê³ñíå óÿâëåííÿ ïðî çì³íó ìîìåíò³â ñèë òÿãè 

ì’ÿç³â â³äíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé ïðè îáåðòàííÿõ îêà, ìàº ïåâí³ 

íåäîë³êè. Çîêðåìà, íå âêàçàíî äæåðåëî ðóõó, ì’ÿçè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê 

ïàñèâí³ îá’ºêòè, ÿê³ îáåðòàþòüñÿ ðàçîì ç îêîì. Íå âêàçàíî, ÿê 

â³äáóâàºòüñÿ âèíèêíåííÿ ìîìåíòó îáåðòàííÿ ³ ÿê çàäàºòüñÿ íàïðÿì 

öüîãî îáåðòàííÿ.  

Â äàí³é ðîáîò³ ðîáèòüñÿ ñïðîáà ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü  

ìåõàí³çìó ä³¿ îêîðóõîâèõ ì’ÿç³â ïðè îáåðòàííÿõ îêà.  

Î÷íå ÿáëóêî ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê ñôåðà ç ïåâíèì ðàä³óñîì r . 

Ââåäåíî äî ðîçãëÿäó òðèâèì³ðíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò OXYZ , 

òàêèì ÷èíîì, ùî òî÷êà O  çá³ãàºòüñÿ ç öåíòðîì îêà, â³ñü OY  
ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó ðîã³âêè îêà, â³ñü OZ  ïðîõîäèòü ÷åðåç 

âåðøèíó îêà. Ïðè îáåðòàííÿõ îêà öÿ ñèñòåìà çàëèøàºòüñÿ 

íåðóõîìîþ.   

Ðîçãëÿäàþòüñÿ îñíîâí³ ãðóïè îêîðóõîâèõ ì’ÿç³â: ãîðèçîíòàëüí³ 

ïðÿì³ ì’ÿçè MRM òà MRL; âåðòèêàëüí³ ïðÿì³ ì’ÿçè MRS òà MRI; 

êîñ³ ì’ÿçè: äâà âåðõí³õ êîñèõ – MOS òà äâà íèæí³õ êîñèõ – MOI. 

Ì’ÿçè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ïîëîñêè, ùî ìàþòü ïåâíó çîíó ïðèêð³ïëåííÿ 

                                                 
  © Êèðèëàõà Í.Ã., 2009 
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äî î÷íîãî ÿáëóêà. Ì³ñöå ïðèêð³ïëåííÿ êîæíîãî ì’ÿçà ïðåäñòàâëåíî ó 

âèãëÿä³ òðüîõ òî÷îê íà ïîâåðõí³ î÷íîãî ÿáëóêà, à ñàì³ ì’ÿçè – ÿê 

òð³éêà âåêòîð³â, ùî âèõîäÿòü ³ç öèõ òî÷îê ï³ä ïåâíèìè êóòàìè äî 

êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí.  

Äëÿ ãðóïè MRM òà MRL íàïðÿìîê òÿãè ì’ÿçà ³äå ïî äîòè÷í³é 

äî ïîâåðõí³ î÷íîãî ÿáëóêà â òî÷ö³ ïðèêð³ïëåííÿ, â ãîðèçîíòàëüí³é 

ïëîùèí³; äëÿ ãðóïè MRS òà MRI ïðèéíÿòî, ùî íàïðÿìîê òÿãè ì’ÿçà 

³äå ïî äîòè÷í³é ó òî÷ö³ ïðèêð³ïëåííÿ ³ ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³, ùî 

ïðîõîäèòü ï³ä êóòîì 23º äî êîîðäèíàòíî¿ ïëîùèíè OYZ íàçàä ³ 

ìåä³àëüíî (ó íåãàòèâíîìó íàïðÿìêó îñåé OX ³ OY); äëÿ òî÷îê 

ïðèêð³ïëåííÿ êîñèõ ì’ÿç³â (MOS ³ MOI)  ïðèéìàºìî, ùî íàïðÿìîê 

òÿãè ì’ÿçà ³äå ïî äîòè÷í³é ó òî÷ö³ ïðèêð³ïëåííÿ ³ ó âåðòèêàëüí³é 

ïëîùèí³, ùî ìàº ç ïëîùèíîþ OYZ êóò 51º, óïåðåä ³ ìåä³àëüíî (ïî îñ³ 

OX ó íåãàòèâíîìó íàïðÿìêó, à ïî îñ³ OY – ó ïîçèòèâíîìó íàïðÿìêó) 

[1]. Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå âåêòîðè ñèë òÿãè â ïåðâèíí³é ïîçèö³¿ 

ïîãëÿäó ïîáóäîâàíî ó âèãëÿä³ âåêòîðíîãî äîáóòêó: 

i i
i i

i i

N r
F K

N r

×
= ± ⋅

×
,        (1) 

äå ( , , )i i ir x y z  - ðàä³óñ-âåêòîð òî÷êè ïðèêð³ïëåííÿ i − ãî ì’ÿçà, 

( , , )i i iN A B C  - êîîðäèíàòè íîðìàëüíîãî âåêòîðà ïåâíî¿ ïëîùèíè. À 

ñàìå: äëÿ òî÷îê ïðèêð³ïëåííÿ  ì’ÿç³â MRM òà MRL íåîáõ³äíî 

ïðèéíÿòè 0,    0,     1A B C= = = ; äëÿ òî÷îê ïðèêð³ïëåííÿ ì’ÿç³â MRS 

òà MRI –  cos23 ,    sin23 ,     0A B C= = − =D D ; à äëÿ òî÷îê 

ïðèêð³ïëåííÿ ì’ÿç³â MOS òà MOI ç óìîâ âèïëèâàº, ùî 

cos51 ,    sin51 ,     0A B C= = =D D .  Çíàê â (1) îáèðàºìî òàêèé, ùîá 

â³í çàáåçïå÷óâàâ ïðàâèëüíèé íàïðÿì âåêòîðà òÿãè – çîâí³ â³ä 

ïîâåðõí³ î÷íîãî ÿáëóêà. iK  – äîâ³ëüíèé ïîçèòèâíèé ìíîæíèê, ÿêèé 

óâåäåíî äëÿ òîãî, ùîá óïðàâëÿòè äîâæèíîþ âåêòîðà (òîáòî çì³íþâàòè 

àáñîëþòíå çíà÷åííÿ ñèëè).  

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî îïèñàíó âèùå ñèñòåìó âåêòîð³â. Ìîäåëü 

ïðåäñòàâëåíî çà äîïîìîãîþ ãðàô³÷íèõ ìîæëèâîñòåé MathCad.  

Ä³ÿ îêîðóõîâèõ ì’ÿç³â âèçíà÷àºòüñÿ âåëè÷èíîþ âàæåë³â ì’ÿç³â ³ 

ñèëîþ òÿãè êîæíîãî ì’ÿçó (äîâæèíîþ âåêòîðà òÿãè), òîáòî, 

ïàðàìåòðîì iK .  
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Ðèñóíîê 1 - Ñôåðè÷íå ÿáëóêî òà âåêòîðè ñèë òÿãè â ïåðâèíí³é ïîçèö³¿ 

ïîãëÿäó 

Ìîìåíò îáåðòàííÿ, ÿêèé ñòâîðþºòüñÿ êîæíèì âåêòîðîì, 

âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ  

i i iMt F r= ×
G G G

,         (2) 

äå iF
K
 – âåêòîð òÿãè, ir  – ïëå÷å öüîãî âåêòîðó â³äíîñíî öåíòðó 

îáåðòàííÿ. 

Àáî, ç âèêîðèñòàííÿì (1) ³ç (2) ìàºìî: 

( )i
i i i i i i

i i

K
Mt F r N r r

N r
= × = ± × ×

×

G G G
,      (3) 

òîáòî, âåêòîð iMt  áóäå êîìïëàíàðíèì äî ïàðè âåêòîð³â iN  òà ir  (äèâ. 

ðèñ.3).  

 Ñóìà ìîìåíò³â óñ³õ 24 âåêòîð³â ñèë òÿãè ì’ÿç³â ³ áóäå 

âèçíà÷àòè ìîìåíò, ÿêèé îáåðòàº îêî. Çíà÷èòü, óìîâà óòðèìàííÿ îêà â 

ñòàí³ ð³âíîâàãè çàïèøåòüñÿ ÿê:  

1

0
n

i
i

Mt
=

=∑ .          (4) 

(4) º ð³âíÿííÿì ç 24-ìà íåâ³äîìèìè iK  – âàæåëÿìè âåêòîð³â òÿãè 

ì’ÿç³â.  

Âèêîðèñòàºìî ïàðó ì’ÿç³â-àíòàãîí³ñò³â, äî ÿêèõ ìîæíà â³äíåñòè 

ãîðèçîíòàëüí³ ïðÿì³ ì’ÿçè MRM òà MRL. Ä³ÿ àíòàãîí³ñò³â ó 

ïåðâèíí³é ïîçèö³¿ ïîãëÿäó ïîâèííà áóòè âð³âíîâàæåíà, òîáòî 

â³äïîâ³äí³ ìîìåíòè îáåðòàííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâ³ [3] 

1 2a aMt Mt= − .         (5) 

², îñê³ëüêè êîæåí ì’ÿç ïðåäñòàâëåíî òðüîìà âåêòîðàìè, óìîâà 

(5) íàñïðàâä³ ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê 
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3 3

1, 2,
1 1

a i a i
i i

Mt Mt
= =

= −∑ ∑         (6) 

Äî óìîâè (6) ìîæíà äîäàòè ùå óìîâè ð³âíîñò³ íóëþ ñóì 

ìîìåíò³â ñèë â³äíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé:  

1

0
n

i
i

Mx
=

=∑ ,  
1

0
n

i
i

My
=

=∑ ,  
1

0
n

i
i

Mz
=

=∑ ,     (7) 

äå 

i i i i iMx Fy z Fz y= − ⋅ + ⋅ ,  (8) 

i i i i iMy Fx z Fz x= ⋅ − ⋅ ,  (9) 

i i i i iMz Fx y Fy x= − ⋅ + ⋅ ,  (10) 

òà óìîâó  

1

0
n

i
i

F
=

=∑           (11) 

Çíà÷èòü, äëÿ âèçíà÷åííÿ âàæåë³â iK  îòðèìàºìî ñèñòåìó 6-òè 

ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç 24-ìà íåâ³äîìèìè, òîáòî, ñèñòåìà áóäå 

íåâèçíà÷åíîþ.  

Òåïåð, ÿêùî òðåáà ïîâåðíóòè îêî òàê, ùîá âåðøèíà ðîã³âêè îêà, 

òî÷êà 0M , çàéíÿëà ïîçèö³þ òî÷êè 1M , òðåáà ñòâîðèòè ìîìåíò 

îáåðòàííÿ íàâêîëî îñ³, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîùèí³ 0 1M OM (äèâ ðèñ 

4). Òîáòî, ìàºìî  

0 1
1

n

i
i

Mt OM OM
=

= ×∑         (12) 

Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ íîâèõ êîîðäèíàò âåêòîð³â ñèë òÿãè ïðè 

îáåðòàííÿõ îêà, ïîáóäîâàíî íà òîìó, ùî ïðè îáåðòàííÿõ ïîâåðõí³ 

íàâêîëî íåðóõîìîãî öåíòðà íîâ³ êîîðäèíàòè òî÷îê ö³º¿ ïîâåðõí³ â 

íåðóõîì³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè  

x x

y A y

z z

′ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟′ = ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,         (13) 

äå A – ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, âèãëÿä ÿêî¿ çàëåæèòü â³ä 

òîãî, ÿêèì ÷èíîì âèçíà÷åíî îáåðòàííÿ [2]. 
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Ðèñóíîê 3 - Îñü ä³¿ âåêòîðà òÿãè 

ì’ÿçà 

Ðèñóíîê 4 - Îáåðòàííÿ îêà â³ä 

íàïðÿìó OM0 äî íàïðÿìó OM1 

Íîâ³ êîîðäèíàòè âåêòîð³â ñèë òÿãè iF′øóêàºìî çà (1) ç 

óðàõóâàííÿì íîâèõ êîîðäèíàò ir′  òà iN′ , çíàéäåíèìè çà (13). Ïîçèö³þ 

ð³âíîâàãè çíîâó ñë³ä øóêàòè äëÿ òàêî¿ êîìá³íàö³¿ âåêòîð³â iF′ , äëÿ 

ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè, àíàëîã³÷í³ (4)-(11), ùî ïðèâîäèòü äî 

âèð³øåííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íà íîâîìó êðîö³. 
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Âñòóï. Ïðè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷ ñåéñìîëîã³¿, ñåéñìîðîçâ³äêè ³ àíàë³ç³ 

äèíàì³÷íî¿ ïîâåä³íêè ã³ðñüêèõ âèðîáîê ïðè ä³¿ âèáóõ³â ³ ã³ðñüêèõ 

óäàð³â àêòóàëüíèìè âèÿâëÿþòüñÿ ïèòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî 

ìîäåëþâàííÿ ÿâèù â³äáèòòÿ ³ çàëîìëåííÿ âèáóõîâèõ õâèëü íà 

ïîâåðõíÿõ ðîçä³ëó ïîð³ä ç ð³çíèìè ìåõàí³÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè. 

Âèñîê³ çíà÷åííÿ ãðàä³ºíò³â ïîë³â íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é íà ôðîíòàõ 

öèõ õâèëü óñêëàäíþþòü çàñòîñóâàííÿ äëÿ ¿õ îïèñàííÿ òðàäèö³éíèõ 

àíàë³òè÷íèõ [2] ³ ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ³ ïðèâîäÿòü äî íåîáõ³äíîñò³ 

ïîáóäîâè ¿õ ïðîô³ë³â â êëàñ³ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é. Â òàêèõ âèïàäêàõ 

âèÿâëÿºòüñÿ åôåêòèâíèì çàñòîñóâàííÿ ïðîìåíåâèõ ìåòîä³â [3-5], ÿê³ 

äîçâîëÿþòü øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ïðîìåíåâîãî ðÿäó îòðèìàòè 

äîñòàòíüî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê â ïðèôðîíòîâèõ çîíàõ õâèë³. Â öèõ 

âèïàäêàõ ð³âíÿííÿ øëÿõó, ùî ïðîéøëà õâèëÿ, îïèñóº ïîâåðõíÿ 

ôðîíòó õâèë³, íóëüîâèé ÷ëåí âèçíà÷àº âåëè÷èíó ðîçðèâó 

âèçíà÷àëüíèõ ôóíêö³é, à îñòàíí³ ÷ëåíè ðÿäó îïèñóþòü çì³íó òèñêó çà 

ôðîíòîì. Äëÿ íåñòàö³îíàðíî¿ âèáóõîâî¿ õâèë³ ìîæíà îáìåæèòèñü 

âðàõóâàííÿì ëèøå íóëüîâîãî ÷ëåíà ðÿäó ³ âèçíà÷àòè ³ìïóëüñ, ùî 

ïåðåíîñèòüñÿ õâèëåþ. Òîä³ âèÿâëÿºòüñÿ ìîæëèâèì ñïðîñòèòè çàäà÷ó ³ 

çàñòîñóâàòè çàõîäè, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ñòåðåî ìåõàí³÷í³é òåîð³¿ 

óäàðó ³ áàçóþòüñÿ íà çàãàëüíèõ òåîðåìàõ äèíàì³êè [1]. Òàêà 

ïðîìåíåâà ìåòîäèêà âèêîðèñòàíà äëÿ äîñë³äæåííÿ âçàºìîä³¿ ïëîñêî¿ 

âèáóõîâî¿ õâèë³ ç êðóãîâîþ ã³ðñüêîþ âèðîáêîþ. Ôðîíò õâèë³ 

ïàðàëåëüíèé òâ³ðí³é âèðîáêè, ÿêà ïàðàëåëüíà äåíí³é ïîâåðõí³. ßêùî 

ãîðèçîíòàëüíà âèðîáêà êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó ìàº âåëèêó 

ïðîòÿæí³ñòü, òî ìîæíà ïîêëàñòè, ùî ãðàíè÷í³ óìîâè íå ñïðàâëÿþòü 

âïëèâó íà ïîëÿ íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é â îêîëèö³ öåíòðàëüíîãî 

ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó âèðîáêè ³ äîñë³äæóâàòè ö³ ïîëÿ áóäåìî ç 

äîïîìîãîþ ïîñòàíîâêè ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³.  

                                                 
  © Êîøåëü Â.²., 2009 
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Êîëèâàííÿ ïðóæíîãî ñåðåäîâèùà îïèñóºòüñÿ 

õâèëüîâèìè ð³âíÿííÿìè 

( )2 2 2 2/ /t α∇ Φ = ∂ Φ ∂ , ( )2 2 2 2/ /t β∇ Ψ = ∂ Ψ ∂ .    (1) 

äå Φ è Ψ ñêàëÿðíèé ³ âåêòîðíèé ïîòåíö³àëè: 2 /α λ μ ρ= + , 

2 /β μ ρ=  - øâèäêîñò³ ðîçïîâñþäæåííÿ ïîçäîâæí³õ (Ð) ³ çñóâíèõ (S) 

õâèëü â³äïîâ³äíî; λ, μ - ïàðàìåòðè Ëàìå; ρ - ù³ëü³ñòü. 

Â çâ’çêó ç òèì, ùî åï³öåíòðè çåìëåòðóñ³â, ã³ðñüêèõ óäàð³â ³ 

âèáóõ³â çà çâè÷àé çíàõîäÿòüñÿ íà çíà÷í³é â³äñòàí³ â³ä  ã³ðñüêèõ 

âèðîáîê, ïîïåðå÷í³ ðîçì³ðè ÿêèõ ìàë³ â ïîð³âíÿíí³ ç ðàä³óñàìè 

ôðîíò³â ïðóæíèõ õâèëü, òî íàäàë³ îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì âèïàäê³â 

ïëîñêèõ çàäà÷. Âåêòîðíèé ïîòåíö³àë çàïèøåìî ó âèãëÿä³ qΨ = Ψ
H
, äå 

q
H
 – ïåðïåíäèêóëÿðíèé ïëîùèí³ ðîçâ’çêó îäèíè÷íèé âåêòîð. 

Ìåòîäèêà ðîçðàõóíêó. Çàïèøåìî õâèëüîâ³ ïîòåíö³àëè ó âèãëÿä³ 

ïðîìåíåâèõ ðÿä³â [5] 

[ ] ( )2

0

( , ) / 2 !
k

k
k

x t t kϕ τ
∞ +

=
Φ = − +∑
H

,      (2) 

[ ] ( )2

0

( , ) / 2 !
k

k
k

x t q t kψ ψ τ
∞ +

=
= − +∑

H H H
. 

Òóò x
H
 – ðàä³óñ-âåêòîð; ( )k k xϕ ϕ= ; ( )k k xψ ψ= ; ( )xτ τ= ; ( )xτ τ=

H H
. 

Ó âèðàçàõ (2) ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî ïðàâ³ ÷àñòèíè äîìíîæåí³ íà 

( )H t τ−  äëÿ Ð-õâèë³ ³ íà ( )H t τ−
H

 äëÿ S-õâèë³, äå ( )H t  - ôóíêöèÿ 

Õåâ³ñàéäà, îñê³ëüêè äî ïðèõîäó ôðîíòó õâèë³ â ðîçãëÿíóòó òî÷êó 

ïðóæíà ïîðîäà ââàæàºòüñÿ íåçáóðåíîþ.  

Ï³äñòàâëÿþ÷è (2) â (1) è ïðèð³âíþþ÷è íóëþ êîåô³ö³ºíòè ïåðåä 

îäèíàêîâèìè ñòåïåíÿìè ( )t τ−  è ( )t τ−
H

, îòðèìóºìî âèçíà÷àëüí³ 

ôóíêö³¿ τ  ³ τH  ð³âíÿííÿ øëÿõó, ïðîéäåíîãî õèëåþ 

( )2 21/τ α∇ = , ( )2 21/τ β∇ =
H

       (3) 

³ ð³âíÿííÿ  ïåðåíîñó 

( ) ( ) 2 2
12 k k kτ ϕ ϕ τ ϕ −∇ ∇ + ∇ = ∇  (0≤  k ∠ ∞ ), 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
12 k k kq q qτ ψ ψ τ ψ −⎡ ⎤∇ ∇ + ∇ = ∇⎣ ⎦

H H HH H
,     (4) 

äå 0kϕ = , 0kψ =  ïðè k ∠ 0. 
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Ðîçâ’ÿçîê íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ïåðøîãî 

ïîðÿäêó çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³éíèõ 

ð³âíÿíü ó âèãëÿä³ 

/ 0dp ds =
H

, /dx ds p=
H H

, 
2

/d ds pτ =
H

.     (5) 

¯¿ ðîçâ’ÿçîê ïðåäñòàâëÿºòüñÿ â ôîðì³ 

x n fξ= +
HH H
, /τ ξ α= , /nτ α∇ =

H
,      (6) 

äå n
H
 – îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ ôðîíòó; f

H
 – âåêòîð, 

ÿêèé âèçíà÷àº îáðèñè ôðîíòó â ïî÷àòêîâîìó ñòàí³; ξ  - äîâæèíà 

ïðîìåíÿ. Âîíà âèçíà÷àº ñ³ìåéñòâî ïðÿìîë³í³éíèõ ïðîìåí³â x(s) ³ 

îðòîãîíàëüíèõ äî íèõ õâèëüîâèõ ôðîíò³â constτ = . Àíàëîã³÷íèé 

ðîçâ’ÿçîê ìàº ì³ñöå ³ äëÿ S-õâèë³. 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü ïåðåíîñó (4) çðó÷íî áóäóâàòè â îðòîãîíàëüí³é 

êðèâîë³í³éí³é ïðîìåíåâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò, ùî óòâîðþºòüñÿ 

ïðîìåíÿìè ³ ôðîíòàìè Ð-õâèëü. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ã³ðñüê³ óäàðè ³ 

âèáóõ ãåíåðóþòü ïëîñê³ õâèë³, òîìó çâåðíåìîñü äî âèïàäêó 

â³ñåñèìåòðè÷íèõ  õâèëüîâèõ ôðîíò³â. Òîä³ ïðè k = 0 ³ç (4) ñë³äóº [5] 

( )0 02 / 1/ 1/ 0R Sϕ ξ ϕ∂ ∂ + + = , ( )0 02 / 1/ 1/ 0R Sψ ξ ψ∂ ∂ + + = , (7) 

äå R ³ S – ãîëîâí³ ðàä³óñè êðèâèçíè õâèëüîâîãî ôðîíòó â ïëîùèí³, 

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð äæåðåëà õâèëü ³ ïåðïåíäèêóëÿðí³é â³ñ³ 

ã³ðñüêî¿ âèðîáêè. Ð³âíÿííÿ (7) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³ 

( )2
0 / 0RSϕ ξ∂ ∂ = , ( )2

0 / 0RSψ ξ∂ ∂ = .     (8) 

Òîä³ 

0 0 ( ) /c RSϕ γ= ± , 0 0 ( ) /c RSψ γ= ±
H

.     (9) 

Ïîñò³éí³ 0 ( )c γ , 0 ( )c γH
 â öèõ ð³âíÿííÿõ çàëåæàòü â³ä êîîðäèíàòè 

γ, ÿêà âèçíà÷àº ïîëîæåííÿ òî÷êè ôðîíòó â éîãî ìåðèä³îíàëüíîìó 

ïåðåòèí³. Ï³äñòàâèâøè (9) â ïðàâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿíü (4) ³ 

ïðî³íòåãðóâàâøè ¿õ, ìîæíà çíàéòè 1ϕ  ³ 1ψ , à ïîò³ì 2ϕ  ³ 2ψ  ³ òàê äàë³. 

Íèæ÷å îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ³ìïóëüñíèõ õâèëü ìàëî¿ 

äîâæèíè. Â öèõ âèïàäêàõ, ÿê ³ â ñòåðåîìåõàí³÷í³é òåîð³¿ óäàðó, 

â³äïàäàº íåîáõ³äí³ñòü ïîáóäîâè ïðîô³ëþ âèáóõîâî¿ õâèë³ ³ 

âèÿâëÿºòüñÿ äîñèòü â³äñë³äêóâàòè ò³ëüêè óäàðíèé ³ìïóëüñ, ùî 

ïåðåíîñèòüñÿ íà ôðîíò³ õâèë³. Äëÿ éîãî âèçíà÷åííÿ ìîæíà ââàæàòè, 

ùî ïðîô³ë³ òåíçîð³â íàïðóæåíü ( )σ ξ , ( )σ ξH P- àáî S-õâèë³ ÿâëÿþòüñÿ 

ïðÿìîêðóòíèìè ñòóïåíüêàìè ç ìàëîþ äîâæèíîþ îñíîâè ξΔ . Äëÿ 
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îïèñàííÿ òàêèõ ôóíêö³é â (2) íåîáõ³äíî óòðèìóâàòè ò³ëüêè ïî îäíîìó 

ïåðøîìó ÷ëåíó ðÿäà  ç ³íäåêñîì k = 0 ³ ôóíêö³¿ ( )σ ξ , ( )σ ξH  

âèðàõîâóþòü ç äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü [5] 

Ïðè  äîñë³äæåíí³ ðîçñ³þâàííÿ ³ìïóëüñíî¿ õâèë³ íà ïîâåðõí³ G 

ðîçä³ëó äâîõ ïðóæíèõ ñåðåäîâèù  âèêîðèñòàºìî ’’ëîêàëüíî-ïëîñêå 

íàáëèæåííÿ’’ [5], çã³äíî ÿêîãî ìîæíà ïîêëàäàòè, ùî â ì³ñò³ ïàä³ííÿ 

õâèë³ íà ðîçä³ëÿþ÷ó ïîâåðõíþ ëîêàëüíî ïîâåðõíÿ ðîçä³ëó ³ ôðîíò 

ÿâëÿþòüñÿ ïëîñêèìè ³ êóò ïàä³ííÿ õâèë³ ð³âíèé êóòó ì³æ íîðìàëÿìè 

äî â³äïîâ³äíèõ ïîâåðõîíü. 

×èñåëüí³ ðåçóëüòàòè. Ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíèé âèïàäîê, êîëè 

ãîðèçîíòàëüíà âèðîáêà êðóãîâîãî ïåðåòèíó, ðàä³óñ ÿêî¿ äîð³âíþº 2ì., 

çíàõîäèòüñÿ ó âóã³ëüíîìó ïëàñò³ íà ãëèáèí³ 600ì. â³ä äåííî¿ 

ïîâåðõí³. Ñòàòè÷íèé íàïðóæåíî-äåôîðì³âíèé ñòàí ïîðîäè â îêîëèö³ 

âèðîáêè áóäåìî àíàë³çóâàòè ç äîïîìîãîþ ìåòîäó ñê³í÷åíèõ åëåìåíò³â. 

Äëÿ öüîãî âèä³ëÿºòüñÿ äåÿêà ïðÿìîêóòíà îáìåæåíà îáëàñòü, ùî 

ì³ñòèòü âêàçàíèé ïåðåòèí, ÿêà ðîçáèâàºòüñÿ íà ñê³í÷åí³ åëåìåíòè. 

Â³ñü ó ïåðïåíäèêóëÿðíà äåíí³é ïîâåðõí³ (ðèñ. 1). Íà âåðõí³ ³ áîêîâ³ 

ñòîðîíè ïðÿìîêóòíèêà íàêëàäàþòüñÿ ãðàíè÷í³ óìîâè ð³âíîñò³ 

íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü  çàäàíèì íàïðóæåííÿì íà äàí³é ãëèáèí³ ³ 

ð³âíîñò³ íóëþ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü. 

 
à) 

2 3 4 5

-30.0

-20.0

-10.0

0.0
N σy, MPa

1

2

 
á) 

Ðèñóíîê 1 

Íà êîíòóð³ îòâîðó, ùî ìîäåëþº êîíòóð âèðîáêè, íàïðóæåííÿ 

â³äñóòí³. 

Äèíàì³÷íå íàâàíòàæåííÿ ñòâîðþºòüñÿ ïëîñêîþ óäàðíîþ õâèëåþ 

ñòèñêó ³íòåíñèâí³ñòþ 5 ÌÏà, ôðîíò ÿêî¿ íàáëèæàºòüñÿ äî ïîâåðõí³ 



3(62) 2009 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè» 

ISSN 1562-9945 126 

âèðîáêè ï³ä êóòîì 45î äî â³ñåé õ ³ ó â ïåðøîìó êâàäðàíò³ (Ðèñ. 1). 

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äëÿ âèïàäêó, êîëè ïîâåðõíÿ âèðîáêè â³ëüíà 

â³ä íàïðóã ³ â’ÿçåé, ïîêàçàí³ íà ðèñ. 1,à äëÿ íàïðóæåíü σõ ³ ðèñ. 1,á 

äëÿ íàïðóæåíü σó. Êðèâ³ 1 íà öèõ ðèñóíêàõ  â³äáèâàþòü 

çàêîíîì³ðí³ñòü çì³íè íàïðóæåíü â òî÷êàõ 1, 2, 3, 4, 5 êîíòóðà â³ä ä³¿ 

ò³ëüêè ãðàâ³òàö³éíîãî íàâàíòàæåííÿ. Âîíè ïîáóäîâàí³ ïî ðåçóëüòàòàì 

ñòàòè÷íèõ ðîçðàõóíê³â. Òóò òî÷êà 1 ëåæèòü íà âåðòèêàëüí³é â³ñ³, 

òî÷êà 5 – íà ãîðèçîíòàëüí³é, òî÷êè 2, 3, 4 â³äêëàäåí³ ç îäíàêîâèì 

êðîêîì ïî äóç³ êîëà. Êðèâ³ 2 õàðàêòåðèçóþòü ñóìàðíå çíà÷åííÿ 

íàïðóæåíü â³ä ñóêóïíî¿ ä³¿ ñòàòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ ³ ìàêñèìàëüíîãî 

íàâàíòàæåííÿ â³ä âèáóõó àáî ã³ðñüêîãî óäàðó.  

Ìîæíà áà÷èòè, ùî σõ = 0 íà êðèâ³é 1 â òî÷ö³ 5, â òî÷ö³ 1 âîíî 

ìàêñèìàëüíå. Îñê³ëüêè ôðîíò óäàðíî¿ õâèë³ ïàäàº íà âèðîáêó ï³ä 

êóòîì 45î, òî äîäàòêîâ³ ìàêñèìàëüí³ íàïðóæåííÿ ìàþòü ì³ñöå â 

îêîëèö³ òî÷êè 3, ùî º ëîáîâîþ. Ï³äêðåñëèìî òàêîæ, ùî â çâ’ÿçêó ç 

ñèìåòðè÷í³ñòþ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ íàïðóæåííÿ σõ íà ðèñ. 1,à ³ σó íà 

ðèñ.1,á ìàþòü çíà÷åííÿ, îáåðíåí³ ïî â³äíîøåííþ äî òî÷îê 1,2,3,4,5.  

Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÀ 

1. Ãîëüäñìèò Â. Óäàð. Òåîðèÿ è ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîóäàðÿåìûõ 

òåë. -Ì.: Ãîññòðîéèçäàò, 1965. - 448 ñ. 

2. Ãóçü À.Í., Êóáåíêî Â.Ä., ×åðåâêî Ì.À. Äèôðàêöèÿ óïðóãèõ âîëí. –

Ê.: Íàóê. äóìêà, 1978. – 307ñ. 
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ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ óïðóãèõ ñðåä / 

Â.È.Ãóëÿåâ, Ï.Ç. Ëóãîâîé, Ã.Ì. Èâàí÷åíêî // Ïðèêë. Ìåõàíèêà. Ò. 

40, ¹ 10.2004. – Ñ.98-106. 

4. Êðàâöîâ Þ.À., Îðëîâ Þ.È. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà íåîäíîðîäíûõ 

ñðåä. -Ì.: Íàóêà, 1980.-304 ñ. 

5. Ïîäèëü÷óê Þ.Í., Ðóáöîâ Þ.Ê. Ëó÷åâûå ìåòîäû â òåîðèè 
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ÓÄÊ 621.793 

Ñ.Î. ×åðíåòà, Â.Þ. Ñîëîä, ª.Ì. Ãðå÷àíèê, Î.Ã. ×åðíåòà  

Ï²ÄÂÈÙÅÍÍß ÇÍÎÑÎÑÒ²ÉÊÎÑÒ² ÂÀË²Â ÊÎÐÎÁÊÈ ØÂÈÄÊÎÑÒÅÉ 

ÒÎÊÀÐÍÎÃÎ ÂÅÐÑÒÀÒÀ 1Ê670.320Ô3  

 

Âñòóï. Çà äàíèìè ³íôîðìàö³éíîãî ñòàòèñòè÷íîãî àíàë³çó 

ñòàíî÷í³é ïàðê ìåòàëóðã³éíèõ, ìàøèíîñòðîèòåëüíèõ, 

àâòîòðàíñïîðòèõ ï³äïðèºìñòâ Óêðà¿íè ì³ñòèòü âåëèêèé ïàêð òîêàðí³õ 

âåðñòàò³â, ðåñóðñ ðîáîòè ÿêèõ â³äñîòê³â íà 70 âè÷åðïàíî. Îäíèìè ç 

ïðîáëåìíèõ âóçë³â âåðñòàò³â º âàëè- øåñòåðí³ êîðîáêè øâèäêîñòåé 

òîêàðíèõ âåðñòàò³â, ÿê³ ñïðèéìàþòü ìàêñèìàëüí³ íàâàíòàæåííÿ â³ä 

êðóòÿ÷èõ ìîìåíò³â ³ ìàþòü íàéá³ëüøå ñïðàöþâàííÿ â çîíàõ êîíòàêòó 

çóá÷àñòèõ ïàð ³ íà îïðíèõ ïëîùèíàõ. 

Àíàë³çóþ÷è áàçîâèé (çàâîäñüêèé) òåõíîëîã³÷íèé ïðîöåñ 

âèãîòîâëåííÿ äåòàë³, ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî âèðîáíèöòâî íà áàçîâîìó 

ï³äïðèºìñòâ³ îäèíè÷íå, çâ³äñè ñë³äóº çàñòîñóâàííÿ â³äïîâ³äíîãî 

óñòàòêóâàííÿ, ïðèñòîñóâàíü ³ ³íñòðóìåíòó. Çàãîò³âêîþ äëÿ âàëó º 

ïîêîâêà ç âåëèêèìè ïðèïóñêàìè, âåëèêà âèòðàòà ìåòàëó ïðè îáðîáö³. 

Âåðñòàòíå óñòàòêóâàííÿ íà çàâîä³ çàñòàð³ëå, òàêå, ùî âèìàãàº 

ðåìîíòó, áàãàòî âåðñòàò³â ç ðó÷íèì óïðàâë³ííÿì. Ïîòóæí³ñòü 

âåðñòàò³â âèêîðèñòîâóºòüñÿ íå ïîâíîþ ì³ðîþ. 

Äåòàëü âõîäèòü äî ñêëàäó êîðîáêè øâèäêîñòåé âåðñòàòà 

1Ê670.320Ô3 ³ ïåðåäàº îáåðòàííÿ â³ä åëåêòðîäâèãóíà ÷åðåç ìóôòó íà 

øï³íäåëü, º îäíèì ç ëàíîê öüîãî ê³íåìàòè÷íîãî ëàíöþãà. Äëÿ 

ïåðåäà÷³ ìîìåíòó, ùî êðóòèòü, ³ ³ñíóþòü çóáè, íàð³çàí³ áåçïîñåðåäíüî 

íà âàëó.  

Âàë-øåñòåðíÿ âèãîòîâëåíà ç ëåãîâàíî¿ ñòàë³ 40Õ ÃÎÑÒ 4543-71. 

Ó òàáëèöÿõ 1.1 ³ 1.2 ïðåäñòàâëåí³ õ³ì³÷íèé ñêëàä ³ ìåõàí³÷í³ 

âëàñòèâîñò³ ñòàëè. 

Òàáëèöÿ 1.1 

Õ³ì³÷íèé ñêëàä ñòàë³ 40Õ ÃÎÑÒ 4543-71 

Çì³ñò åëåìåíò³â % 
N³ P S 

Âóãëåöü Êðåìí³é Ìàðãàíåöü Õðîì 
íå á³ëüø 

0,36-0,44 0,17-0,37 0,3.0,8 0,9.1,1 0,25 0,04 0,04 

                                                 
  © ×åðíåòà Ñ.Î., Ñîëîä Â.Þ., Ãðå÷àíèê ª.Ì., ×åðíåòà Î.Ã.,2009 
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Òàáëèöÿ 1.2 

Ìåõàí³÷í³ âëàñòèâîñò³ ñòàë³ 40Õ ÃÎÑÒ4543-71 

Òåðì
îîáð
îáêà 

Ìåæà 
ì³öíîñò³ 
ïðè 
ðîçòÿãóâàíí
³ σÂ,ÌÏà 

Ìåæà 
òåêó÷î
ñò³ 
σÒ, 
ÌÏà 

Â³äíîñí
å 
ïîäîâæ
åííÿ 
ïðè 
ðîçðèâ³ 
%, δ 

Â³äíîñíå 
çâóæåííÿ 
ïëîù³ 
ïîïåðå÷íîãî 
ïåðåòèíó ïðè 
ðîçðèâ³ %, Ψ 

ïèòîìà 
óäàðíà 
â'ÿçê³ñòü, 
 à 

σ-

1 
Òâåðä³
ñòü ÍÂ

Ïîë³
ïøåí
íÿ 

750 500 15 50 7 
3
6
0 

217.26
9 

Äëÿ âèãîòîâëåííÿ âàë³â çàñòîñîâóþòü ñòàë³ 45À, 38ÕÑ, 50ÕÍ, 

40Õ, 40ÕÍ, 40ÕÍ2ÌÀ, 40Õ9Ñ2, 40Õ10Ñ2Ì.  

Ä³àãðàìà ê³íåòèêè ³çîòåðì³÷íèõ ïåðåòâîðåíü àóñòåí³òó  ïðè 

ñòàíäàðòí³é òåðìîîáðîáö³ äëÿ ñòàë³ 40Õ  íàâåäåíàíà íà ðèñ.1.1 

 
        ×àñ, õâ. 

Ðèñóíîê 1.1 - Ä³àãðàìà ê³íåòèêè ³çîòåðì³÷íèõ ïåðåòâîðåíü àóñòåí³òó 

äëÿ ñòàë³ 40Õ 

Íà ðèñ.1.2 à ïðèâåäåíà ôîòîãðàô³ÿ  çàãàðòîâàíîãî øë³ôà ³ç ñòàë³ 

40Õ áåç ëàçåðíî¿ îáðîáêè ³ç çá³ëüøåííÿì â  200 ðàç³â. Ïî÷àòêîâà 

ñòðóêòóðà ì³êðîøë³ôà – ôåð³òíî-êàðáèäíà. Ì³êðîòâåðä³ñòü, ð³âíà 

487,6 îäèíèöü çà Â³êåðñîì íà ãëèáèí³ áëèçüêî 140 ìêì.  

Ì³êðîòâåðä³ñòü íà ãëèáèí³ 140 ìêì  ïîñòóïîâî çìåíøóºòüñÿ äî 

ÍV-370. Ñåðåäíÿ ì³êðîòâåðä³ñòü çðàçê³â ð³âíà  ÍV-450. 

Âèâ÷åííÿ ì³êðîñòðóêòóðè îáðîáëåíîãî çà äîïîìîãîþ ëàçåðíîãî 

âèïðîì³íþâàííÿ øàðó ìàòåð³àëó (ðèñ.1.2 á) ïîêàçóº, ùî íà ïîâåðõí³  
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óòâîðþºòüñÿ äîñòàòíüî îäíîð³äíèé øàð (ìàðòåíñèòí³ óòâîðåííÿ) 

çàâãëèáøêè áëèçüêî 80 ìêì (ðèñ.1.2 à,á), ÿêèé ìàº ñòðóêòóðó ç 

ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèìè ÷àñòèíêàìè çì³öíþþ÷èõ ôàç ³ ñëàáî 

òðó¿òüñÿ â ïîð³âíÿíí³ ç ìåòàëîì îñíîâè.  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 
 

à. õ 200      á. õ 200 

Ðèñóíîê 1.2 - Ì³êðîñòðóêòóðà ïîâåðõí³ âàëó-øåñòåðí³: à. - áåç 

ëàçåðíî¿ îáðîáêè; á. - ç ëàçåðíîþ îáðîáêîþ 

Çà íèì ðîçòàøîâóºòüñÿ ï³äøàð – áåéí³ò, òîâùèíà ÿêîãî ñêëàäàº 

35 ìêì. Äàë³ ðîçòàøîâàíà ïî÷àòêîâà ôåððèòíî-êàðáèäíàÿ ñòðóêòóðà. 

Îñê³ëüêè äîñë³äæóâàíà ñòàëü ìàº ðÿä ëåãóþ÷èõ åëåìåíò³â, òî 

ì³êðîòâåðä³ñòü çîíè ëàçåðíî¿ ä³¿ ï³äâèùóºòüñÿ ó äåê³ëüêà ðàç³â ³ç-çà 

êîíöåíòðàö³¿ ìàðòåíñ³òó, ÿêèé óòâîðþºòüñÿ â ïîâåðõíåâèõ øàðàõ 

äåòàë³, íèòðèäíûå, ùî ì³ñòÿòü, ³ êàðá³äí³ óòâîðåííÿ.  

Ëàçåðíà îáðîáêà ïðîâîäèëàñÿ ïðè åíåðã³¿ íàêà÷óâàííÿ, ð³âíîþ 

Eí = 10 êÄæ, ç êðîêîì ïåðåêðèòòÿ 3 ìì. Çðàçîê çíàõîäèâñÿ íà 

â³äñòàí³ I = 50 ñì â³ä îá'ºêòèâíî¿ ë³íçè. 

Ï³ñëÿ ëàçåðíî¿ îáðîáêè áåç îïëàâëåííÿ ïîâåðõíåâîãî øàðó áóëà 

îòðèìàíà ïîâåðõíÿ ³ç ñë³äàìè ëàçåðíîãî çì³öíåííÿ (ïëÿìè ä³àìåòðîì 

5 ìì). 

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ì³êðîñòðóêòóðè ïîâåðõí³ áóëè âèð³çàí³ 

ôðàãìåíòè ìàòåð³àëó (ì³êðîøë³ôè) ç õàðàêòåðíèìè ñë³äàìè çîí 

òåðì³÷íîãî çì³öíåíÿ. 
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Ðèñóíîê 1.3 - Ä³àãðàìà çì³íåííÿ ì³êðîòâåðäîñò³ çà ãëèáèíîþ (ÍV) 

ïîâåðõí³ âàëó â çàëåæíîñò³ â³ä òåðì³÷íî¿ îáðîáêè 

Âèì³ðè òâåðäîñò³ ïðîâîäèëèñÿ íà çðàçêàõ äî ³ ï³ñëÿ ëàçåðíî¿ 

îáðîáêè. Ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â ìîæíà çðîáèòè âèâîä, ùî 

ìèêòðîòâåðäîñòü ï³ñëÿ ëàçåðíîãî ëåãóâàííÿ ï³äâèùóºòüñÿ â 

ñåðåäíüîìó íà 37% . 

Ì³êðîòâåðä³ñòü ï³äøàðó òðîõè â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä îáðîáëåíî¿ çîíè 

-  ÍV-549. Ì³êðîòâåðä³ñòü îñíîâíî¿ ñòðóêòóðè ñêëàäàº   ÍV-406. 

Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÀ 

1. Ïåòðîâ Ñ.Â., Êîðæ³ê Â.Í., Ãîðáàíü, Äåì³äîâ Â.Ä., Íîâîñåë³â À.Â 
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Ì.Î. Áºëîâà  

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ ²ÍÂÀÐ²ÀÍÒÍÎÃÎ ÂÈÌ²ÐÞÂÀËÜÍÎÃÎ 

ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß 

 

Âîëîä³ííÿ òî÷íîþ ³íôîðìàö³ºþ º îñíîâîþ óïðàâë³ííÿ â 

ñèñòåìàõ âèñîêîãî ð³âíÿ ñêëàäíîñò³ – äåðæàâíîãî óïðàâë³ííÿ, 

ñîö³àëüíîãî ðåãóëþâàííÿ, â ñèñòåìàõ ñòâîðåííÿ âèñîêèõ òåõíîëîã³é 

òà åíåðãîçáåðåæåííÿ. Íà ñó÷àñíîìó åòàï³ ðîçâèòêó òåõí³÷íèõ 

³íôîðìàö³éíèõ ñèñòåì ï³äâèùåííÿ â³ðîã³äíîñò³ ³íôîðìàö³¿ 

çä³éñíþºòüñÿ øëÿõîì ðåàë³çàö³¿ ïðèíöèïó ³íâàð³àíòíîñò³ ïàðàìåòð³â 

ñèñòåì â³äíîñíî çîâí³øí³õ ôàêòîð³â, ÿê³ âïëèâàþòü íà òî÷í³ñòü 

ïåðåòâîðåííÿ ñèãíàë³â, ùî ì³ñòÿòü ³íôîðìàö³þ. 

²íôîðìàòèçàö³ÿ âñ³õ ñòîð³í æèòòÿ, ÿêà íàäàë³ ïîãëèáëþºòüñÿ, 

ñòàâèòü ðÿä àêòóàëüíèõ ïðîáëåì, ñåðåä ÿêèõ ³äåíòèô³êàö³ÿ 

äîñòîâ³ðíîñò³ ³íôîðìàö³¿ â ïàêóíêó ïîâ³äîìëåíü, îäåðæàíèõ â³ä 

ð³çíèõ äæåðåë. Ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ ³íôîðìàö³¿, ùî ïîñòóïàº íà âõ³ä 

ñèñòåìè ¿¿ ïåðåòâîðåííÿ ï³äïàäàº ï³ä âïëèâè âèïàäêîâîñò³, âïëèâó 

çáóðåíü ð³çíîãî õàðàêòåðó, ÷àñîâ³é ì³íëèâîñò³ ³ ò.ï. Òîìó 

çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íèõ ìåòîä³â ³ òåîð³é äëÿ îáðîáêè ëîã³÷íî íå÷³òêî¿ 

³íôîðìàö³¿ ñòàº íåìîæëèâèì ÷åðåç òå, ùî â á³ëüøîñò³ âèïàäê³â öå 

ïðèçâîäèòü äî ïîìèëêîâîãî àáî íåîïòèìàëüíîãî ð³øåííÿ. Îáðîáêà 

âåëèêèõ ìàñèâ³â äàíèõ â ³íôîðìàö³éíî-ïåðåòâîðþâàëüíèõ ñèñòåìàõ 

ïîòðåáóº ðîçðîáêè ìåòîä³â ¿õ ñòèñíåííÿ áåç âòðàòè ñóòòºâèõ 

³íôîðìàö³éíèõ ïàðàìåòð³â [1]. 

Òåîð³ÿ ³íâàð³àíòíîñò³, ÿêà áóëà ðîçðîáëåíà â³ò÷èçíÿíèìè 

íàóêîâèìè øêîëàìè Ã.Â. Ùèïàíîâà, Í.Í. Ëóç³íà, Á.Í. Ïåòðîâà, À.Ã. 

²âàõíåíêà, À.². Êóõòåíêà, â ñâ³é ÷àñ ñïðèÿëà çíà÷íîìó ðîçâèòêó 

òî÷íèõ ñèñòåì óïðàâë³ííÿ, îäíàê ç ïîÿâîþ íîâèõ 

âèñîêîòåõíîëîã³÷íèõ ñèñòåì îáðîáêè ³íôîðìàö³¿ ç’ÿâèëàñü 

ìîæëèâ³ñòü ³ íåîáõ³äí³ñòü â ñòâîðåíí³ òåîð³¿ âèñîêîòî÷íî¿ îáðîáêè 

³íôîðìàö³¿ [2, 3].  

Çà òåîð³ºþ ÷óòëèâîñò³, ÿêó çàïî÷àòêóâàâ Áîäå, âñòàíîâëåíî, ùî 

óìîâà íóëüîâî¿ ÷óòëèâîñò³ º óìîâîþ àáñîëþòíî¿ ³íâàð³àíòíîñò³. Àëå 
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òåîð³ÿ ÷óòëèâîñò³ íå âèð³øèëà çàäà÷ó ñòâîðåííÿ íå ÷óòëèâèõ äî 

ôàêòîð³â âïëèâó ñèñòåì îáðîáêè ³íôîðìàö³¿, áî íå çàïðîïîíóâàëà 

àäåêâàòíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³. 

Óïåðøå ïîºäíàííÿ òåîð³é ³íâàð³àíòíîñò³ òà ÷óòëèâîñò³ â çàäà÷àõ 

òî÷íî¿ îáðîáêè ³íôîðìàö³¿ çä³éñíåíî â [4], àëå øèðîêîãî óçàãàëüíåííÿ 

ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ïåðåòâîðåííÿ ³íôîðìàö³éíîãî ñèãíàëó äî 

îñòàííüîãî ÷àñó ùå íå çðîáëåíî. 

Àíàë³ç çàïðîïîíîâàíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âèì³ðþâàëüíîãî 

ïåðåòâîðåííÿ â ñòðóêòóð³ ³íôîðìàö³éíî-âèì³ðþâàëüíî¿ ñèñòåìè ³ç 

çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì ïîêàçóº, ùî ¿õ ô³çè÷íà ðåàë³çàö³ÿ â ïîâí³é ì³ð³ 

íåìîæëèâà. Òàêèé âèñíîâîê ´ðóíòóºòüñÿ íà òîìó, ùî òî÷íå 

äèôåðåíö³þâàííÿ òî÷êîâîãî çíà÷åííÿ ðÿäó ïåðåòâîðåíü 

³íôîðìàö³éíîãî ñèãíàëó çà îïåðàòîðàìè ðåàëüíî¿ ô³çè÷íî¿ ìîäåë³ 

çàëèøàºòüñÿ íåðîçâ’ÿçàíîþ îñòàòî÷íî ïðîáëåìîþ. Äëÿ ¿¿ âèð³øåííÿ, 

ïî-ïåðøå, âèêîðèñòîâóþòü ôóíêö³îíàëüíó ï³äñèñòåìó, ÿêà 

âáóäîâóºòüñÿ â çàãàëüíó ñèñòåìó, òîáòî âèêîðèñòîâóþòü ãåíåðàòîð 

ôóíêö³é ÷óòëèâîñò³ [5]. Ïî-äðóãå, ôóíêö³ÿ â³äíîñíî¿ ÷óòëèâîñò³ 

âèçíà÷àºòüñÿ â ìàëèõ ïðèðîñòàõ øëÿõîì äèñêðåòíèõ çì³í îïåðàòîð³â 

ïåðåòâîðåííÿ [6]. Îäíàê àí³ ïåðøèé, àí³ äðóãèé ñïîñ³á ó çàçíà÷åíîìó 

âèãëÿä³ íåïðèéíÿòí³. Àäæå ñàìà ô³çè÷íà ìîäåëü ãåíåðàòîðà ôóíêö³é 

â³äíîñíî¿ ÷óòëèâîñò³ òàêîæ ï³äëÿãàº âïëèâó äåñòàá³ë³çóþ÷èõ 

ôàêòîð³â. Êð³ì òîãî, îñê³ëüêè âåëè÷èíè ïðèðîñò³â âèçíà÷àþòü 

òî÷í³ñòü îá÷èñëþâàííÿ ïîõ³äíèõ, âèíèêàº ïðîáëåìà îö³íêè 

äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ïðèðîñòó, ÿêó ñêëàäíî ðîçâ’ÿçàòè. 

Íàïðÿìîê äîñë³äæåííÿ ³íâàð³àíòíèõ ñèñòåì ïåðåòâîðåííÿ 

³íôîðìàö³¿ çà äîïîìîãîþ ôóíêö³é îïåðàòîðíî¿ ÷óòëèâîñò³ ïåðåäáà÷àº 

âèâ÷åííÿ âïëèâó ïîçèòèâíîãî çâîðîòíüîãî çâ’ÿçêó [ÏÇÇ] ³ â³ä’ºìíîãî 

çâîðîòíüîãî çâ’ÿçêó[ÂÇÇ] íà òî÷í³ñòü ñèñòåì ïåðåòâîðåííÿ 

³íôîðìàö³éíèõ ñèãíàë³â, à òàêîæ âèá³ð çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà 

ïåòëåïîä³áíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà ñòàí ñò³éêîñò³ ñèñòåì ïåðåòâîðåííÿ 

³íôîðìàö³éíèõ ñèãíàë³â. 

Îòæå, ìåòîä âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é ÷óòëèâîñò³ çà òàêèìè 

ê³íöåâèìè ïðèðîñòàìè îïåðàòîð³â ïåðåòâîðåííÿ, ùî íå îáìåæåí³ 

òî÷í³ñòþ àïðîêñèìàö³¿, ñïðèÿòèìå ñòâîðåííþ ô³çè÷íî çä³éñíåííî¿ 

ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ³íâàð³àíòíîãî ïåðåòâîðåííÿ. 

Ìîäåëü ðåàëüíî¿ ³íôîðìàö³éíî¿ ñèñòåìè, òîáòî òàêî¿, ÿêà 

âðàõîâóº ïîõèáêè ïåðåòâîðåííÿ ³íôîðìàö³éíîãî ñèãíàëó, âñòàíîâëþº 
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äåÿêó ìíîæèíó 0Y  ç äîâ³ëüíèì åëåìåíòîì y , ùî âèçíà÷åíèé çã³äíî ç³ 

çíà÷åííÿìè , , ,i i aik y xγ  ³ β . Çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà, ÿêèé çàçâè÷àé 

íàçèâàºòüñÿ îïåðàòîðîì Ð, ìîæëèâî îäåðæàòè â³äîáðàæåííÿ áàãàòüîõ 

0Y  â äåÿêó ìíîæèíó Y  ç äîâ³ëüíèì åëåìåíòîì jy . Éîãî âèçíà÷åíî çà 

çãàäàíèì îïåðàòîðîì çíà÷åíü , , ,i i aik y xγ  ³ β . Îñê³ëüêè çíà÷åííÿ 

,i aiyγ  º çì³ííèìè, ùî çàëåæàòü â³ä çáóðþþ÷èõ ôàêòîð³â, 

ö³ëåñïðÿìîâàíó ä³þ îïåðàòîðà Ð ñë³ä â³äíåñòè ò³ëüêè äî âåëè÷èí 

, ,ik x β . 

Óñòàíîâèìî, ùî îïåðàòîð 1P  âèçíà÷àº â³äîáðàæåííÿ ìíîæèíè 

0Y  â ìíîæèíó 1Y , à îïåðàòîð 2P  - â ìíîæèíó 2Y ; 1 0 1P Y Y=  2 0 2P Y Y= . 

Îïèøåìî ñòàí ìîäåë³ â ÷àñîâîìó ïðîñòîð³ ¿¿ íåçàëåæíèõ 

çì³ííèõ ³ ÷àñ³ çã³äíî ç ïðàâèëàìè 1P  ³ 2P  

0 0
0 0

0 0

0 1 1
0 1 2 1 1

0 1 1

0 2
2 2

0 2 2

(1 )
,

1 (1 )

(1 )
( , , ) ,

1 (1 )

(1 )
, .

1 (1 )

a

a

a

k
x y

k

k q
y x y

k q

k
x y

k q

γ τ τ
β γ

γτ τ τ τ τ
β γ

γ τ τ
β γ

⎧ +
⋅ + =⎪ + +⎪

⎪ ⋅ +⎪= ⋅ + =⎨ + +⎪
⎪ +

⋅ + =⎪
+ +⎪⎩

    (1) 

Ïðèéíÿâøè ã³ïîòåçó ïðî íåçì³íí³ñòü íà â³äð³çêó ÷àñó 0 2...τ τ  

âåëè÷èí  ³ , ïðèïóñòèìî, ùî 0 1 2γ γ γ γ= = = ; 0 1 2a a a ay y y y= = = . 

Óñòàíîâèìî äåÿêèé âèä ôóíêö³é â³äíîñíî¿ ÷óòëèâîñò³ çà 

ê³íöåâèìè ïðèðîñòàìè, ÿê³ â ïîäàëüøîìó íàçâåìî ôóíêö³ÿìè 

îïåðàòîðíî¿ ÷óòëèâîñò³: 

( ) 0

0 0 0 0

1

(1 )( )
y k

qk

y k
Q

q y qk k kβ βδ δ
Δ

= ⋅ =
Δ + + +

,     (2) 

2
( ) 0

0 0 0 0(1 )( )
y

qk

y qkq
P

q y qk k k
β β

β βδ δ
Δ

= ⋅ = −
Δ + + +

,    (3) 

äå 1 2q q q= = ; 0 1( ) ( ) ky y yτ τ− = Δ ; 0 2( ) ( )y y yβτ τ− = Δ ; ay

x
δ = ; 1-q = qΔ . 

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêö³¿ (2) ³ (3), íà â³äì³íó â³ä ôóíêö³é 

â³äíîñíî¿ ÷óòëèâîñò³ â äèôåðåíö³àëüí³é ôîðì³, íå º îäíîð³äíèìè. 

Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ ( )y
qkQ  ÿâëÿº ñîáîþ àíàëîã êëàñè÷íî¿ ôóíêö³¿ 

íàï³ââ³äíîñíî¿, à ôóíêö³ÿ ( )y
qP β  - â³äíîñíî¿ ÷óòëèâîñò³. 
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Çàïðîïîíîâàí³ îïåðàòîðí³ ôóíêö³¿ ÷óòëèâîñò³ íàäàþòü 

ìîæëèâ³ñòü çä³éñíþâàòè ¿õíº ÷èñëîâå âèçíà÷åííÿ. Ïîêàæåìî öþ 

âëàñòèâ³ñòü çà äîïîìîãîþ òåîðåìè, ÿêà ñôîðìóëüîâàíà ó òàêîìó 

âèãëÿä³: ð³çíèöÿ ôóíêö³¿ îïåðàòîðíî¿ ÷óòëèâîñò³ âèäó  

( )

0

1

( )
y k

qk

y
Q

q y τ
Δ

= ⋅
Δ

, ( )

0( )
y

qk

y q
P

q y
β

τ
Δ

= ⋅
Δ

  

äî îïåðàòîð³â k  ³ β  ìîäåë³ 0
0

0

(1 )
( )

1 (1 ) a

k
y x x y

k

γ
γ β

+
= ⋅ +

+ +
 íàáëèæàºòüñÿ 

äî ³íâàð³àíòà ( ) 1yJ =  íà âåëè÷èíó 
0

ay

y
ε = . 

Çä³éñíþºìî äîâåäåííÿ ö³º¿ òåîðåìè. Âèçíà÷àºìî ð³çíèöþ 

( ) ( )y y
qk q

k
Q P

k kβ βδ δ
− =

+ +
. 

Çíàõîäèìî ε  - íàáëèæåííÿ äî ³íâàð³àíòà ( ) 1yJ = : 

( )( ) ( ) 1
1 y y

qk q

k
Q P

k kβ

βε
βδ δ
+

= − − =
+ +

. 

Ïîìíîæèâøè ε  íà 0y , îäåðæóºìî: 

0yε ⋅ =
(1 )

1

k k k
x x

k k k

β δ βδ δ δ
βδ δ β

+ + +
⋅ ⋅ = ⋅

+ + +
, 

0 0

ayx x

y x y

δε = = ⋅ ; 
0

ay

y
ε = , ùî ³ òðåáà áóëî äîâåñòè. 

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî âåëè÷èíà â³äíîñíî¿ àäèòèâíî¿ 

ïîõèáêè 
0

ay

y
ε =  âèçíà÷àºòüñÿ ÿê êëàñè÷íèìè ôóíêö³ÿìè â³äíîñíî¿ 

÷óòëèâîñò³, òàê ³ çàïðîïîíîâàíèìè ôóíêö³ÿìè îïåðàòîðíî¿ 

÷óòëèâîñò³. 

Îòæå, îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ìàº ñóòòºâå çíà÷åííÿ äëÿ âïëèâó íà 

ê³íöåâ³ ïðèðîñòè îïåðàòîð³â k  ³ β . Íà íèõ  íå âñòàíîâëþþòüñÿ áóäü-

ÿê³ îáìåæåííÿ,  ùîäî òî÷íîñò³ àïðîêñèìàö³¿, ÿê³ ìàþòü ì³ñöå ó ðàç³ 

ïåðåõîäó â³ä äèôåðåíö³àë³â äî ê³íöåâèõ ïðèðîñò³â. 

Ôóíêö³¿ îïåðàòîðíî¿ ÷óòëèâîñò³ íàäàþòü ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè 

îïåðàòîð 
( )

( )

y
q

y
qk

P
K

Q q
β

β
= −

⋅ ⋅
.         (4) 
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Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè ïåðåòâîðåííÿ ³íôîðìàö³éíîãî 

ñèãíàëó íàáóâàº òàêî¿ ë³í³éíî¿ ôîðìè, ÿêà âëàñòèâà ëèøå çàìêíåíèì 

ñòðóêòóðàì ç ñèëüíèì â³ä’ºìíèì çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì (ÂÇÇ) 

1
N x

β
= ,          (5) 

äå ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

y
q

y y y y
qk q qk qp

P
N

Q q P Q P
β

β

=
⋅ − ⋅ −

. 

Òóò N  - ³íâàð³àíòíà ôîðìà ê³íöåâîãî ðåçóëüòàòó ïåðåòâîðåíü 

³íôîðìàö³éíîãî ñèãíàëó, óòâîðåíà âíàñë³äîê îá÷èñëåííÿ ôóíêö³é 

îïåðàòîðíî¿ ÷óòëèâîñò³ çã³äíî ç³ çíà÷åííÿìè ( )iy τ . Âåëè÷èíè ( )iy τ  

ìîæóòü áóòè ³ñòîòíî ðîçíåñåí³ îäíà â³ä îäíî¿, îñê³ëüêè ôóíêö³¿ 

îïåðàòîðíî¿ ÷óòëèâîñò³ ( )y
qkQ  ³ ( )y

qP β  âèçíà÷àþòüñÿ â ê³íöåâèõ ïðèðîñòàõ, 

ÿê³ íå îáìåæóþòüñÿ óìîâîþ òî÷íîñò³ àïðîêñèìàö³¿. Öå âèêëþ÷àº 

ìîæëèâ³ñòü ïîõèáêè îá÷èñëåííÿ â³äíîøåííÿ áëèçüêèõ çíà÷åíü ³ 

íåîáõ³äí³ñòü âèñîêîòî÷íîãî âèçíà÷åííÿ âåëè÷èí ( )iy τ . 

Íàâåäåìî îñíîâí³ ðåçóëüòàòè â³äíîñíî ñòðóêòóðè ç ïîçèòèâíèì 

çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì (ÏÇÇ), îñê³ëüêè, ÿê â³äîìî, â³äì³íí³ñòü â³ä 

âèùåçãàäàíèõ ðåçóëüòàò³â ïåðåòâîðåííÿ â ñòðóêòóð³ ç â³ä’ºìíèì 

çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì îáóìîâëåíà ëèøå çíàêîì ïåðåä êîåô³ö³ºíòîì 

ïåòëåïîä³áíîãî ïåðåòâîðåííÿ 0(1 )k γ β+ ⋅ : 

0

0

0 0

0

(1 )
( , , , )

1 (1 )

(1 ) (1 )
,

1 (1 )

a

k
y x k x y

k

k k
x

k

γγ δ
γ β

γ γ βδ δ
γ β

+
= ⋅ + =

− +

+ − + +
= ⋅

− +

    (6) 

[ ]
( ) 0

0 0 0

(1 )

(1 (1 ) ) (1 ) (1 )
y

k

k
Q

k q k k

γ
γ β γ γ δ δ

+
=

− + ⋅ + − + +
,   (7) 

[ ]
2

( ) 0

0 0 0

(1 )

(1 (1 ) ) (1 ) (1 )
y k q

P
k q k kβ

γ β
γ β γ γ βδ δ

+
=

− + ⋅ + − + +
,   (8) 

1
N x

β
= ,           (9) 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

y

y y y y
k k

P
N

Q q P Q P
β

β β

=
⋅ + ⋅ +

. 

Ç îñòàííüîãî âèðàçó âèäíî, ùî ìîäåëü ñèñòåìè ïåðåòâîðåííÿ 

³íôîðìàö³éíîãî ñèãíàëó â ñòðóêòóð³ ç³ ñëàáêèì çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì 
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àäåêâàòíà ìîäåë³ ç ñèëüíèì çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì. Äîâåäåíà 

ìîæëèâ³ñòü âèðàæåííÿ ôóíêö³¿ â³äíîñíî¿ ÷óòëèâîñò³ ÷åðåç ê³íöåâ³ 

ïðèðîñòè, à íå ÷åðåç äèôåðåíö³àëè. Öå â³äêðèâàº íîâ³ ìîæëèâîñò³ äëÿ 

âèêîðèñòàííÿ ñèñòåì ç ÏÇÇ ÿê òî÷íèõ ñòðóêòóð äëÿ ïåðåòâîðåííÿ 

³íôîðìàö³éíèõ ñèãíàë³â â³ä ô³çè÷íèõ ñêàëÿðíèõ  âåëè÷èí. 

Âèçíà÷åí³ ôóíêö³¿ â³äíîñíî¿ ÷óòëèâîñò³ äàþòü çìîãó ñòâîðèòè 

ñêîðåãîâàíó çà ïîõèáêàìè ³ ³äåíòèô³êîâàíó îá÷èñëþâàëüíîþ 

ïðîöåäóðîþ íîâó ìîäåëü á³ëüø òî÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ ³íôîðìàö³éíîãî 

ñèãíàëó. Ñèñòåìè ïåðåòâîðåííÿ ³íôîðìàö³éíèõ ñèãíàë³â ï³äòðèìóþòü 

ñòàí ñò³éêîñò³ øëÿõîì âèáîðó ùîíàéìåíøîãî çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà 

ïåòëåïîä³áíîãî ïåðåòâîðåííÿ.  

Çàâåðøåííÿì äîñë³äæåííÿ ³íâàð³àíòíîñò³ ñèñòåì ïåðåòâîðåííÿ 

³íôîðìàö³¿ çà äîïîìîãîþ çàïðîïîíîâàíèõ ôóíêö³é ÷óòëèâîñò³ 

ïåðåäáà÷àºòüñÿ âèâ÷åííÿ âïëèâó íà äîñòîâ³ðí³ñòü îäåðæàíîãî 

ðåçóëüòàòó òàêèõ ôàêòîð³â, ÿê³ ìîæíà âèçíà÷èòè àíàë³òè÷íî ³ 

âðàõóâàòè â àëãîðèòì³ ïåðåòâîðåííÿ, ùî äîçâîëèòü â ïîäàëüøîìó ö³é 

àëãîðèòì ñïðîñòèòè. 

Íåîáõ³äíèì êðîêîì äî ïðàêòè÷íî¿ ðåàë³çàö³¿ çàïðîïîíîâàíîãî 

ìåòîäó äîñÿãíåííÿ ³íâàð³àíòíîñò³ º ðîçðîáêà ïàêåòó ïðîãðàì îáðîáêè 

³íôîðìàö³¿ â êîìï’þòåðíèõ ñèñòåìàõ. 
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ÐÀÑ×ÅÒ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑËÎÈÑÒÛÕ ÏÎÊÐÛÒÈÉ ÏÐÈ 

ÄÂÓÕÎÑÍÎÌ ÍÀÃÐÓÆÅÍÈÈ È ÏÎÂÛØÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈßÕ 

ÑÐÅÄÍÅÉ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÛ ÑËÎÅÂ 

 

Ââåäåíèå. Ñóùåñòâóþùèå â ìàøèíîñòðîåíèè è ñîâðåìåííîé 

òåõíèêå ïîêðûòèÿ èç êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, êàê ïðàâèëî 

ýêñïëóàòèðóþòñÿ â óñëîâèÿõ ïîâûøåííûõ òåìïåðàòóð è âûñîêèõ 

óðîâíåé âíåøíåãî ñæèìàþùåãî äàâëåíèÿ. Ïðè àíàëèçå èõ 

äîëãîâå÷íîñòè è íåñóùåé ñïîñîáíîñòè â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, êàê 

ïðàâèëè, èñïîëüçóþòñÿ ëîêàëüíûå êðèòåðèè ïðî÷íîñòè îñíîâàííûå 

íà èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííî  äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ 

êîíñòðóêöèé â ñî÷åòàíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî 

êðèòåðèÿ ïðî÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå íåçíà÷èòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â 

ïîñòàíîâêå çàäà÷è èëè âûáîðå ðàñ÷åòíîé ñõåìû ìîæåò ïðèâåñòè ê 

ñóùåñòâåííûì íåòî÷íîñòÿì â îöåíêå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â 

îïàñíûõ òî÷êàõ  îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ è,êàê ñëåäñòâèå, 

íåïðàâèëüíîé îöåíêå óêàçàííûõ âûøå õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà åãî 

äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè  ñèëüíî ñæàòûõ ó÷àñòêîâ 

ïîâåðõíîñòè òàêèõ ïîêðûòèé öåëåñîîáðàçíî òàêæå èñïîëüçîâàòü 

èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé ïðî÷íîñòè îñíîâàííûé íà àíàëèçå 

óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàêîãî ó÷àñòêà ñëîèñòîãî 

ìàòåðèàë ïîä äåéñòâèåì ñæèìàþùèõ óñèëèé. Òàêèì îáðàçîì 

ïðèõîäèì ê ïðîáëåìå èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé óñòîé÷èâîñòè â 

ñòðóêòóðå ñëîèñòûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïîä äåéñòâèåì 

äâóõîñíûõ ñæèìàþùèõ íàãðóçîê è ïîâûøåííîãî óðîâíÿ 

òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ.  

Â ðàáîòàõ [1,2] ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ñëîèñòûõ ïîêðûòèé  ïîä 

äåéñòâèåì ñæèìàþùèõ ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê áûëà ðàññìîòðåíà â 

ðàìêàõ ìîäåëè êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñðåä íà îñíîâå òðåõìåðíîé 

ëèíåàðèçèðîâàííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïðè ìàëûõ è êîíå÷íûõ 

äîêðèòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ. Îäíàêî ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàëèñü 

ïîâûøåííûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåé òåìïåðàòóðû ñëîåâ. 

                                                 
  © Òêà÷åíêî Ý.À., ×åõîâ Â.Í.,2009 
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çîíà êîíòàêòà ìåæäó ýëåìåíòàìè 

êîíñòðóêöèé è ñëîèñòûìè ïîêðûòèÿìè ìîäåëèðóåòñÿ ñëîèñòîé 

ñðåäîé, ñîñòîÿùåé èç ñëîèñòîãî ïàêåòà ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ñëîåâ 

è ñòðóêòóðíî îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1. 

Êàæäûé ñëîé è ïîëóïðîñòðàíñòâî îòíåñåíû ê ñèñòåìå ëîêàëüíûõ 

ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò ( )k

i› , äî äåôîðìèðîâàíèÿ ñîâïàäàþùèõñ 

äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè.Çäåñü îáîçíà÷åíî 1,3i − , �  = 1, 1Ê + ,   æ  

- êîëè÷åñòâî ñëîåâ â ïîêðûòèè. Ñðåäà ñæèìàåòèñÿ ðàñïðåäåëåííûìè 

íàãðóçêàìè èíòåíñèâíîñòè ðii , êàê â ïëîñêîñòè ñëîåâ, òàê è â 

îðòîãàíàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó îòäåëüíûìè ñëîÿìè, à òàêæå 

ìåæäó ñëîÿìè è ïîëóïðîñòðàíñòâîì ïðåäïîëàãàåì óñëîâèÿ ïîëíîãî 

êîíòàêòà. Íà áåñêîíå÷íîñòè áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ 

âîçìóùåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u
G
. Ïðè ýòîì  

èññëåäóåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü â ñòðóêòóðå ñëîèñòîãî òåëà, êîãäà 

êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ è âîëíîîáðàçîâàíèÿ 

çàâèñÿò òîëüêî îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè è 

ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îòäåëüíûõ ñëîåâ ïîêðûòèÿ, à íå îò 

ðàçìåðîâ è ôîðìû âñåãî ýëåìåíòà êîíñòðóêöèé â öåëîì. Äëÿ 

îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîåâ è 

ïîëóïðîñòðàíñòâà îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ ëèíåéíî óïðóãîãî 

òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî èëè èçîòðîïíîãî òåëà. Â ëèòåðàòóðå [9] 

äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ òåðìîóñòîé÷èâîñòè òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ 

êîíñòðóêöèé è òðåõìåðíûõ òåë [1] èñïîëüçóåòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèé 

ïîäõîä. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåìïåðàòóðíîå ïîëå âëèÿåò 

òîëüêî íà äîêðèòè÷åñêîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå 

èññëåäóåìîãî òåëà. Èñïîëüçóÿ òàêîé ïîäõîä ñ÷èòàåì, ÷òî âñå 

ëèíåðèçèðîâàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîñòàíîâî÷íîãî õàðàêòåðà  

ïðèâåäåííûå â ðàáîòàõ [2], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà 

ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñëîèñòûõ ïîêðûòèé ïîä äåéñòâèåì 

ñæèìàþùèõ ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê, îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. 

Èçìåíÿþòñÿ ëèøü, âõîäÿùèå â êîýôôèöèåíòû  ëèíåàðèçèðîâàííûõ 

óðàâíåíèé óñòîé÷èâîñòè, âûðàæåíèÿ äëÿ äîêðèòè÷åñêîãî 

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè  

ñëîèñòîé ñðåäû, åñëè ïîñëåäíèå ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû. 

Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà  â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ 

òåìïåðàòóðû, åå ïðåäåëüíîãî çíà÷íèÿ lT , òåïëîôèçè÷åñêèõ, ôèçèêî-
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ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû, âèäà 

äåôîðìèðîâàíèÿ è õàðàêòåðà ñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ, ãðàíè÷íûõ 

óñëîâèé  íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû è óñëîâèé ìåæñëîåâîãî êîíòàêòà 

ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå ìàòàìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè è 

ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ î äîêðèòè÷åñêîì 

òåðìîíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè è ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîcòè 

ðàññìàòðèâàåìõ ñëîèñòûõ òåë. Â ñëó÷àå âûñîêèõ óðîâíåé îäíîðîäíîãî 

òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ñëîåâ âëèÿíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà ïðîöåññ 

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè  ñëîèñòîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà áóäåì îöåíèâàòü 

÷åðåç çíà÷åíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñëîåâ ïîêðûòèÿ 

è ïîëóïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè  ðàçëè÷íûõ 

çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû. Ïîñêîëüêó çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïðè êàæäîì 

çíà÷åíèè òåìïåðàòóðû áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ ó÷åòîì çàäàííûõ 

çíà÷åíèé ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû, òî òåìïåðàòóðà 

Ò âûïîëíÿåò çäåñü ðîëü ïàðàìåòðà. Òàêèì îáðàçîì îêîí÷àòåëüíî 

ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîñòàíîâêå èçëîæåííîé â ðàáîòàõ[1-3], 

íî ïðè ýòîì äëÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ,ij ijGα èñïîëüçóþòñÿ èõ 

çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè òåìïåðàòóðå lÒ T= .  

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîêðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, 

îáóñëîâëåííûõ ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîé, ìîæíî èñïîëüçîâàòü 

ñîîòíîøåíèÿ Äþãàìåëÿ-Íåéìàíà.  Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî 

äîêðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè, êîãäà ìàòåðèàë 

ñëîåâ è ïîëóïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî óïðóãèé, îðòîòðîïíûé 

äîêðèòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â i - îì ñëîå èìåþò âèä 
2 1 ( )

11 13 33 ( )0 13 13
11, 11 ( 1) 2 1 ( )

33 11 13 33 ( 1) 33

( )
(1 )

( )

i
i

i T i
T

a a aa a
p y y

a a a a a
σ

−

+ −
+

⎡ ⎤−
= − − − −⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
 

13
11 33 ( 1)2

13 13 33
11 33 ( ) 11 ( ) 2

1333 33
11 ( 1)

33

( )

( ) ( )
( )

T

i i

T

a
a a a

a
aa a

a
a

β β
θ β β

+

+

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 0
33, 33 11i p p yσ = − = − (2.1) 

Çäåñü îáîçíà÷åíî β αii kl
T

iiklc=  ïðè i  =1,3, l 0T T= −  сijkl - êîìïîíåíòû 

òåíçîðà óïðóãîé æåñòêîñòè îðòîòðîïíîãî òåëà. Ïðè ïîëó÷åíèè  

ôîðìóë (2.1)  èñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿ ðàâåíñòâà  äîêðèòè÷åñêèõ 

äåôîðìàöèé  0 0 0
11,1 11, 11, 1� êε ε ε += = . 
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Ïðè îäíîðîäíîì äîêðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ðåøåíèå  óðàâíåíèé 

óñòîé÷èâîñòè â ïðåäåëàõ êàæäîãî ýëåìåíòà ñëîèñòîé ñðåäû 

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ( )k
iΨ  ( 1,3; 1, 1.i k K= = + ), êîòîðûå â ñâîþ 

î÷åðåäü óäîâëåòâîðÿþò   óðàâíåíèÿì 
( )2 2 ( )

2( )
2 2( ) ( )

3 1

0
k k

ki i
ik kx x

∂ ∂η
∂ ∂

Ψ Ψ
+ = ,       (2.2) 

Â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ íàãðóæåíèÿ è ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ 

ñâîéñòâ ñðåäû êîýôôèöèåíòû ( )k
iη ìîãóò áûòü âåùåñòâåííûìè èëè 

êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè. 

Ìåæäó ýëåìåíòàìè ñëîèñòîé ñðåäû ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå 

óñëîâèé ïîëíîãî êîíòàêòà, êîòîðûå â âîçìóùåíèÿõ ìîæíî çàïèñàòü  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3 1 3

( , 0) ( , 0), 1,

( , 0) ( , 0), 1,3

k k k t t t
i i

k k k t t t
i i

P x x P x x t k

u x x u x x i

+ = − = +

+ = − =
    (2.3) 

Íà «áåñêîíå÷íîñòè» âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ 
( 1) ( 1) ( 1)

1 3( , ) 0K K K
iu x x+ + + →  ïðè ( 1)

3
Kx + → −∞      (2.4) 

Íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû ( (1)
3 0x = ) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàåì â 

íàïðÿæåíèÿõ 
(1) (1)

1( ,0)i iP x P= � .         (2.5) 

Çäåñü ( ) ( ) ( )
1 3( , )k k k

iÐ x x  - êîìïîíåíòû âîçìóùåíèé ãëàâíîãî âåêòîðà 

íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè ñîïðÿæåíèÿ � -ãî ýëåìåíòà ñðåäû; iP� -
êîìïîíåíòû âîçìóùåíèé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè. Ïðè «ìåðòâûõ» 

çíà÷åíèÿõ 33p  âåëè÷èíà 0iÐ =�  , à ïðè ñëåäÿùèõ [2,3 ]. 

(1) (1)

33 (1) (1)
( )i i i

u u
P p N N

x x
α α

α β
α β

∂ ∂δ
∂ ∂

= − −�       (2.6) 

Çäåñü ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçðåøàþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé 

èñïîëüçóåòñÿ ìàòðè÷íûé ïîäõîä, èçëîæåííûé â ðàáîòå[2,3]. 

Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îíî èìååò âèä 

, 2det 0lm l md d ++ = . , 1,2l m =       (2.7) 

Ðåøåíèå äëÿ êîíêðåòíîé ìîäåëè. Ñ÷èòàåì ìàòåðèàë ñëîåâ è  

ïîëóïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî-óïðóãèì èçîòðîïíûì. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì 

çàâèñèìîñòè 
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11 33 13 13

(1 )
, ,

(1 2 )(1 ) (1 2 )(1 ) 2(1 )

E E E
a a a G

ν ν
ν ν ν ν ν

−
= = = =

− + − + +
. (3.1) 

Çäåñü Å  è ν  -ìîäóëü óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Äëÿ 

îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì , ÷òî èññëåäóåìîå ïîêðûòèå èç òðåõ ñëîåâ, 

ñîïðÿæåíî ñ îäíîðîäíîé ïîëóïëîñêîñòüþ, à íàãðóçêà 33p  ÿâëÿåòñÿ 

«ìåðòâîé». Òåìïåðàòóðà ñëîåâ ñîñòàâëÿåò 6000Ñ. Ìàòåðèàë ñëîåâ è 

ïîëóïðîñòðàíñòâà, à òàêæå èõ ñâîéñòâà ïðè óêàçàííîé òåìïåðàòóðå 

ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Íà Ðèñ. 2 ïðèâåäåíî÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.  

Òàáëèöà 

Ìàòåð³àëè:  Å(Êã/ìì2) / ν  

Õ18Í10Ò ÀÄ1 ) ÀÌã4 ) ÀÌã6 
 

Ò0Ñ 

18700 0,3  1300/0,45  1540/0,41 1700/0,4 600 

18700 0,3  195/0,47  800/0,42 1300/0,41 615 

18700 0,3  130/0,47  800/0,43 1300/0,41 620 

18700 0,3  50/0,49  800/0,43 1300/0,41 650 

 

Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2 

Çäåñü îáîçíà÷åíî 2
11 410 ( / )t p E= ; ( ) .hH lω π= , ãäå l  – îáùàÿ 

äëÿ âñåãî ïàêåòà ñëîåâ äëèíà ïîëóâîëíû ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè; 

öèôðû âîçëå êðèâèõ ïîêàçóþò çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà 33 11y ð ð= . 

Àíàëèç ðåøåíèÿ ïîêàçàë, ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è 

óâåëè÷åíèå äàâëåíèÿ 33ð  ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ 

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íàãðóçîê 11ð  è ñîñòîÿíèå  ïîêðûòèÿ ìîæíî 

ñ÷èòàòü óñòîé÷èâûì. Îäíàêî ïðè áîëåå âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ 

òåìïåðàòóð lÒ T= , ýòîò âûâîä ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâåðíûì. Ïîýòîìó 

íåîáõîäèìî ïðîâåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. 
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ÓÄÊ 621.876.2.001.2 

Î.². Á³ëîóñ, À.Ò. Íåëüãà, Î.Ë. Áåëüìàñ  

ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÍÀ ÑÈÑÒÅÌÀ ÊÎÍÒÐÎËÞ ÐÎÇÐÈÂ²Â ÒÐÎÑ²Â 

ÃÓÌÎÒÐÎÑÎÂÎÃÎ ÊÀÍÀÒÓ 

 
Òðîñè â ãóìîòðîñîâèõ êàíàòàõ (ÃÒÊ) çàõèùåí³ â³ä âïëèâó  

çîâí³øíüîãî äîâê³ëëÿ ãóìîâîþ îáîëîíêîþ. ×åðåç öå, âîíè 

áåçïîñåðåäíüî íå âçàºìîä³þòü ç  ºëåìåíòàìè ï³äéîìíî¿ ìàøèíè òà 

àãðåñèâíèìè ðå÷îâèíàìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â çîâí³øíüîìó ñåðåäîâèù³. 

Òàê³ âëàñòèâîñò³ çàáåçïå÷óþòü ñóòòºâå (ó äåê³ëüêà ðàç) çðîñòàííÿ 

òåðì³íó  åêñïëóàòàö³¿ êàíàò³â ï³äéîìíèõ ìàøèí. Ðàçîì ç öèì, 

ïðÿìèé â³çóàëüíèé  êîíòðîëü òåõí³÷íîãî ñòàíó òðîñ³â â òàêèõ 

êàíàòàõ ðåàë³çóâàòè íåìîæëèâî. Òîìó ñòâîðåííÿ àâòîìàòè÷íî¿ 

ñèñòåìè âèÿâëåíÿ ðîçðèâó òðîñ³â ãóìîòðîñîâîãî êàíàòó – àêòóàëüíà 

íàóêîâî-òåõí³÷íà çàäà÷à ï³äâèùåííÿ áåçïåêè ºêñïëóàòàö³¿ ï³äéîìíèõ 

ìàøèí.  

Â ãóìîòðîñîâîìó êàíàò³ òðîñè ñòâîðþþòü ìàëèé, ó ïîð³âíÿíí³ ç 

ãóìîâîþ îáîëîíêîþ,  åëåêòðè÷íèé îï³ð. Ðóéíóâàííÿ òðîñ³â  ÃÒÊ 

çóìîâëþº çì³íó âåëè÷èí åëåêòðè÷íîãî îïîðó (ðèñ. 1), çàì³ðÿííîãî 

ïîì³æ áóäü-ÿêîþ ïàðîþ òðîñ³â. Õàðàêòåð çì³íè çàëåæèòü â³ä 

ô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê  òðîñ³â, ãóìè, ñõåìè çàì³ðþâàííÿ 

åëåêòè÷íîãî îïîðó  òà ì³ñöÿ  óøêîäæåííÿ.  

 
Ðèñóíîê 1- Ãóìîòðîñîâèé êàíàò 

Äîñë³äæåííÿìè çì³íè îêðåìèõ ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â 

çóìîâëåíèõ ïîøêîäæåííÿìè òðîñîâî¿ îñíîâè  ãóìîòðîñîâîãî êàíàòó  

çàéìàëèñÿ ðÿä â÷åíèõ. Îãëÿä îêðåìèõ ðîá³ò íàâåäåíî â ðîáîò³  [1],  

ìåòîäè êîíòðîëþ ñòàíó ÃÒÊ îïèñàí³ â ìîíîãðàô³¿ [2]. Ðåçóëüòàòè öèõ 

                                                 
  © Á³ëîóñ Î.²., Íåëüãà À.Ò., Áåëüìàñ Î.Ë.,2009 
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ðîá³ò íå äîçâîëÿþòü ñòâîðèòè  àâòîìàòè÷íó ñèñòåìó âèÿâëåíÿ ðîçðèâó 

òðîñ³â ãóìîòðîñîâîãî êàíàòó ç ôóíêö³ºþ âèçíà÷åííÿ ì³ñöÿ 

óøêîäæåííÿ.  

Ãóìîòðîñîâèé êàíàò ðîçãëÿäàëè, ÿê ñèñòåìó ïðîâ³äíèê³â ñòðóìó 

ç ê³ëüê³ñòþ òðîñ³â â êàíàò³. Êîæíèé ïðîâ³äíèê, îêð³ì êðàéí³õ, â 

ñèñòåì³ ââàæàâñÿ çºäíàíèì ïàðàëåëüíî ç äâóìà ñóì³æíèìè 

ïðîâ³äíèêàìè ³íøèìè íåïåðåðâíèìè ïðîâ³äíèêàìòè ñòðóìó, ùî 

â³äòâîðþâàëè åëåêòðîïðîâ³äí³ âëàñòèâîñò³ ãóìîâèõ ïðîøàðê³â â ÃÒÊ. 

Êðàéí³ ïðîâ³äíèêè ââàæàëèñÿ ïàðàëåëüíî ïðèºäíàíèìè ëèøå äî 

îäíîãî ïðîâ³äíèêà.   Ïèòîìèé îï³ð òðîñ³â òà ïèòîìà åëåêòðè÷íà 

ïðîâ³äí³ñòü ãóìè  ââàæàëèñÿ â³äîìèìè. Äëÿ òàêî¿ ìîäåë³ òà ìîäåë³ ç 

äîâ³ëüíèì óøêîäæåííÿì òðîñîâî¿ îñíîâè êàíàòó çíàéäåí³ àíàë³òè÷í³ 

çíà÷åííÿ åëåêòðè÷íîãî îïîðó äëÿ áóäü-ÿêî¿ ñõåìè ï³äêëþ÷åííÿ 

ê³íö³â òðîñó ïðè çàì³ðþâàíí³ åëåêòðè÷íîãî îïîðê ïàðè òðîñ³â â 

ãóìîòðîñîâîìó êàíàò³ ç äîâ³ëüíèìè åëåêòðîòåõí³÷íèìè 

õàðàêòåðèñòèêàìè.  

Íà ï³äñòàâ³ îòðèìàíèõ îåçóëüòàò³â ñòàëî ìîæëèâèì ðîçðîáèòè 

àâòîìàòè÷íó ñèñòåìó âèÿâëåííÿ ðîçðèâó òðîñ³â ãóìîòðîñîâîãî êàíàòó 

ç ôóíêö³ºþ âèçíà÷åííÿ ì³ñöÿ óøêîäæåííÿ. Âîíà çä³éñíþº êîíòðîëü 

çà ðîáî÷èì ñòàíîì òðîñ³â, ³äåíòèô³êóº íîìåð óøêîäæåíîãî òðîñó ³ 

âèçíà÷àº ì³ñöå óøêîäæåííÿ. 

Ðîáîòà ñèñòåìè áàçóºòüñÿ íà: 

- öèêë³÷íîìó îïèòóâàíí³ êîæíî¿ ïàðè òðîñ³â, íîìåðè ÿêèõ 

³äåíòèô³êóºòüñÿ, ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ åëåêòðè÷íîãî îïîðó ïîì³æ 

äâîìà òî÷êàìè ï³äêëþ÷åííÿ; 

- ïîð³âíÿíí³ âèì³ðþâàëüíî¿ âåëè÷èíè ïîì³æ ïàðîþ òî÷îê, 

ÿêà îïèòóºòüñÿ, ç «íîðìàòèâíîþ» âåëè÷èíîþ, ùî â³äïîâ³äàº 

íîðìàëüíîìó ñòàíó êîíòðîëüîâàíîãî âóçëà, òà çíàõîäæåíí³ 

ðåçóëüòàòó ïîð³âíÿííÿ «Ðîçðèâ âèÿâëåíî» àáî «Ñòàí ðîáî÷èé»; 

- ôîðìóâàíí³ ñèãíàëó â³äêëþ÷åííÿ åëåêòðè÷íîãî äâèãóíà 

ïðèâîäó ï³äéîìíî¿ ìàøèíè; 

- âèçíà÷åííÿ ì³ñöÿ óøêîäæåííÿ, ÿê ôóíêö³¿ çì³í 

åëåêòðè÷íèõ îïîð³â, çàì³ðÿííèõ ïîì³æ ð³çíèìè ïàðàìè òðîñ³â. 

Ñòðóêòóðíà ñõåìà àâòîìàòè÷íî¿ ñèñòåìè êîíòðîëþ   ðîçðèâó 

òðîñ³â ãóìîòðîñîâîãî êàíàòó òà âèçíà÷åííÿ ì³ñöÿ óøêîäæåííÿ 

ïîêàçàíà íà ðèñóíêó 2. 
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Ðèñóíîê 2 – Ñòðóêòóðíà ñõåìà àâòîìàòè÷íî¿ ñèñòåìè êîíòðîëþ 

ðîçðèâó òðîñ³â ÃÒÊ 

Â³äïîâ³äíî äî ïîêàçàíî¿ ñõåìè, çíà÷åííÿ åëåêòðè÷íîãî îïîðó 

òðîñ³â R1, R2, …, Rj, …, RN, ÿê ïàðàìåòðè çàëåæí³ â³ä òåõí³÷íîãî 

ñòàíó ãóìîòðîñîâîãî êàíàòó, íàäõîäÿòü ó ïðèñòð³é îá³ãó (ÏðÎá). Äëÿ 

öüîãî, ïðèñòð³é îá³ãó ó çàäàí³é ïîñë³äîâíîñò³ ï³äºäíóº êîæíó 

ô³êñîâàíó ïàðó òðîñ³â  äî âèì³ðþâàëüíî¿ ëàíêè ñèñòåìè. Êåðóºòüñÿ 

ïðèñòð³é êðîêîâèì åëåêòðîäâèãóíîì (ÊðÅëÄâ), ÿêèé çàáåçïå÷óº ÷àñ 

ïðèºäíàííÿ äàâà÷à, òàê ³ ³íòåðâàë ÷àñó ïîì³æ âèì³ðþâàííÿìè îïîðó 

çàäàíèõ ïàð òðîñ³â. Äæåðåëîì æèâëåííÿ åëåêòðîäâèãóíà º ãåíåðîòîð 

ïðÿìîêóòíèõ ³ìïóëüñ³â (ÃÏ²). Åëåêòðè÷í³ ïàðàìåòðè (ïåð³îä ãåíåðàö³¿ 

³ìïóëüñ³â, ¿õ øîðèíà) âèçíà÷àþòü òðèâàë³ñòü ïðèºäíàííÿ òðîñ³â ³ 

³íòåðâàë ÷àñó ïîì³æ âèì³ðþâàííÿìè îïîðó â³äïîâ³ôäíèõ ïàð òðîñ³â. 

Ïàðàëåëüíî âèõ³äí³ ³ìïóëüñè ÃÏ² íàäõîäÿòü ó âèçíà÷àëüíèê íîìåðà 

ïàðè òðîñ³â (ÂÍÒð), ùî ³äåíòèô³êóº ïàðó, ÿêà ó äàííèé ïåð³îä ÷àñó 

ïðèºäíàíà äî ñèñòåìè. ÂÍÒð óÿâëþº ñîáîþ äâ³éêîâèé ë³÷èëüíèê 

³ìïóëüñ³â ç äåøèôðàòîðîì. Íîìåð ïàðè òðîñ³â â³äòâîðþºòüñÿ íà 

â³äïîâ³äíîìó òàáëî ñèñòåìè (²íäèêàòîð ÍÒð). Îï³ð ï³äºäíàíî¿ ïàðè 

òðîñ³â ïåðåòâîðþºòüñÿ ó áëîö³ (ÏR/U) â åëåêòðè÷íó íàïðóãó. Íàïðóãà 

çà äîïîìîãîþ ï³äñèëþâà÷à (ÏäÍ) äîâîäèòüñÿ äî íîðìîâàíîãî 

çíà÷åííÿ. Öå çíà÷åííÿ âèçíà÷àºòüñÿ ìàêñèìàëüíîþ âåëè÷èíîþ 

ðîáî÷îãî ä³àïàçîíó àíàëîãîâî-öèôðîâîãî ïåðåòâîðþâà÷à (ÀÖÏ). 

Ïåðåòâîðþâà÷ (ÏR/U) ïîáóäîâàíî çà ñõåìîþ íåð³âíîâàæíîãî ìîñòà. 
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ÀÖÏ – ïåðåòâîðþº àíàëîãîâèé âèõ³äíèé ñèãíàë ó 10-òè ðîçðÿäíèé 

äâ³éíèêîâèé êîä. Öåé êîä íàäõîäèòü íà ñèñòåìíó øèíó äàíèõ 

ì³êðîïðîöåñîðíîãî ìîäóëþ, ñòâîðåíîãî íà îñíîâ³ îäíîêðèñòâàëüíî¿ 

ÅÎÌ Ê1816ÂÅ51 [3]. ²íôîðìàö³ÿ ïîâÿçàíà ç ôàêòîì âèíèêíåííÿ 

ïîøêîäæåííÿ òðîñó òà ðîçðàõóíêîì ì³ñöÿ öîãî óøêîäæåííÿ 

íàêîïè÷óºòüñÿ â áàç³ äàííèõ. Âèçíà÷åííÿ ïîøêîäæåíîãî òðîñà ÃÒÊ, 

òà ì³ñöÿ óøêîäæåííÿ çä³éñíþºòüñÿ ïðîãðàìíî ç âèêîðèñòàííÿì ìîâè 

íèçüêîãî ð³âíÿ (Àñåìáëåð ÌÊ 51).  

Íà ðèñ. 3 íàäàíà ñòðóêòóðíà ñõåìà àëãîðèòìó íàïðàöþâàííÿ 

òàêî¿ ïðîãðàìè. Ó ñêëàä³ ö³º¿ ñõåìè 16 àëãîðèòì³÷íèõ áëîêîâ. 

Ïî÷àòîê ðîáîòè ñèñòåìè âèçíà÷àåòüñÿ áëîêîì 1. Áëîê 2 äëÿ êîæíî¿ 

ïàðè òðîñîâ ÃTK ôîðìóº ìàñèâ íîðìàòèâíèõ îïîð³â R*
j äëÿ 

ïîð³âíÿííÿ ¿õ çíà÷åíü ³ç âàïîâàíèìè îïîðàìè Rj (áëîê 6), ÿê³ 

çàì³ðþþòüñÿ ó ïðîöåñ³ ðîáîòè àâòîìàòè÷íî¿ ñèñòåìè êîíòðîëþ. Áëîê 

3 ðîçì³ùóº ³íôîðìàö³þ ïðî çàãàëüíó ê³ëüê³òü (N) òðîñîâ ó ÃÒÊ, ÿê³ 

ï³äëÿãàþòü êîíòðîëþ.  

Ñõåìà àëãîðèòìó âêëþ÷àÿ âíóòð³øí³é ³ çîâí³øí³é öèêëè ðîáîòè 

ñèñòåìè. Âíóòð³øí³é öèêë peaëiayº îïèòóâàííÿ âèçíà÷åíîãî òðîñó 

ÃÒÊ (áëîê 5), îö³íþº éîãî ñòàí (áëîêè 6 i 7). Ó âèïàäêó íîðìàëüíîãî 

ñòàíó òðîñó, ÿêèé ùîéíî êîíòðîëþâàâñÿ — ïåðåõîäó íà êîíòðîëü 

÷åðòîâîãî (áëîê 8).  

ßêùî ñèòóàöèÿ âèíèêëà òàêîþ, ùî òðîñ âèÿâèâñÿ 

ïîøêîäæåíèì (ðîç³ðâàâñÿ), áëîê 7, ðåàãóþ÷è íà ðåçóëüòàò 

ïîð³âíÿííÿ Δ Rj,  âèäàº ëîã³÷íèé ñèãíàë «ÒÀÊ», ùî â³ä’ºäíóº 

åëåêòðîäâèãóí (áëîê 9) â³ä ñèëîâîãî êîíòóðó i «ñïîâ³ùàº» ïðî ôàêò 

ðîçðèâó òðîñó (áëîê 10). Îäíî÷àñíî, öåé ñèãíàë º êîìàíäíèì äëÿ 

ïî÷àòêó ðîçðàõóíêó Lðîç (áëîê 11) òà ³íäèêàö³¿ öüîãî ðåçóëüòàòó (áëîê 

12). Áëîê 11 íà ïåð³îä îïèòóâàííÿ ÷åðãîâîãî íîìåðó òðîñà ô³êñóº 

íîâå çíà÷åííÿ Rj àëå  äî öüîãî «îáíóëþº» ïîïåðåäíº.  

Áëîêè 13, 14 óòâîðþþòü ë³÷èëüíèê ê³ëüêîñò³ òðîñ³â, êîíòðîëü 

ÿêèõ ùå íå çäéñíåíèé. Áëîê 15 ïàïîðÿäêîâàíèé ïðèéíÿòòþ ð³øåííÿ 

îïåðàòîðîì àáî íà çóïèíêó (áëîê 16) ôóíêö³îíóâàííÿ àâòîìàòè÷íîÉ 

ñèñòåìè êîíòðîëþ (ñèãíàë «Í²»), àáî éîãî ïðîäîâæåííÿ  (ñèãíàë 

«ÒÀÊ»), Çâîðîòí³é çâ'ÿçîê áëîêó 15 ÷åðåç éîãî âèõ³ä «ÒÀÊ» ç áëîêîì 

4 óòâîðþº çîâí³øí³é öèêë ñõåìè àëãîðèòìó.  
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Ðèñóíîê 3 – Ñòðóêòóðíà ñõåìà àëãîðèòìó ôóíêö³îíóâàííÿ 

àâòîìàòè÷íî¿ ñèñòåìè êîíòðîëþ ðîçðèâó òðîñ³â ÃÒÊ 
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Âèñíîâêè. Àâòîìàòè÷íà ñèñòåìà âèÿâëåííÿ ðîçðèâó òðîñ³â 

ãóìîòðîñîâîãî êàíàòó ç ôóíêö³ºþ âèçíà÷åííÿ ì³ñöÿ óøêîäæåííÿ 

äîçâîëÿº â àâòîìàòè÷íîìó ðåæèì³ â ïðîöåñ³ åêñïëóàòàö³¿ ï³äéîìíî¿ 

ìàøèíè îáëàäíàíî¿ ïëîñêèì  ãóìîòðîñîâèì êàíàòîì êîíòðîëþâàòè 

òåõí³÷íèé ñòàí òðîñ³â çàâóëêàí³çîâàíèõ â ãóìîâó îáîëîíêó òà 

çóïèíÿòè ìàøèíó ó ðàç³ ïîðèâó áóäü-ÿêîãî òðîñà.  Ôóíêö³ÿ 

âèçíà÷åííÿ ì³ñöÿ óøêîäæåííÿ äîçâîëÿº âñòàíîâëþâàòè íîìåð 

óøêîäæåíîãî òðîñà òà â³äñòàíü â³ä ê³íöÿ êàíàòó äî ïåðåð³çó 

óøêîäæåííÿ. Âïðîâàäæåííÿ àâòîìàòè÷íî¿ ñèñòåìè êîíòðîëþ äàñòü 

çìîãó îïåðàòèâíî ïðèéìàòè ð³øåííÿ ñïðÿìîâàí³ íà ëiêâ³äàö³þ 

óøêîäæåííÿ êàíàòó, çóïèíÿòè «ðîçâèòîê» óøêîäæåíü, çìåíøèòè 

âèòðàòè ÷àñó íà â³äíîâëåííÿ ðîáî÷îãî ñòàíó ï³äéîìíî¿ ìàøèíè, à 

ãîëîâíå ï³äíÿòè ¿¿ íàä³éí³ñòü òà áåçïåêó ¿¿ åêñïëóàòàö³¿.  
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öèôðîâûõ óñòðîéñòâ íà îäíîêðèñòàëüíûõ ìèêðîêîíòðîëëåðàõ. — 

Ì. Ýíåðãîàòîìèçäàò. — 1992, 224 ñ.  

 

 

Îäåðæàíî 09.04.2009ð. 



3(62) 2009 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè» 

ISSN 1562-9945 149

ÓÄÊ 539.374 

ª.À. Ñòîðîæóê  

ÂÀÐ²ÀÖ²ÉÍÈÉ ÂÅÊÒÎÐÍÎ-Ð²ÇÍÈÖÅÂÈÉ ÌÅÒÎÄ Ó 

ÍÅË²Í²ÉÍÈÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÒÅÎÐ²¯ ÒÎÍÊÈÕ ÎÁÎËÎÍÎÊ Ç 

ÊÐÈÂÎË²Í²ÉÍÈÌÈ ÎÒÂÎÐÀÌÈ 

 
Âñòóï. Ðîçâ’ÿçàííÿ àíàë³òè÷íèìè ìåòîäàìè ô³çè÷íî ³ 

ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ îáîëîíîê Ê³ðõãîôà-Ëÿâà, 

ïîñëàáëåíèõ îòâîðàìè, ïîâ’ÿçàíî ³ç çíà÷íèìè ìàòåìàòè÷íèìè 

òðóäíîùàìè. Òîìó äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíîãî äåôîðìóâàííÿ ãíó÷êèõ 

îáîëîíîê çà ìåæåþ ïðóæíîñò³ âèêîíóþòü, â îñíîâíîìó, ç 

âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ñ³òêîâîãî âèäó, äî ÿêèõ íàëåæàòü 

ìåòîä ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü (ÌÑÐ), âàð³àö³éíî-ð³çíèöåâèé ìåòîä (ÂÐÌ) 

³ ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ). 

ÌÑÅ ðîçâ’ÿçàíî çíà÷íó ê³ëüê³ñòü îäíîâèì³ðíèõ ³ äâîâèì³ðíèõ 

íåë³í³éíèõ çàäà÷ êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü â îáîëîíêàõ ÿê ïðîñòî¿, 

òàê ³ ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ [4,7]. 

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ çà äîïîìîãîþ ÌÑÐ, â³äíîñÿòüñÿ ïåðåâàæíî 

äî â³ñåñèìåòðè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ îáîëîíîê [4,5,8]. 

Òðàäèö³éíèé ÂÐÌ, â ÿêîìó ã³ïîòåçè Ê³ðõãîôà-Ëÿâà ðåàë³çîâàí³ 

çâè÷àéíèì øëÿõîì (ï³äñòàíîâêîþ ó ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ äåôîðìàö³é 

çàì³ñòü êóò³â ïîâîðîòó íîðìàë³ ¿õ âèðàç³â ÷åðåç ïåðåì³ùåííÿ òî÷îê 

ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè), çíàéøîâ çàñòîñóâàííÿ ïðè 

ðîçâ’ÿçàíí³ ÿê â³ñåñèìåòðè÷íèõ, òàê ³ íåâ³ñåñèìåòðè÷íèõ íåë³í³éíèõ 

çàäà÷ äëÿ îáîëîíîê ïðîñòî¿ ãåîìåòð³¿ [4,6,8,9]. 

Íèæ÷å îïèñàíî âàð³àíò ÂÐÌ äëÿ äîñë³äæåííÿ 

ïðóæíîïëàñòè÷íîãî ñòàíó ãíó÷êèõ îáîëîíîê ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Òîíêó äîâ³ëüíó îáîëîíêó òîâùèíè h , ÿêà 

ïîñëàáëåíà îòâîðàìè ³ çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ ïîâåðõíåâèõ 

{ } { }1 2 3, ,
T

p p p p=  òà êðàéîâèõ { } { }, , ,
T

k k k k km T S Q M= ñèë, â³äíåñåìî äî 

êðèâîë³í³éíî¿ îðòîãîíàëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( )1 2, ,α α γ . Íåõàé ïðè 

ï³äâèùåíèõ ð³âíÿõ íàâàíòàæåííÿ â îáîëîíö³ âèíèêàþòü ïëàñòè÷í³ 

äåôîðìàö³¿ ¿¿ ìàòåð³àëó ³ ñê³í÷åíí³ ïðîãèíè.  

                                                 
  © Ñòîðîæóê ª.À.,2009 
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Çâ’ÿçîê ì³æ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äåôîðìàö³é ³ âåêòîðà 

ïåðåì³ùåíü òî÷îê ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ çàïèøåìî íà îñíîâ³ 

ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíî¿ òåîð³¿ íåïîëîãèõ îáîëîíîê ó êâàäðàòè÷íîìó 

íàáëèæåíí³, â ÿê³é ïðèéíÿò³ ã³ïîòåçè Ê³ðõãîôà-Ëÿâà. Âèðàçè äëÿ 

êîìïîíåíò ìåìáðàííî¿ ( )ijε  ³ çãèííî¿ ( )ijμ  äåôîðìàö³é ïîäàìî ó 

âåêòîðí³é ôîðì³: 
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= − ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂

G GGG
1

1 1

U
n

A
θ

α
∂

= ⋅
∂

G
G

(1 2)→ ;  (1) 

12 2 1

1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2

2 ,
n U n U

å å
A A A A A A

θ θμ
α α α α α α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

G G G GG GG G
 

äå 1 2,A A – ïàðàìåòðè Ëàìå; 1 2, ,e e n
G G G

 - îðòè êðèâîë³í³éíî¿ îðòîãîíàëüíî¿ 

ñèñòåìè êîîðäèíàò ( 1 2, ,α α γ ); 1 2U ue ve wn= + +
G G G G

 - âåêòîð ïåðåì³ùåíü; 

1 1 2 2e eθ θ θ= +
G G G

- âåêòîð êóò³â ïîâîðîòó äîòè÷íèõ äî êîîðäèíàòíèõ ë³í³é.  

Ïðèéìàþ÷è, ùî íàâàíòàæåííÿ ïðîñòå, ïðè äîñë³äæåíí³ 

äåôîðìóâàííÿ îáîëîíîê çà ìåæåþ ïðóæíîñò³ áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ 

ñï³ââ³äíîøåííÿìè òåîð³¿ ìàëèõ ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é. 

Âíóòð³øí³ çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè ïîäàìî ó âèãëÿä³: 

11 11 1 11 1 12

1 1 2 2

n n
T S e M e M

A Aα α
∂ ∂

= + ⋅ + ⋅
∂ ∂

G GG G
;

12 12 2 12 2 11

2 2 1 1

n n
T S e M e M

A Aα α
∂ ∂

= + ⋅ + ⋅
∂ ∂

G GG G
; 

0
11 11 11

ÍS S S= + ;  0
12 12 12

ÍS S S= + ;  0
11 11 11

ÍM M M= + ;  0
12 12 12

ÍM M M= + ; 

2

11 11
2

h

h

S dσ γ
−

= ∫ ; 
2

12 12
2

h

h

S dσ γ
−

= ∫ ; 
2

11 11
2

h

h

M dσ γ γ
−

= ∫ ; 
2

12 12
2

h

h

M dσ γ γ
−

= ∫ ;(2) 

0 0 0(( , , ) ( , , ), ( , , )), (1 2)H H H
ij ij ij ij ij ij ij ij ijS M S M S Mσ σ σ→ ↔ , 

äå ijσ - êîìïîíåíòè íàïðóæåíü â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ îáîëîíêè; âåëè÷èíè ç 

³íäåêñàìè «0» ³ «Í» çâåðõó â³äïîâ³äàþòü ë³í³éíèì ³ íåë³í³éíèì 

÷ëåíàì ó â³äïîâ³äíèõ âèðàçàõ. 
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Â³äì³òèìî, ùî êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ îáîëîíêè, âèçíà÷åí³ çà 

ôîðìóëàìè (1), º åíåðãåòè÷íèìè â³äíîñíî ñèìåòðè÷íèõ çóñèëü ( ijS ) ³ 

ìîìåíò³â ( ijM ), òîáòî â³äïîâ³äàþòü ¿ì ó âèðàç³ äëÿ åíåðã³¿ äåôîðìàö³¿.  

Çì³øàíèé ôóíêö³îíàë äëÿ ãíó÷êèõ ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ 

îáîëîíîê. Ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ð³âíÿííÿ â ïåðåì³ùåííÿõ òåîð³¿ òîíêèõ 

îáîëîíîê ïðè çàñòîñóâàíí³ ÌÑÅ ³ ÂÐÌ îòðèìóþòü ç óìîâ 

ñòàö³îíàðíîñò³ ôóíêö³îíàëó Ëàãðàíæà, â ÿêîìó êóòè ïîâîðîòó 1θ  ³ 2θ  

îá÷èñëþþòüñÿ ÷åðåç âåêòîð ïåðåì³ùåíü U
G
 ó â³äïîâ³äíîñò³ ç 

ôîðìóëàìè (1), ùî ïðèâîäèòü äî ïîÿâè ïîõ³äíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ³ 

óñêëàäíþº ïðîöåñ äèñêðåòèçàö³¿. Àëüòåðíàòèâíèé øëÿõ ïîëÿãàº â 

ïðèéíÿòò³ êóò³â ïîâîðîòó 1θ  ³ 2θ çà íåçàëåæí³ ôóíêö³¿, ðåàë³çàö³¿ 

çâ’ÿçêó êóò³â ïîâîðîòó ç âåêòîðîì ïåðåì³ùåíü çà äîïîìîãîþ 

ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà ³ ïîáóäîâ³ â³äïîâ³äíîãî çì³øàíîãî ôóíêö³îíàëó, 

ÿêèé íå ì³ñòèòü ïîõ³äíèõ âèùå ïåðøîãî ïîðÿäêó. Òàêèé ï³äõ³ä äî 

ïîáóäîâè ôóíêö³îíàëà äëÿ òîíêèõ îáîëîíîê º, ïî ñóò³, ðåàë³çàö³ºþ 

ã³ïîòåç Ê³ðõãîôà-Ëÿâà çà äîïîìîãîþ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà. Ñòîñîâíî 

ÂÐÌ, ìåòîä ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà äëÿ ðåàë³çàö³¿ ã³ïîòåç Ê³ðõãîôà-

Ëÿâà, íàïåâíå, âïåðøå áóâ çàïðîïîíîâàíèé â ðîáîò³  [2] ç ïîäàëüøèì 

ïðîäîâæåííÿì â [3,6,8,9].  

Ç óìîâ ñòàö³îíàðíîñò³ çì³øàíîãî ôóíêö³îíàëó îòðèìàºìî 

ñèñòåìó íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü, ÿêà îïèñóº íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé 

ñòàí îáîëîíêè ïðè ñóì³ñíîìó âðàõóâàíí³ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é ³ 

ñê³í÷åííèõ ïðîãèí³â. Ðîçðîáëåíà â ðîáîò³ ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçàííÿ 

íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ 

íàáëèæåíü (ïðîñòèõ ³òåðàö³é) â ïîºäíàíí³ ç âàð³àö³éíèì âåêòîðíî-

ð³çíèöåâèì ìåòîäîì (ÂÂÐÌ). Â öüîìó âèïàäêó ë³íåàðèçîâàíèé 

çì³øàíèé ôóíêö³îíàë ç âèêîðèñòàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (1), (2) 

çàïèøåìî ó âèãëÿä³: 

( )0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 11 22 22 12 12 11 11 22 22 12 12

1
2

2
ËÍÏ S S S M M M dε ε ε μ μ μ

Σ

= + + + + + Σ +∫∫  

( ) ( ) 0 0 0
11 1 12 2 1 22 2 12 1 2 11 11 22 22 12 12

H H HS S S S S S Sθ θ θ θ θ θ ε ε ε
Σ

⎡+ + + + + + + +⎣∫∫

 ] )(11 11 22 22 12 12 1 1 2 22H H H
PM M M d T T d Aγ γ γ γμ μ μ ε ε

Σ

+ + + Σ + + Σ −∫∫ ,  (3) 
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äå PA - ðîáîòà çîâí³øí³õ ïîâåðõíåâèõ ³ êîíòóðíèõ ñèë; Σ - îáëàñòü 

ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè; 1 2,T Tγ γ  - ìíîæíèêè Ëàãðàíæà; 1 2,γ γε ε - 

âèðàçè âèäó: )(1 1

1 1

1 2
U

å n
Aγε θ

α
∂

= − ⋅ + ⋅ →
∂

GG G G
.  

Â çì³øàíîìó ôóíêö³îíàë³ (3) íåìàº ïîõ³äíèõ âèùå ïåðøîãî 

ïîðÿäêó, ðîçâ’ÿçóþ÷èìè º ñ³ì ôóíêö³é ( 1 2 1 2, , , , , ,u v w T Tγ γθ θ ), ÿê³ ìîæíà 

íåçàëåæíî âàð³þâàòè. 

Ìåòîäèêà ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ äëÿ 

òîíêèõ îáîëîíîê. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îáëàñòü ( )Σ  çì³íè 

êîîðäèíàò ( )1 2,α α  º ñêëàäíîþ, òîáòî òàêîþ, â ÿê³é íå âñ³ êîíòóðí³ 

ë³í³¿ ñï³âïàäàþòü ç êîîðäèíàòíèìè ë³í³ÿìè. Äëÿ îòðèìàííÿ 

ð³çíèöåâèõ ð³âíÿíü ðîçáèâàºìî îáëàñòü ( )Σ  íà ( )ÔK  êðèâîë³í³éíèõ 

÷îòèðèêóòíèõ ôðàãìåíò³â, â êîæíîìó ç ÿêèõ ââîäèìî ëîêàëüíó 

êîñîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ( ),ξ η . 

Ïåðåéäåìî ó ãåîìåòðè÷íèõ òà ô³çè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ äî 

êîñîêóòíèõ êîîðäèíàò ( ),ξ η  ³ ïåðåòâîðèìî ôóíêö³îíàë  (3) äî 

âèãëÿäó: 

0 2 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0
11 22 33 12 13 23

1

1
( ) ( ) ( ) 2 2 2

2

Ô

k

K
ËÍ

k

Ï d d d d d dξξ ηη ξη ξξ ηη ξξ ξη ηη ξηε ε ε ε ε ε ε ε ε
= Σ

⎧
⎡= + + + + + +⎨ ⎣

⎩
∑ ∫∫

 2 2 2
44 55 66 45 46 564 2 4 4d d d d d d dξξ ηη ξη ξξ ηη ξξ ξη ηη ξημ μ μ μ μ μ μ μ μ ⎤+ + + + + + Σ +⎦  

[ 0 0 0( ) ( )
k

H H HS S S S S S Sξξ ξ ξη η ξ ηη η ξη ξ η ξξ ξξ ηη ηη ξη ξηθ θ θ θ θ θ ε ε ε
Σ

+ + + + + + + +∫∫

 ) }(2 ,
k

H H H
PM M M d T T d Aξξ ξξ ηη ηη ξη ξη ξγ ξγ ηγ ηγμ μ μ ε ε

Σ

⎤+ + + Σ + + Σ −⎦ ∫∫  (4) 

äå 11 12 66, ,...d d d  - åëåìåíòè ìàòðèö³ æîðñòêîñòåé îáîëîíêè. 

Îáëàñòü çì³íè ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò ( ),ξ η , ÿêà äëÿ êîæíîãî 

ôðàãìåíòó º ïðÿìîêóòíèêîì, ïîêðèâàºìî îñíîâíîþ ( ),i j  ³ 

äîïîì³æíîþ 
1 1

,
2 2

i j
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ñèñòåìàìè ñ³òîê ç êðîêàìè l  ³ δ  âçäîâæ 

êîîðäèíàòíèõ ë³í³é ξ  ³ η , ó âèðàç³ (4) äëÿ çì³øàíîãî ôóíêö³îíàëó 

ïåðåõîäèìî â³ä äèôåðåíö³þâàííÿ äî ñê³í÷åííèõ  ð³çíèöü ³ â³ä 

³íòåãðóâàííÿ – äî ï³äñóìîâóâàííÿ çà ôîðìóëîþ ïðÿìîêóòíèê³â.  
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Êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ îáîëîíêè â êîñîêóòí³é ñèñòåì³ 

êîîðäèíàò ( ),ξ η  îá÷èñëþþòüñÿ íàáëèæåíî çà ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâèìè 

ôîðìóëàìè: 

0 2
1 1 1
, , ,

2 2 2

1
;

2i j i j i j
ξξ ξξ ξε ε θ

+ + +
= +  1, ,0

1 1
, ,

2 2

;i j i j

i j i j

U U r

lξξε
ξ

+

+ +

− ∂
= ⋅

∂

G G G
 

0 2
1 1 1

, , ,
2 2 2

1

2i j i j i j
ηη ηη ηε ε θ

+ + +
= + ; , 1 ,0

1 1
, ,

2 2

i j i j

i j i j

U U r
ηηε

δ η
+

+ +

− ∂
= ⋅

∂

G G G
; 

 1, ,
1 1
, ,

2 2

;
2

i j i j

i j i j

r
ξ

θ θ
θ

ξ
+

+ +

+ ∂
= ⋅

∂

G G G
, 1 ,

1 1
, ,

2 2

;
2

i j i j

i j i j

r
η

θ θ
θ

η
+

+ +

+ ∂
= ⋅

∂

G G G
 

0
1 1 1 1 1 1 1 1
, , , , 1 , 1,

2 2 2 2 2 2 2 2

1

4i j i j i j i j i j i j
ξη ξη ξ ξ η ηε ε θ θ θ θ

+ + + + + + + + + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; 

1, , 1, 1 , 10
1 1 1 1
, , , 1

2 2 2 2

1

2
i j i j i j i j

i j i j i j

U U U Ur r

l lξηε
η η

+ + + +

+ + + + +

⎛ ⎞− −∂ ∂
= ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ∂ ∂ ⎠⎝

G G G GG G
 

, 1 , 1, 1 1,
1 1

, 1,
2 2

1

2
i j i j i j i j

i j i j

U U U Ur r

δ ξ δ ξ
+ + + +

+ + +

⎛ ⎞− −∂ ∂
+ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ∂ ∂ ⎠⎝

G G G GG G
; 

1, , 1, ,
1 1 1
, , ,

2 2 2

i j i j i j i j

i j i j i j

U Ur n

l lξξ

θ θ
μ

ξ ξ
+ +

+ + +

− −∂ ∂
= − ⋅ + ⋅

∂ ∂

G G G GG G
;   (5) 

, 1 , , 1 ,
1 1 1

, , ,
2 2 2

i j i j i j i j

i j i j i j

U Ur n
ηη

θ θ
μ

δ η δ η
+ +

+ + +

− −∂ ∂
= − ⋅ + ⋅

∂ ∂

G G G GG G
; 

1, , 1, 1 , 1
1 1 1 1
, , , 1

2 2 2 2

1
2

2
i j i j i j i j

i j i j i j

r r

l lξη

θ θ θ θ
μ

η η
+ + + +

+ + + + +

⎛ ⎞− −∂ ∂
= − ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟⎜ ∂ ∂ ⎠⎝

G G G GG G
 

, 1 , 1, 1 1, 1, ,
1 1 1

, 1, ,
2 2 2

1 1

2 2
i j i j i j i j i j i j

i j i j i j

U Ur r n

l

θ θ θ θ
δ ξ δ ξ η

+ + + + +

+ + + +

⎛ ⎛⎞− − −∂ ∂ ∂
− ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎜ ⎜⎟⎜ ⎜∂ ∂ ∂⎠⎝ ⎝

G G G G G GG G G

1, 1 , 1 , 1 , 1, 1 1,
1 1 1
, 1 , 1,

2 2 2

1
,

2
i j i j i j i j i j i j

i j i j i j

U U U U U Un n n

l η δ ξ δ ξ
+ + + + + + +

+ + + + +

⎛⎞ ⎞− − −∂ ∂ ∂
+ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜⎟ ⎟⎜∂ ∂ ∂⎠ ⎠⎝

G G G G G GG G G
 

äå r
G
 - ðàä³óñ-âåêòîð òî÷îê ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³. 

Çàóâàæèìî, ùî ³äåÿ çàñòîñóâàííÿ ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü ó 

âåêòîðíèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ ëåæèòü  â îñíîâ³ ìåòîäó êðèâîë³í³éíèõ 

ñ³òîê  [1]. 

²íòåãðàëè ó ôóíêö³îíàë³ (4) çàì³íþþòüñÿ ñóìàìè çà ñõåìîþ: 
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( )

1
0 2 2 0

11 44 1
,1 1 2

...

1
( ) ( )

2

k

k kI J
Í Í

i ji j

d

d d T S S S Mξξ ξξ ξγ ξγ ξξ ξ ξη η ξ ξξ ξξ ξξ ξξε μ ε θ θ θ ε μ ω

Σ

−

+= =

Σ =

⎧ ⎫⎡ ⎤= + + + + + + +⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭

∫∫

∑ ∑

1
0 2 2 0

22 55 1
,1 1 2

1
( ) ( )

2

k kI J
Í Í

i ji j

d d T S S S Mηη ηη ηγ ηγ ηη η ξη ξ η ηη ηη ηη ηηε μ ε θ θ θ ε μ ω
−

+= =

⎧ ⎫⎡ ⎤+ + + + + + + +⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑

1 1
0 2 0 0 0 0 0 0 2

33 12 13 23 66
1 1

1
( ) 2 2 2 4

2

k kI J

i j

d d d d dξη ξξ ηη ξξ ξη ηη ξη ξηε ε ε ε ε ε ε μ
− −

= =

⎧ ⎡+ + + + + +⎨ ⎣⎩
∑ ∑

}0
45 46 56 1 1

,
2 2

2 4 4 2Í Í

i j
d d d S M p Uξξ ηη ξξ ξη ηη ξη ξη ξη ξη ξημ μ μ μ μ μ ε μ ω

+ +
⎤+ + + + + − ⋅⎦

GG
, (6) 

äå ( ),ω ξ η  - ÷àñòèíà åëåìåíòà ïëîù³ ( )1 2A A J lδ   ç öåíòðîì â òî÷ö³ 

( ),ξ η , ÿêà íàëåæèòü ôðàãìåíòó ( )kΣ ; J - ÿêîá³àí; 1 1 2 2 3p p e p e p n= + +
G G G G

 

-  âåêòîð ïîâåðõíåâèõ ñèë. 

Ç óìîâ ñòàö³îíàðíîñò³ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ôóíêö³îíàëó (4) 

îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³çíèöåâèõ ð³âíÿíü, ÿêà ó âíóòð³øíüîìó âóçë³ 

( ),i j  ôðàãìåíòà ìàº âèãëÿä: 

( )
1 1
,

2 2

1
,0 0 2

1
,

2

1
,0 0 2

1
,

2

1

4 i j

i j

i j

i j

i j

r r
T T T n

l

r r
T T T n p

ξξ ξη ξγ

ξη ηη ηγ

ω
ξ η

ω ω
δ ξ η + +

+

−

+

−

⎧⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎪ + + +⎨⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪⎣ ⎦⎩
⎡⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂

+ + + + +⎢⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎢⎣ ⎦ ⎣

G G G

G G G G

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 1 1 11 1 , ,, 2 2 2 22 2

1 , 1 ,

1 1 2 2 3

0

, , , ,

i j i ji j

i j i jp p p e Ô

e Ô e Ô n Ô

ω ω ω
− + − −+ −

⎫⎤⎪+ + + ⋅ + =⎥⎬
⎥⎪⎦⎭

→

G G G G

G G G
; 

1 1
, ,

2 2
1 , 1 1 1 ,

, ,
2 2

;
i j i jÍ Í Í Í

i j i j
i j i j

r r r r
Ô T T T T e

l ξξ ξη ξη ηη

ω ω
ξ η δ ξ η

+ +

− −
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äå kÔ - íåë³í³éí³ ÷ëåíè ð³âíÿíü, ÿê³ â³äîì³ ç ïîïåðåäíüîãî 

íàáëèæåííÿ. 

Ïîñë³äîâíà ï³äñòàíîâêà ð³çíèöåâèõ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ 

êîìïîíåíò äåôîðìàö³¿ ³ âíóòð³øí³õ çóñèëü òà ìîìåíò³â â (7) 

ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü, ÿêà â 

ìàòðè÷í³é ôîðì³ çàïèñóºòüñÿ òàê: 

[ ] { } { } { }A V P Ô= + ,        (8) 

äå [ ]A  - ìàòðèöÿ ñèñòåìè (8); { }V  - ãëîáàëüíèé âåêòîð âóçëîâèõ 

íåâ³äîìèõ; { }P  - âåêòîð íàâàíòàæåíü; { }Ô - âåêòîð íåë³í³éíîñòåé. 

Âèñíîâêè. Òàêèì ÷èíîì, â ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî âàð³àíò ÂÂÐÌ 

äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ô³çè÷íî ³ ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíèõ çàäà÷ òåîð³¿ 

òîíêèõ îáîëîíîê, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà ðåàë³çàö³¿ ã³ïîòåç Ê³ðõãîôà-Ëÿâà 

çà äîïîìîãîþ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà, çàïèñ³ ãåîìåòðè÷íèõ 

ñï³ââ³äíîøåíü ó âåêòîðí³é ôîðì³ òà ðîçáèòò³ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 

îáîëîíêè íà êðèâîë³í³éí³ ÷îòèðèêóòí³ ôðàãìåíòè. Ðîçðîáëåíà 

ìåòîäèêà äîçâîëèëà ïîáóäóâàòè äëÿ òîíêèõ îáîëîíîê ôóíêö³îíàë, 

ÿêèé íå ì³ñòèòü ïîõ³äíèõ âèùå ïåðøîãî ïîðÿäêó, à òàêîæ ïîâí³ñòþ 

âèêëþ÷èòè íåãàòèâíèé âïëèâ æîðñòêèõ ïåðåì³ùåíü íà çá³æí³ñòü 

ðåçóëüòàò³â ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíê³â òà íàäàº ìîæëèâ³ñòü ðîçâ’ÿçóâàòè 

ë³í³éí³ ³ íåë³í³éí³ çàäà÷³ äëÿ îáîëîíîê ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿, çîêðåìà, 

ïîñëàáëåíèõ îòâîðàìè ³ âèð³çàìè ð³çíîìàí³òíî¿ ôîðìè. 
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À.Ñ. Òêà÷åíêî, È.À. Êîëåñíèê, Ñ.Ð. Ðàõìàíîâ  
ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÒÅÐÆÍß ÌÅÕÀÍÈÇÌÀ ÓÄÅÐÆÀÍÈß ÎÏÐÀÂÊÈ 

ÑÒÀÍÎÂ ÒÐÓÁÎÏÐÎÊÀÒÍÎÃÎ ÀÃÐÅÃÀÒÀ 

 
Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé ïðè ïðîèçâîäñòâå 

ãîðÿ÷åêàòàíûõ áåñøîâíûõ òðóá íà ñòàíàõ òåõíîëîãè÷åñêîé ëèíèè 

òðóáîïðîêàòíîãî àãðåãàòà (ÒÏÀ) ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòåííîñòü ïîëó÷åííûõ 

ãèëüç, îïðåäåëÿþùèõ êà÷åñòâî ãîòîâîé ïðîäóêöèè. 

Òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ñòàíäàðòàìè ê ãîðÿ÷åêàòàíûì 

òðóáàì, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïî òî÷íîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ 

ïðîäóêöèþ, âûïóñêàåìóþ îòå÷åñòâåííîé ïðîìûøëåííîñòüþ, 

íåîáõîäèìî äîâåñòè äî óðîâíÿ ìèðîâûõ äîñòèæåíèé. Ðÿä îòðàñëåé 

ïðîìûøëåííîñòè âûäâèãàþò îïðåäåëåííî æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê  

òî÷íîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ãèëüç è  êà÷åñòâó ãîòîâûõ 

òðóá [1].  

Îñîáåííîñòè òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà ãîðÿ÷åêàòàíûõ 

áåñøîâíûõ òðóá, ïîëó÷åííûõ ïðåèìóùåñòâåííî ñïîñîáîì âèíòîâîé 

ïðîêàòêè, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ãèëüç ñ îïðåäåëåííîé íàâåäåííîé 

ðàçíîñòåííîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòåííîñòü ïîëó÷åííûõ ãèëüç 

óñòðàíÿåòñÿ ÷àñòè÷íî èëè íå óñòðàíÿåòñÿ âîîáùå ïðè ïîñëåäóþùèõ 

òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íà îñòàëüíûõ ñòàíàõ âñåãî 

òåõíîëîãè÷åñêîãî öèêëà ÒÏÀ. 

Îòêëîíåíèå ñòåðæíÿ îïðàâêè îò èñõîäíîé îñè ïðîêàòêè âëèÿåò 

íà óñëîâèÿ ôîðìèðîâàíèÿ î÷àãà äåôîðìàöèè íà ñòàíàõ ÒÏÀ. 

Âèáðîàêòèâíîñòü ñòàíîâ ÒÏÀ âûçâàíî çíà÷èòåëüíûìè êîëåáàíèÿìè 

ñòåðæíÿ ìåõàíèçìà óäåðæàíèÿ îïðàâêè. Ñëåäîâàòåëüíî, íàðóøåíèå 

ñòàáèëüíîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðîøèâêè çàãîòîâîê â 

ãèëüçû íà ïðîøèâíîì ñòàíå, ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè ãèëüç íà 

àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå è ðàñêàòêè ãèëüç íà ðàñêàòíîì ñòàíå â 

êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäÿò ê ïîëó÷åíèþ òðóá ïîâûøåííîé 

ðàçíîñòåííîñòè. Çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé 

ðàçíîñòåííîñòè ãîòîâûõ òðóá ñîñòàâëÿþò èçìåíåíèÿ ïî òîëùèíå 

ñòåíêè ãèëüç, ÷òî îáóñëîâëåíî â îñíîâíîì êîëåáàíèÿìè ñòåðæíÿ ñ 

îïðàâêîé â î÷àãå äåôîðìàöèè ñòàíîâ ÒÏÀ. 

                                                 
  © Òêà÷åíêî À.Ñ., Êîëåñíèê È.À., Ðàõìàíîâ Ñ.Ð., 2009  
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Ðèñóíîê 1 - Ñõåìà ïðîöåññà ïðîøèâêè ãèëüç íà ïðîøèâíîì ñòàíå 

 
Ðèñóíîê 2 - Ñõåìà ïðîêàòêè ãèëüç íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå 

 
Ðèñóíîê 3 - Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñòåðæíåâîé ñèñòåìû ìåõàíèçìà 

óäåðæàíèÿ îïðàâêè 

Íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ñíèæåíèÿ ðàçíîñòåííîñòè áåñøîâíûõ 

òðóá ÿâëÿåòñÿ ïîâûøåíèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû 

«çàãîòîâêà (ãèëüçà) – îïðàâêà – ñòåðæåíü». Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî 

ýòî âîçìîæíî âíåäðåíèåì ñîâåðøåííûõ êîíñòðóêöèé öåíòðîâàòåëåé è 

óïîðíî-ðåãóëèðîâî÷íîãî ìåõàíèçìà, ñòàáèëèçèðóþùèõ 

âèáðîàêòèâíîñòü ñòåðæíÿ îïðàâêè è ãèëüçû (òðóáû) íà âûõîäíîé 

ñòîðîíå ñòàíîâ ÒÏÀ [2]. 

Èíòåíñèôèêàöèÿ ïðîöåññà ïðîèçâîäñòâà ãîðÿ÷åêàòàíûõ òðóá â 

óñëîâèÿõ ñóùåñòâóþùåé òåíäåíöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì 

óâåëè÷åíèÿ óãëà ïîäà÷è ðàáî÷èõ âàëêîâ ñòàíîâ âèíòîâîé ïðîêàòêè, 
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÷òî òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíóþ îöåíêó óðîâíÿ äèíàìè÷åñêîé 

íàãðóæåííîñòè ñèñòåìû «çàãîòîâêà (ãèëüçà) – îïðàâêà – ñòåðæåíü». 

Äèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ñòåðæíåâîé ñèñòåìû ìåõàíèçìà 

óäåðæàíèÿ îïðàâêè ñ ïðîøèâàåìîé çàãîòîâêîé èëè ïðîêàòûâàåìîé 

ãèëüçîé (òðóáîé), â îáëàñòè áîëüøèõ óãëîâ ïîäà÷è ðàáî÷èõ âàëêîâ, 

îáóñëîâëåíî âûñîêèìè òåìïàìè ïðîêàòêè, ñóùåñòâåííûìè 

èçìåíåíèÿìè ìàññû òðóáû è äðóãèìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû. 

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ó÷òåì 

âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè, ïîãîííîé ìàññû ïåðåìåùàþùåéñÿ 

òðóáû è äðóãèõ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íà óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè 

òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ïðîèçâîäñòâà ãîðÿ÷åêàòàíûõ òðóá íà 

ñòàíàõ ÒÏÀ. Â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìîäåëè âîñïîëüçóåìñÿ 

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíåâîé 

ñèñòåìû ìåõàíèçìà óäåðæàíèÿ îïðàâêè â âèäå: 

( ) ( ) ( ), ,
, ,

4 2

04 2
d y x t d y x t

EJ m q x t
dx dt

+ =       (1) 

ãäå 0m  – ïîãîííàÿ ìàññà ñòåðæíÿ îïðàâêè; EJ – æåñòêîñòü ñòåðæíÿ 

îïðàâêè; ( ),q x t – èíòåíñèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ ïðîêàòûâàåìîé òðóáû. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â çàìêíóòîì âèäå 

âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà. 

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàçäåëèâ íà 0m  óðàâíåíèå (1), îïåðàòîð 

ñèñòåìû ïðåäñòàâèì: 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,,
4 2

2
4 2

0

d y x t d x t q x t
L x t a

mdx dt
= + −      (2) 

ãäå ;2

0

EJ
a

m
=  ( ) ( ),',

2

0 2
d y x t

q x t q mq
dt

= − ; q 0  – ïîñòîÿííàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ èíòåíñèâíîñòè âîçäåéñòâèÿ òðóáû (ãèëüçû). 

Ñîãëàñíî [3]  õàðàêòåð íàðàñòàíèÿ ìàññû ïðîêàòûâàåìîé òðóáû 

âî âðåìåíè ïðè ðåàëèçàöèè òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà íà ñòàíàõ 

ÒÏÀ  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîãî çàêîíà  

,*1
Vt

m mq Kq
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ = ⋅ +
A

 

ãäå *K  – êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ ïîãîííîé ìàññû ãèëüçû â ïðîöåññå 

ïðîøèâêè çàãîòîâêè, ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè èëè ðàñêàòêè ãèëüçû. 
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Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4] àáñîëþòíîå óñêîðåíèå 

ïðîêàòûâàåìîé òðóáû ïðåäñòàâèì â âèäå: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,
, , , ,2 2 2 2

22
2 2 2

d y x t y x t y x t y x t
V V

x tdt t x

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂
   (3) 

òîãäà äëÿ èíòåíñèâíîñòè íàãðóçêè îò äåéñòâèÿ ïðîêàòûâàåìîé òðóáû 

çàïèøåì 

( ) ( ) ( ) ( ) ,
, , , ,2 2 2

20 2
2 2

0 0 0

q mq x t y x t y x t y x tq V V
m m m x tt x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ∂ ∂ ∂
= − + +

∂ ∂∂ ∂
 (4) 

ãäå ( ),y x t  - äèíàìè÷åñêèå ïðîãèáû ñòåðæíåâîé ñèñòåìû ìåõàíèçìà 

óäåðæàíèÿ îïðàâêè; mq′  - ïîãîííàÿ ìàññà òðóáû; V  - ñêîðîñòü 

äâèæåíèÿ òðóáû (ñêîðîñòü ïðîêàòêè). 

Èñïîëüçóÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ôóíêöèè ( )X xu  äèíàìè÷åñêèå 

ïðîãèáû ñòåðæíÿ îïðàâêè ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà Ôóðüå ñîãëàñíî [4] 

( ) ( ) ( ), .
1

n
y x t X x T tu u

u
= ⋅∑

=
       (5) 

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ïðîöåäóðîé Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà è 

ïîñëå ïîäñòàíîâîê ïîëó÷èì ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè 

ñëåäóþùåãî âèäà: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ,

2 2

2 21 00
2

1 00
22

2
21 00

0
00

d T tm n d Tqj u X x X x dxujm udt dt

tm n dT dX xq u uX x dxjm r dt dxuj

tm n d X xV q uT T X x dxuj j jr m u dxj
q t

X x dxjm rj

υ

υ

υ
ϕ

υ

′
+ +∑ ∫

=
′

+ +∑ ∫
=

′
+ + =∑ ∫

=

= ∫⋅

    (6) 

ãäå ( )T tu  – èñêîìàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ; jϕ  

- ÷àñòîòà j – îé ôîðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îïðàâêè. 
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Ôóíäàìåíòàëüíûå ôóíêöèè çàäà÷è îïðåäåëÿåì ïóòåì 

ïðåäâàðèòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé, 

âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (6) â âèäå: 

1. ( ) ( ) ( ) ( )sin sin ;
0 0

Vt
X x X x dx j u duj

ξ
πξ πξ ξ= ⋅∫ ∫A  

2. ( ) ( ) ( ) ( )sin cos ;4

0 0

Vt X xuX x dx u dj dx

ξπ πξ πξ ξ= ⋅∫ ∫A
A

 

3. ( ) ( ) ( ) ( )sin sin ;
22

20 0

Vt d X x uuX x dx j u dj dx

ξπ πξ πξ ξ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ⋅∫ ∫A
A

 

4. ( ) ( ) ( )sin ( cos ;1
0 0

Vt
X x j d jj j

ξ
πξ ξ πξ

π
= = −∫ ∫

AA     (7) 

5. ( ) cos .12 21
2 20 0

x
r X x dx dxj j

π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = − =∫ ∫
A A A

A
 

Äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáùåì âèäå âîñïîëüçóåìñÿ 

áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè 

( ) ;fT W ñòj j
ξ

ξ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ = ⋅   ( ) ;fT Wu u ñò

ξ
ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ = ⋅  

;
0

mq
m

β = ;V
j Vêð

α =  ;
0

j V EJ
Vêð m

π=
A

 ,Vtξ =
A

    (8) 

ãäå ξ  – áåçðàçìåðíàÿ ïåðåìåííàÿ çàäà÷è; fñò  – âåëè÷èíà 

ñòàòè÷åñêîãî ïðîãèáà ñòåðæíåâîé ñèñòåìû ïî îñè ïðîêàòêè â ñåðåäèíå 

ïðîëåòà ;
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
A

 jα  – ïàðàìåòð êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òðóáû 

ïî ñòåðæíåâîé ñèñòåìå j-ãî ïîðÿäêà; β  – êîýôôèöèåíò, 

îïðåäåëÿþùèé îòíîøåíèå ïîãîííîé ìàññû ïîäâèæíîé òðóáû ê 

ïîãîííîé ìàññå ñòåðæíÿ îïðàâêè.  

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå (6) çàïèøåì: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

*

sin sin

*
sin cos

*

sin sin

*
si

22 21

2

2
2

f
1 0

2

2 1
f

1 0
2

2 1 f

2 22
f

21 0 0

10

2

f
d W KV Vj

d

n d Wu j uñò
u

K n dWV u u j u dñò du

V K ñò

n j EJ
u W j u d Wu ñò ju m

q K

ñò
ξ β ξ

ξ

ξξ
πξ πξ ξ

β ξ ξξπ πξ πξ ξ
ξ

β ξ

ξ ππ ξ πξ πξ ξ ξ

β ξ

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⋅ +∑ ∫
=

+
+ ⋅ −∑ ∫

=

− +

⋅ ⋅
⋅ + =∑ ∫

=

⋅ +
=

AAA A

AA

AA A A

A

A

AA ( )n .
0

j d
ξ

πξ ξ∫  (9) 

Ïðîèçâåäÿ íåîáõîäèìûå óïðîùåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî 

óðàâíåíèÿ (9) ïîëó÷èì: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

* sin sin

*
sin cos

* sin sin

*
sin .

2 2
2 1

2 21 0

4 1

21 0

2 22 1
1 0

2 12 2 0
2 2f 00

d W n d Wj uK j u d
ud d

K n dWuu j u d
V u d

n
K u W j u du

u

q Kj EJ
W j djmV Vñò

ξ ξξ
β ξ πξ πξ ξ

ξ ξ

β ξ π ξξ
πξ πξ ξ

ξ
ξ

β ξ π ξ πξ πξ ξ

β ξ ξπ ξ πξ ξ

+ + +∑ ∫
=

+
+ ⋅ −∑ ∫

=

− + +∑ ∫
=

+
+ = ∫

A

 (10) 

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (10) ñ 

ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (8) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

* sin sin

* sin cos

* sin sin

*
sin ,

2 2
2 1

2 21 0

4 1
21 0

2 22 1
1 0

12 2

2 22 0

d W n d Wj uK j u d
ud d

n dWuK u j u d
u d

n
K u W j u du

u

Kj
W j dj

A jj j

ξ ξξ
β ξ πξ πξ ξ

ξ ξ
ξξ

β ξ π πξ πξ ξ
ξ

ξ
β ξ π ξ πξ πξ ξ

ξ ξπ ξ πξ ξ
α α π

+ + +∑ ∫
=

+ + ⋅ −∑ ∫
=

− + +∑ ∫
=

+
+ = ∫

 (11) 

ãäå  

1. ( ) ( ) ( ) ( )
;

sin sin
sin sin 1

1 20

u j u j
I j u d

u j u j

ξ π ξ π ξ
πξ πξ ξ

π
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

− +
= = −∫ − +

 

;u j≠  

.sin ;1 1
1 21 2 2

I j u j
j

πξ
π

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − =  

2. 

( ) ( )

( ) ( )

sin cos

cos cos
;

2 0

1 11
2

I j u d

u j u j

u j u j

ξ
πξ πξ ξ

π ξ π ξ
π

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= =∫

− − − +
= − −

− +

 

;u j≠  

( )( )cos ; .1
1 22 4

I j u j
j

πξ
π

= − − =       (12) 

3. ( ) ( )( )sin cos ;1
13 0

I j d j
j

ξ
πξ ξ πξ

π
= = −∫  

; .u j u j≠ =  

Çäåñü ,1 2 3I I è I  – êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé (11). 

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñèñòåìó 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (11) ïîñëå ïîäñòàíîâîê 1u =  è 1j =  â 

âûðàæåíèå (12), ïðåäñòàâèì â âèäå: 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ,

* sin

* cos

* sin

*
cos

2
1 11 1 1 2

22

11 1 2

2 12 1 1 2 12 2

1
1

2 3
1

d W
K

d

dW
K

d

K W

K

A

ξ
β ξ πξ

π ξ
ξ

β ξ πξ
ξ

π π β ξ πξ ξ
πα

ξ πξ
α π

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤⎣ ⎦

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤ =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤⎣ ⎦

+ + − +

+ + − +

+ + + −

+= −

   (13) 

ãäå ( )1W ξ  – îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà (äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåùåíèÿ 

ñòåðæíÿ îïðàâêè) äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ çàäà÷è; A  – ïîñòîÿííûé 

êîýôôèöèåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé óñëîâèÿì ñòàòè÷åñêîé äåôîðìàöèè 

ñòåðæíÿ îïðàâêè; *

0

K
K

m
=  – êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé 

íàðàñòàíèå âî âðåìåíè õàðàêòåðèñòèêè ïîãîííîé ìàññû 

ïðîêàòûâàåìîé òðóáû çà ïåðèîä ðåàëèçàöèè òåõíîëîãè÷åñêîãî 

ïðîöåññà. 

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (11), ñîãëàñíî àëãîðèòìó 

êîýôôèöèåíòîâ ïî ðèñóíêó, â ðàìêàõ ïðèíÿòîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè 

âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ õàðàêòåðíîé ôîðìû 

êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îïðàâêè ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ 

âçàèìîñâÿçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà: 

 
Ðèñóíîê – Ê ðåøåíèþ çàäà÷è âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè 
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( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* sin

* cos

* sin ( )

*
sinsin

cos* cos

2
1 12 1 1 2

22

11 1 2

22 12 1 1 2 12 2
1

21 3 2
23

1 3 24 1 1
3

d W
K

d
dW

K
d

K W

K d W

d
dW

K
d

ξ
β ξ πξ

π ξ
ξ

β ξ πξ
ξ

π π β ξ πξ ξ
πα

β ξ ξπξ
πξ

π ξ
ξπξ

β ξ πξ
ξ

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎡ ⎤⎪ ⎪

⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪
⎩ ⎭

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ + − +

+ + − +

+ + + − +

+
+ − +

−
+ + − − −

− ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*sin* sin cos ;3 14 1 12 2 33

1

KK W
A

πξ ξπβ ξ πξ ξ πξ
α π

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

++ − = −
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

sin* sin

cos* cos

sin* sin

* sin

* cos

* si

2
3 11

23

1 3 12 1 1
3

3
1 13

2
1 22 1 1 4

24

21 1 4

28 124 1 1
2 4
2

d W
K

d
dW

K
d

K W

d W
K

d
dW

K
d

K

ξπξ
β ξ πξ

ξ
ξπξ

β ξ πξ
ξ

πξπβ ξ πξ ξ

ξ
β ξ πξ

π ξ
ξ

β ξ πξ
ξ

π π β ξ
πα

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤⎣ ⎦

+ − +

−
+ + − − −

− + − +

+ + + − −

− + − +

+ − + − ( ) ( )

( ) .

n

*
cos

4 2

1 1 4
2 38 2

W

K

A

πξ ξ

ξ πξ
α π

⎧ ⎫
⎡ ⎤⎪ ⎪

⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪
⎩ ⎭

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

=

+ −
  (14) 

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé (14) ðåàëèçîâàíî ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, â ñèëó îïðåäåëåííûõ ðàñõîæäåíèé ñ 

ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, óêàçûâàþò íà 
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íåîáõîäèìîñòü ïðîäîëæåíèÿ ðàñ÷åòîâ äî òðåáóåìîãî óðîâíÿ 

äîñòîâåðíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. 

Ñëåäîâàòåëüíî, â î÷åðåäíîì, òðåòüåì ïðèáëèæåíèè, äëÿ 

ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìû êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îïðàâêè, ñèñòåìà 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (11), ñîãëàñíî ñõåìå ïðèíÿòîãî 

àëãîðèòìà (ðèñóíîê), ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå òðåõ âçàèìîñâÿçàííûõ 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ âèä: 

 
Ðèñóíîê – Ê ðåøåíèþ çàäà÷è â òðåòüåì ïðèáëèæåíèè 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) { }

* sin

* cos

* sin

*
sinsin

cos* cos

2
1 13 1 1 2

22

11 1 2

23 12 1 1 2 12 2
1

21 3 2
23

1 3 24 1 1
3

d W
K

d

dW
K

d

K W

K d W

d

dW
K

d

ξ
β ξ πξ

π ξ
ξ

β ξ πξ
ξ

π π β ξ πξ ξ
πα

β ξ ξπξ
πξ

π ξ
ξπξ

β ξ πξ
ξ

⎡ ⎤⎡
⎢ ⎥⎢⎣⎣ ⎦

⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎡⎢ ⎥
⎢⎢ ⎥⎣⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦

+ + − +

+ + − +

+ + + − +

+
− +

−
+ + − −
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

sin* sin

*
sin sin

cos* cos

* *
sin sin cos ;

3
4 1 23

21
32 4
22

1 4 33 1 1 2
2

9 1 1
2 4 13 2 32

1

K W

K d W

d

dW
K

d

K K
W

A

πξ
πβ ξ πξ ξ

β ξ ξ
πξ πξ

π ξ
ξπξ

β ξ πξ
ξ

β ξ π ξπξ πξ ξ πξ
α π

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− + − +

+
+ − −

−
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Äëÿ î÷åðåäíîãî ÷åòâåðòîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è 

ôîðìû êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îïðàâêè, î÷åâèäíî, ñëåäóåò ñîñòàâèòü 

ñèñòåìó ÷åòûðåõ âçàèìîñâÿçàííûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé. Äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòåðæíåâîé ñèñòåìû ñ 

äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè 

óðàâíåíèÿìè (11). Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì âûáðàííîãî àëãîðèòìà è 

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ (ðèñóíîê) óðàâíåíèå (11) èìååò âèä: 
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Ðèñóíîê – Ê ðåøåíèþ çàäà÷è â ÷åòâåðòîì ïðèáëèæåíèè 
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Ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (16) äî 

÷åòâåðòîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåàëèçîâàíî ÷èñëåííî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà. 

Ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü 

äîñòîâåðíûå äàííûå îá óðîâíå âèáðîàêòèâíîñòè ñèñòåìû. Ñèñòåìà 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (11), êàê ïîêàçàíî, òîëüêî ïðè 

äîñòàòî÷íîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåò äîñòîâåðíîå ïîâåäåíèå 

äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñòåðæíÿ îïðàâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàíîâ 

ÒÏÀ. 

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîçâîëèëè ïîñòðîèòü ðÿä êðèâûõ 

(ðèñ. 4), õàðàêòåðèçóþùèõ âèáðîàêòèâíîñòü ñòåðæíÿ îïðàâêè çà 

âðåìÿ ðåàëèçàöèè âñåãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ïðîèçâîäñòâà 

áåñøîâíûõ òðóá. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò îá àäåêâàòíîñòè 

äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè è ðåàëüíîé ñèñòåìû è óäîâëåòâîðèòåëüíîì 
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ñîâïàäåíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 

èññëåäîâàíèé î âèáðîàêòèâíîñòè îáîðóäîâàíèÿ ñòàíîâ ÒÏÀ [5]. 

 
Ðèñóíîê 4 – Äèíàìè÷åñêèå ïðîãèáû ñòåðæíÿ óäåðæàíèÿ îïðàâêè 

ïðîøèâíûõ ñòàíîâ: à) ÒÏÀ 140 ïðè ïðîêàòêå òðóá Ø 57×3,5; á) ÒÏÀ 

250 ïðè ïðîêàòêå òðóá Ø 168×7,0 

 

Âûøåïðèâåäåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâåííî 

îòëè÷àåòñÿ îò ðàíåå èçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåì, ÷òî 

áîëåå ïîëíî îòðàæàåò äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â ñòåðæíåâîé ñèñòåìå 

ìåõàíèçìà óäåðæàíèÿ îïðàâêè è óòî÷íÿåò ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ 

ðàçíîñòåííîñòè òðóá. 

Èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ïîçâîëÿåò ïóòåì ðåàëèçàöèè 

ìàòåìàòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, âûáîðîì òåõíîëîãè÷åñêèõ è 

äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû âûïîëíèòü íåîáõîäèìûå 

ñòàáèëüíûå ðåæèìû ïðîêàòêè òðóá íà îïðàâêå, óäåðæèâàåìîé 

ñòåðæíåì. Ïðè ýòîì ñîçäàþòñÿ îïðåäåëåííûå âîçìîæíîñòè äëÿ 

ñâåäåíèÿ ê ìèíèìóìó äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê è âèáðîàêòèâíîñòè 

îáîðóäîâàíèÿ ñòàíîâ ÒÏÀ. 

Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå áóäåò äîñòèãíóòî çíà÷èòåëüíîå 

ïîâûøåíèå äîëãîâå÷íîñòè îáîðóäîâàíèÿ âûõîäíîé ñòîðîíû ñòàíîâ, 

ñíèæåíèå ïðîäîëüíîé ðàçíîñòåííîñòè ãèëüç è ñóùåñòâåííîå 

ïîâûøåíèå êà÷åñòâà ãîòîâûõ òðóá. 

Âûâîäû 

1. Èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñòåðæíÿ îïðàâêè 

ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü õàðàêòåð ðàçâèòèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà 

ïðîøèâíîì, àâòîìàòè÷åñêîì è ðàñêàòíîì ñòàíàõ îñíîâíîãî 

òåõíîëîãè÷åñêîãî öèêëà ÒÏÀ. 
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2. Ïîëó÷åíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 

ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îïðàâêè, ÿâëÿþùèõñÿ 

ôóíêöèåé ïðîêàòûâàåìîé òðóáû. 

3. Ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ 

ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåàëèçîâàíî ÷èñëåííî äî ÷åòâåðòîãî 

ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðì 

êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îïðàâêè ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðíûõ 

òåõíîëîãèé. 

4. Óòî÷íåíà êàðòèíà âèáðîàêòèâíîñòè ñòåðæíåâîé ñèñòåìû ñ 

îïðàâêîé ïðè ðåàëèçàöèè âñåãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà 

ïðîèçâîäñòâà áåñøîâíûõ òðóá íà ïðîøèâíîì, àâòîìàòè÷åñêîì è 

ðàñêàòíîì ñòàíàõ ÒÏÀ, ñ ó÷åòîì âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû î÷àãà 

äåôîðìàöèè è èçìåíåíèÿ ïîãîííîé ìàññû ïðîêàòûâàåìîé òðóáû. 
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ÐÅÔÅÐÀÒÛ 
УДК 539.386:622.647.2 
Кирия Р.В. Описание процесса истечения сыпучего груза из бункера с помощью 

структурно-механических моделей // Системные технологии. Региональный 
межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62).– Днепропетровск, 2009. – С.3– 19. 

В работе на основании анализа структурно-механического состояния сыпучего груза 
получены математические модели его истечения из бункера с различным расположением 
и формой выпускного отверстия. Установлены зависимости расхода сыпучего груза от 
параметров выпускного отверстия и свойств сыпучего груза. 

Библ.14, ил.4. 
УДК 622.28.044:622.831 
Ларионов Г.И. Выбор шага винтовой навивки анкерных штанг для 

металополимерних анкеров // Системные технологии. Региональный межвузовский 
сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.20 – 33. 

В работе рассмотрено решение задачи о выборе шага винтовой навивки анкерных 
штанг для металлополимерных анкеров. Рассмотрено влияние шага навивки на 
напряженное - деформированное – состояние в окрестности анкерного шпура. Дан 
анализ полученных результатов. 

Библ.7, ил.12. 
УДК 539.3 
Луговой П.З., Прокопенко Н.Я. Колебания пологих ребристых цилиндрических 

оболочек с прямоугольным планом // Системные технологии. Региональный 
межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.34 – 
39. 

На численном примере исследовано влияние коэффициентов упругого основания 
Винклера и Пастернака на собственные частоты и формы колебаний прямоугольной в 
плане пологой ребристой цилиндрической оболочки. Показано, что изменение 
коэффициентов основания ведет не только к изменению величины собственных частот, но 
и к изменению формы колебаний квадратной в плане пологой цилиндрической оболочки, 
подкрепленной стрингером и шпангоутом в центральном сечении. 

Библ.5, ил.2. 
УДК 539.3 
Мейш В.Ф., Арнаута Н.В. К расчету  осесимметричных колебаний трехслойных 

цилиндрических оболочек с учетом дискретности размещения ребер при 
нестационарных нагрузках // Системные технологии. Региональный межвузовский 
сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.40 – 44. 

Рассматриваются нестационарные колебания трехслойных цилиндрических 
оболочек с учетом дискретности расположения ребер. На основе вариационного 
принципа Рейсснера получены уравнения нелинейных колебаний и естественные 
граничные условия многослойных подкрепленных оболочек вращения с учетом 
дискретности расположения ребер в рамках гипотез типа Тимошенко для оболочек и 
стержней. В основе численного алгоритма лежит интегро - интерполяционный метод 
построения конечно-разностной схемы по пространственной координате и явная конечно-
разностная схема типа «крест» по временной координате с использованием 
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аппроксимации Ричардсона по пространственной координате. Приведено решение 
конкретной задачи и анализ полученных результатов. 

Библ. 3, ил.2. 
УДК 539.3 
Кошлак А.В. Рівноважний стан в динаміці формування пористої структури // 

Системные технологии. Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 
3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.45 – 49. 

У статті приводиться  математична модель рівноважного стану пористої структури у 
момент її формування.  Визначені особливості спучення матеріалів, отримані залежності, 
що дозволяють управляти цим процесом. 

Библ. 2, ил.0. 
УДК 539.3 
Золотовськая Е.В. Взаємодія часток з потоком газу в вертикальних каналах // 

Системные технологии. Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 
3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.50 – 55. 

В статті наводиться  математична модель руху частки у вертикальному каналі при 
термообробці. Визначені особливості руху частки в апараті, отримана залежність, що 
дозволяє управляти тривалістю термічної обробки, на основі яких можна спроектувати 
пристрій для сушки дисперсного матерыалу. 

Библ. 4, ил.1. 
УДК 534-21:537.226.86 
Шульга М. О., Григор’єва Л.О. Застосування методу послідовних наближень для 

аналізу електромеханічних нестаціонарних коливань п’єзоелектричного шару при 
електричних збуреннях // Системные технологии. Региональный межвузовский сборник 
научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.56 – 59. 

Пропонується розв’язок задачі про нестаціонарні коливання п’єзоелектричного 
плоского шару при електричних навантаженнях методом послідовних наближень. При 
застосуванні методу електричні та механічні параметри визначаються в різних 
наближеннях через механічні та  електричні параметри з попередніх наближень. 
Розв’язок наближень для механічних величин отримується за допомогою методу 
характеристик. Досліджено динамічну поведінку механічних переміщень та напружень. 

Библ. 4, ил.1. 
УДК 539.3 
Соловйов І.Л. Статична та динамічна втрата стійкості тонкостінних валів, що 

обертаються, під дією стиску осьової слідкуючої сили // Системные технологии. 
Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 
2009. – С.60 – 70. 

На основі аналізу залежностей частот власних прецесійних коливань тонкостінних 
одноопорних валів, що обертаються, під дією осьової слідкуючої сили розглянуто задачу 
про їх статичну та динамічну втрату стійкості. Прийнято дві постановки задачі, що 
базуються на застосуванні теорії балок і теорії тонких циліндричних оболонок. 
Запропоновано методику їх розв’язання. Виконано дослідження впливу обертання та 
неконсервативності осьових сил на характер втрати стійкості тонкостінних труб. 

Библ. 8, ил.4. 
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УДК 539.3 
Шнеренко К.І., Годзула В.Ф. Исследование напряженного состояния 

цилиндрических оболочек из композитных материалов с отверстием при действии 
комбинированного нагружения // Системные технологии. Региональный межвузовский 
сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.71 – 75. 

Исследовано напряженное состояние в композитной цилиндрической оболочке с 
круговым отверстием при действии комбинированного нагружения. Приведены 
численные результаты для оболочки при осевой нагрузке и внутреннем давлении. 

Библ. 6, табл. 2. 
УДК 539.3 
Щурук Г.І. До розповсюдження неосесиметричних хвиль в гідропружній системі 

оболонка-в’язка рідина // Системные технологии. Региональный межвузовский сборник 
научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.76 – 81. 

Приведені результати дослідження закономірностей розповсюдження 
неосесиметричних пружних хвиль в циліндричній ортотропній оболонці, що містить в’язку 
стисливу рідину. В рамках лінійних рівнянь теорії оболонок типу С.П.Тимошенка та 
лінеаризованих рівнянь Нав’є-Стокса для рідини отримане основне дисперсійне 
співвідношення. Досліджено вплив рідини на дисперсійні залежності. 

Бібл. 3, іл.2. 
УДК 539.3 
Бабич С.Ю., Борисов Є.М., Кулик А.Б., Лазар В.Ф. До теорії контактної задачі для 

попередньо напруженої пружної смуги, яка знаходиться на жорсткій основі без 
врахування сил тертя // Системные технологии. Региональный межвузовский сборник 
научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.82 – 85. 

Для конкретних видів пружних потенціалів визначені критичні значення параметрів 
навантаження в залежності від початкових напружень при яких не виникають явища 
внутрішньої стійкості смуги (півплощини). 

Бібл. 8. 
УДК 539.3 
Анік'єв І.І., Михайлова М.І., Сущенко Є.О. Поведінка пружної пластини з боковим 

розрізом при дії ударної хвилі // Системные технологии. Региональный межвузовский 
сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.86 – 92. 

Експериментально досліджено поведінку тонкої пружної пластини з боковим 
розрізом на дію слабкої ударної хвилі у повітрі. Показано суттевий вплив розрізу на 
процес деформування. 

Бібл.5, іл.7 
УДК 539.3 
Бабич С.Ю., Глухов Ю.П. Напряженно-деформированное состояние слоистого 

предварительно-напряженного полупространства при воздействии подвижной 
загрузки // Системные технологии. Региональный межвузовский сборник научных работ. 
– Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.93 – 98. 

В статье в рамках линеаризированной теории упругости для тел с начальными 
напряжениями рассмотрена постановка плоской установившейся задачи о возмущении 
движущейся с постоянной скоростью поверхностной нагрузки двухслойного 
предварительно напряженного полупространства. 



3(62) 2009 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè» 

ISSN 1562-9945 181

Библ. 1, ил.0. 
УДК 539.3 
Бистров В.М., Зеленський В.С. Згасання крайового ефекту при повздовжньому та 

поперечному стисканні матеріалів, армованих компонентами прямокутної форми // 
Системные технологии. Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 
3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.99 – 104. 

Розглянуто задачу визначення зони та довжини згасання крайового ефекту у 
композитному матеріалі регулярної структури, армованому компонентами прямокутної 
форми. Досліджено згасання крайового ефекту у матеріалі, армованому плоскими шарами 
за умовами одновісного повздовжнього стискання армуючих шарів та у матеріалі, 
армованому прямолінійними односпрямованими волокнами квадратного поперечного 
перерізу за умовами одновісного поперечного навантаження приповерхневих волокон. 

Бібл.4, іл.2 
УДК 539.3 
Глухов Ю.П. Представлення розв’язку задачі про реакцію багатошарового 

напівпростору з початковими напруженнями на рухоме навантаження. Матеріал, що 
стискається // Системные технологии. Региональный межвузовский сборник научных 
работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.105 – 110. 

Досліджений вплив початкових напружень і швидкості руху навантаження на 
значення коренів характеристичних рівнянь елементів шаруватого напівпростору, що 
стискаються. Чисельні дослідження проведені для матеріалу з гармонійним потенціалом. 

Бібл.1, іл.3 
УДК 517.5 
Дерець Є.В. Про похибку квадратурної формули прямокутників на деяких класах 

періодичних диференційованих функцій // Системные технологии. Региональный 
межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.111 – 
116. 

Знайдено похибку формули прямокутників на класі 1
rW Hω  для 4,6,...r =  і будь-

якого опуклого модуля неперервності ( )tω . 

Бібл. 11. 
УДК 51:612.846 
Кирилаха Н.Г. К вопросу построения математической модели действия 

глазодвигательных мышц // Системные технологии. Региональный межвузовский 
сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.117 – 121. 

В данной работе приведена задача построения модели действия глазодвигательных 
мышц в первичной позиции и при поворотах глаза. Задача сводится  к нахождению 
решения неопределенной системы линейных уравнений. 

Библ. 3, ил.4. 
УДК 539.3:622.281.74 
Кошель В.І. Напружений стан гірської виробки кругового поперечного перетину 

при дії гравітаційних сил та плоскої вибухової хвилі // Системные технологии. 
Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 
2009. – С.122 – 126. 
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Розглядається взаємодія плоскої вибухової хвилі з лінією розділу пружних 
середовищ з різними механічними властивостями. Задача розв’язується  з допомогою 
променевого методу і теорії стереомеханічного удару. Як приклад розглядається 
взаємодія плоскої вибухової хвилі з гірською виробкою кругового перетину. Вважається, 
що на виробку діє сила земного тяжіння і ударне навантаження. 

Бібл.5, іл.1. 
УДК 621.793 
Чернета С. О., Солод В.Ю., Гречаник Є.М., Чернета О.Г. Повышение износостойкости 

валов коробки скоростей токарного станка 1К670.320Ф3 // Системные технологии. 
Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 
2009. – С.127 – 130. 

Изложены результаты работы по упрочнению рабочей поверхности вала токарного 
станка 1К670.320Ф3  с помощью лазерной обработки. 

Библ. 7, ил.3. 
УДК 539.3  
Белова М.О. Математическая модель инвариантного измерительного 

преобразования // Системные технологии. Региональный межвузовский сборник 
научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.131 – 136. 

В статье предлагает метод, приводящий к информационному преобразованию для 
систем обратной связи, которые используются в алгебраических системах уравнения, с 
каждым уравнением, являющимся уравнением функции чувствительности внутреннего 
фактора. 

Библ. 6, ил.0. 
УДК 539.3 
Ткаченко Э.А., Чехов В.Н. Расчет устойчивости слоистых покрытий при двухосном 

нагружении и повышенных значениях средней температуры слоев // Системные 
технологии. Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – 
Днепропетровск, 2009. – С.137 – 142. 

В межах моделі кусково- однорідного середовища наведено постановку задач про 
втрату стійкості у структурі шаруватого композитного конструкційного матеріалу.  
Наведено чисельний розв’язок задачі про поверхневу нестійкість композита при  
двухосном стиску розподіленним навантаженням. 

Библ. 3, ил.2. 
УДК 621.876.2.001.2 
Білоус О.І. к.т.н., Нельга А.Т., Бельмас О.Л. Автоматична система виявлення 

розриву тросів гумотросового канату // Системные технологии. Региональный 
межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 2009. – С.143 – 
148. 

Розроблена автоматична система виявлення розриву тросів гумотросового канату з 
функцією визначення місця ушкодження. Робота системи базується на вимірюванні 
електричного опору тросів канату, яка змінюється у разі розриву будь-якого тросу. 
Величина зміни опору залежить від властивостей канату, місця ушкодження та 
розташування ушкодженого троса в канаті. 

Бібл.3, іл.3. 
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УДК 517.374 
Сторожук Е.А. Вариационный векторно-разностный метод в нелинейных задачах 

теории тонких оболочек с криволинейными отверстиями // Системные технологии. 
Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 
2009. – С.149 – 156. 

Разработан вариант вариационно-разностного метода для исследования упруго-
пластического состояния гибких оболочек сложной геометрии с отверстиями. 
Геометрические соотношения записаны в векторной форме, а гипотезы Кирхгофа-Лява 
реализованы с помощью множителей Лагранжа.  

Библ. 9. 
Ткаченко А.С., Колесник И.А., Рахманов С.Р. Динамика стержня механизма 

удержания оправки станов трубопрокатного агрегата // Системные технологии. 
Региональный межвузовский сборник научных работ. – Выпуск 3(62). – Днепропетровск, 
2009. – С.157 – 175. 

Приведены результаты исследования динамической модели стержня оправки станов 
основного технологического цикла трубопрокатного агрегата. Получена неоднородная 
система дифференциальных уравнений параметрических колебаний стержня оправки с 
правой частью, являющейся функцией перемещения трубы. Решение системы 
дифференциальных уравнений реализовано численно методом Рунге-Кутта до четвертого 
приближения с применением компьютерных технологий. Уточнена картина 
виброактивности стержневой системы с оправкой при реализации всего технологического 
процесса производства бесшовных труб на прошивном, автоматическом и раскатном 
станах, с учетом воздействия со стороны очага деформации и изменения движущейся 
массы прокатываемой трубы. 

Библ. 7, ил. 7. 
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UDC 539.386:622.647.2 
Kiriua R.V. The description of process of the expiration of the loose cargo from the 

bunker by means of structurally-mechanical models // System technologies. N 3(62) - 
Dnipropetrovsk, 2009.- P.3 – 19. 

In work on the basis of analysis of the structural-mechanical state of friable load the 
mathematical models of his expiration from a bunker with a different location and form of 
tape-hole are got. Dependences of expense of friable load on the parameters of tape-hole and 
properties of friable load are set. 

Bibl.14, il.4. 
UDC 622.28.044:622.831 
Larionov G.I. The helix rebar step for resin metal anchor // System technologies. 

N 3(62) - Dnipropetrovsk, 2009.- P.20 – 33. 
The paper is devoted to helix rebar step choice for resin-metal anchor. Helix rebar’s step 

influence in stress – strain state in borehole vicinity is researched. Result analysis and 
conclusions are made. 

Bibl.7, il.12. 
UDC 539.3 
Lugovoy P.Z., Prokopenko N.Ya. Vibration of shallow ribbed cylindrical shells 

rectangular in plane // System technologies. N 3(62) - Dnipropetrovsk, 2009.- P.34 – 39. 
The influence of Pasternak and Winkler foundation on the eigenfrequencies and 

corresponding modes of shallow ribbed cylindrical shells  rectangular in plane is studieon 
numerical example. It was shown that the change of coefficients foundation leads not only to 
change of the eigenfrequency  but  to the change of mode of square in plane shallow 
cylindrical shell reinforced by stringer and ring on the central section. 

Bibl.5, il.2. 
UDK 539.3 
Meysh V., Arnauta N. To calculation of axisymmetrical vibrations of three – layer 

cylindrical shells with allowance of discrete ribs placement under non – stationary 
loading // System technologies. N 3(62) - Dnipropetrovsk, 2009.- P.40 – 44. 

A problem of non – linear deformation of three–layer cylindrical shells with allowance 
for discrete ribs under non – stationary loading is considered. The system of non – linear 
differential equations is based on the Timoshenko type theory of rods and shells. The 
Reissner’s variational principle is used for deductions of the motion equations. An efficient 
numerical method with using Richardson type finite difference approximation for solution of 
problems on nonstationary behaviour of three–layer cylindrical shells  with allowance discrete 
ribs which permit to realize solution of the investigated wave problems with the use of 
personal computers. Numerical examples are given.  

Bibl.3, il.2. 
UDK 539.3 
Koshlak A.V. Equilibrium conditions in dynamics of formation of porous structure // 

System technologies. N 3(62) - Dnipropetrovsk, 2009.- P.45 – 49. 
In the article the mathematical model of the state of porous structure is presented  in 

the moment of its forming.  The features of of materials are certain, dependences, allowing to 
manage this process, are got. 

Bibl.2, il.0. 
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UDK 539.3 
Zolotovskay E.V. Interaction of the particle with the stream of gas in the vertical 

channel // System technologies. N 3(62) - Dnipropetrovsk, 2009.- P.50 – 55. 
In article a mathematical model is presented,  of motion of particle in the vortical layer 

at the heat treatment. Features are definite of motion of particle in the vortical vehicle, 
dependences are got, allowing to handle by duration of heat treatment, on the basis of which 
it is possible to project the device for drying of dispersion particles. It is accepted in the 
offered model, that of process of heat treatment  scopes, are a basic   power  constituent of 
speed and pressure in thread  in relation to particle. 

Bibl.4, il.1. 
UDK 534-21:537.226.86 
Shulga M. O., Grigoryeva L. O. The application of successive approximations method 

to piezoelectric layer electroelastic nonsteady vibrations under electrical excitation 
analysis interaction of the particle with the stream of gas in the vertical channel // 
System technologies. N 3(62) - Dnipropetrovsk, 2009.- P.56 – 59. 

It is proposed piezoelectric layer under electric loading nonsteady vibrations problem’s 
solution by successive approximations method. In this method electrical and mechanical 
parameters are discovered on different approximations through the mechanical and electrical 
parameters from previous approximations. For solution of the mechanical features 
approximations it is used the method of characteristics. Dynamical behaviors of mechanical 
displacements and stresses are examined. 

Bibl.3, il.2. 
UDK 539.3 
Solovjov I.L. Static and dynamic stability loss of the thin-walled rotating shaft that 

compressed by the axial watching force // System technologies. N 3(62) - Dnipropetrovsk, 
2009.- P.60 – 70. 

On the basis of the analysis of dependences of frequencies own precession vibrations of 
the thin-walled rotating one-support shaft loaded with axial watching force, the problem 
about their static and dynamic loss of stability is considered. Two statements of a problem 
which are based on application of the theory of beams and the theories of thin cylindrical 
mantles are accepted. The technique of their decision is offered. Probe of influence of 
rotation and non-conservative axial forces on character of loss of stability of thin-walled 
tubes is executed. 

Bibl.8, il.4. 
UDK 539.3 
Shnerenko K.I., Godzula V.F. Investigation of stress state in composite cylindrical 

shell with hole under action of combinated load // System technologies. N 3(62) - 
Dnipropetrovsk, 2009.- P.71 – 75. 

Stresses state in composite cylindrical shell with circular hole  under action of 
combinated load is Investigated. Numerical results for shell under axial load and internal 
pressure are given. 

Bibl 6, tab. 2. 
UDK 539.3 
Shchuruk G.I. To question of nonaxisymmetrical waves propagation in shell-

viscosity liquid hydroelastic system // System technologies. N 3(62) - Dnipropetrovsk, 
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2009.- P.76 – 81. 
Results of investigation of regularity nonaxisymmetrical waves propagation in 

cylindrical orthotropic shell with viscosity compressible liquid are represented. Within the 
framework of the linear equations of S.P.Timoshenko type for the shell and linearized Navier-
Stokes liquid equations the main dispersion equation is obtained. The influence of liquid on 
dispertion relation is investigated. 

Bibl.3, il.2. 
UDK 539.3 
Babich S.Yu., Borysov E.M., Kulyk A.B., Lazar V.F. To the theory of contact problem for 

preceding stressed elastic strip, that is disposed on the hard base without taking into 
account forces of friction // System technologies. N 3(62) - Dnipropetrovsk, 2009.- P.82 – 
85. 

Critical meaning of parameters of load are defined for certain types of elastic potentials. 
They are depend on initial stresses, before which the facts of inside loss of strip (semiplane) 
durability don’t exist. 

Bibl.8 
UDC 539.3 
Anik'ev I.I., Mikhailova M.I., Sushchenko E.A. Behaviour of the elastic plate with a 

side notch when action shock wave // System technologies. N 3(62) - Dnipropetrovsk, 
2009.- P.86 – 92. 

Behaviour of the thin elastic plate with a side notch under action wear shock wave in 
the air is investigated experimentally. The influens of the side notch on the process of 
deformation is shown. 

Bibl.5, il.7 
UDC 539.3 
Babich S.U., U.P. The is intense-deformed condition layered preliminary-strained 
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