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ÈÍÅÐÖÈÈ ÂÐÀÙÅÍÈß Â ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ 

ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ 

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèí, ïîëó÷åííûå â óòî÷í¸ííîé 

ïîñòàíîâêå, ñðàâíèòåëüíî ñëîæíû. Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Êèðõãîôà 

ñóùåñòâåííî èõ óïðîùàåò, íî íå îòðàæàåò, â äîëæíîé ìåðå, âñå 

ñâîéñòâà óòî÷í¸ííîé ìîäåëè, ïîýòîìó, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, 

öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü óñîâåðøåíñòâîâàííóþ òåîðèþ, 

ó÷èòûâàþùóþ äåôîðìàöèè ñäâèãà è èíåðöèþ âðàùåíèÿ [1]. Ðÿä 

ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ 

äâèæåíèÿ ïëàñòèíû íå â äåêàðòîâûõ, à â öèëèíäðè÷åñêèõ 

êîîðäèíàòàõ , ,r zθ . Îïèðàÿñü íà îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ýòîé òåîðèè, 

èçëîæåííîé â [1,2], ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèíû â 

öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. 

Èñïîëüçóåì ïðè ýòîì ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:  

Ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåíèÿ zzσ  ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè 

ñîñòàâëÿþùèìè, ïîýòîìó ïîëàãàåì 0zzσ ≈ .  

Òî÷êè, ëåæàùèå â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñîâåðøàþò 

ïåðåìåùåíèÿ w  (ââåðõ èëè âíèç ïî íàïðàâëåíèþ îñè Oz ), à 

ïåðåìåùåíèÿ u (â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè) è υ  (â îêðóæíîì 

íàïðàâëåíèè) ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè è íå ó÷èòûâàþòñÿ. 

  

Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2 
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Ïðÿìîëèíåéíûé íîðìàëüíûé ýëåìåíò, ïåðâîíà÷àëüíî 

ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè äî äåôîðìàöèè, íå 

îñòà¸òñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê íåé ïîñëå äåôîðìàöèè, à 

ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà íåêîòîðûé óãîë, íå èñêðèâëÿÿñü è íå èçìåíÿÿ 

ñâîåé äëèíû (ðèñ. 1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ãèïîòåçîé ìîæíî ïðèíÿòü 

zz 0w
z

ε ∂
= =

∂
. Êðîìå òîãî, ìîæíî çàïèñàòü 

 ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,ru z x y t z x y t w w x y tθψ υ ψ= = = , (1) 

ãäå ôóíêöèè ,r θψ ψ  ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîâîðîòû 

îòíîñèòåëüíî ðàäèàëüíîãî è îêðóæíîãî íàïðàâëåíèÿ. 

Ôóíêöèÿ w  òàêæå äîëæíà çàâèñåòü îò z . Ïîçäíåå ýòó 

çàâèñèìîñòü ó÷ò¸ì çàìåíîé ìîäóëÿ ñäâèãà G  íà  

 G kG′ = , (2) 
ãäå k  – ñäâèãîâûé êîýôôèöèåíò Òèìîøåíêî. 

Ðàññìîòðèì ïëàñòèíó òîëùèíîé 2h . Âûðåæåì èç ïëàñòèíû 

öèëèíäðè÷åñêèé ýëåìåíò (ðèñ.2). Ñîâìåñòèì åãî îñü âðàùåíèÿ ñ îñüþ 

Oz . Ïóñòü ñðåäèííàÿ ïëîñêîñòü ïëàñòèíû ïðîõîäèò ÷åðåç 0z = . Ïðè 

èçãèáå â ïëàñòèíå äåéñòâóþò íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ – ðàäèàëüíîå 

rrσ  è îêðóæíîå θθσ  è êàñàòåëüíûå , ,r rz zθ θτ τ τ . Íàïðÿæåíèÿ , ,rr rθθ θσ σ τ  

èçìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå ïëàñòèíû ïî ëèíåéíîìó çàêîíó ñ 

íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè âáëèçè âíåøíèõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíû. 

Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ,rz zθτ τ  èçìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå ïî 

ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó. Ââèäó îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàãðóçîê íà 

âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ z h= ±  ïîëó÷èì 

 0rz zθτ τ= = . (3) 

Âûäåëèì èç ïëàñòèíû ýëåìåíò ñ ðàçìåðàìè 2 , ,h dr rdθ . 

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòàðíûå ïëîùàäêè ýòîãî ýëåìåíòà: dF drdzθ =  – 

ðàäèàëüíóþ, rdF rd dzθ=  – îêðóæíóþ. Åñëè øèðèíà êàæäîé 

ïëîùàäêè ïëîùàäêè 1, òî íà ïëîùàäêå 1dF dzθ = ×  äåéñòâóþò ñèëû: 

, ,r zdz dz dzθθ θ θσ τ τ , à íà 1rdF dz= ×  – ñèëû , ,rr r rzdz dz dzθσ τ τ . Îíè 

ñîçäàþò áåñêîíå÷íî ìàëûå íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå ñèëû è 

ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî îñåé ,rn dF s dFθ⊥ ⊥ , çàäàþùèõ ðàäèàëüíîå è 

îêðóæíîå íàïðàâëåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ ñèëû è ìîìåíòû, 

ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó øèðèíû ïëîùàäêè è ñóììèðóÿ èõ ïî 

òîëùèíå ïëàñòèíû, ïîëó÷èì: 
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ïîïåðå÷íûå ñèëû 

 
h

r rz
h

Q dzτ
−

= ∫ , 
h

z
h

Q dzθ θτ
−

= ∫ ; (4) 

èçãèáàþùèå ìîìåíòû 

 
h

r rr
h

M zdzσ
−

= ∫ , 
h

h

M zdzθ θθσ
−

= ∫ ; (5) 

êðóòÿùèå ìîìåíòû 

 
h

r r r
h

H H zdzθ θ θτ
−

= = ∫ ; (6) 

íîðìàëüíûå ñèëû 

 
h

r rr
h

N dzσ
−

= ∫ , 
h

h

N dzθ θθσ
−

= ∫ ; (7) 

ñäâèãàþùèå ñèëû 

 
h

r r
h

S S dzθ θτ
−

= = ∫ . (8) 

Ïîëó÷èì ôîðìóëû ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü ñèëû è ìîìåíòû (4) 

– (8) ÷åðåç ôóíêöèè (1). 

Ñîãëàñíî [3, 4] â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:  

ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèè 

 
1; ; ;

1 1; ; ;

rr zz

r z zr

u u w
r r r z

u w w u
r r r z r r z

θθ

θ θ

υε ε ε
θ

υ υ υε ε ε
θ θ

∂ ∂ ∂
=    = +    =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + −    = +    = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (9) 

çàêîí Ãóêà 

 

( )

( )

( )

1 ; ;

1 ; ;

1 ; .

r
rr rr zz r

z
rr zz z

zr
zz zz rr zr

E G

E G

E G

θ
θθ θ

θ
θθ θθ θ

θθ

τε σ ν σ σ ε

τε σ ν σ σ ε

τε σ ν σ σ ε

= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

 (10) 

Óìíîæèì âûðàæåíèÿ (10) ñîäåðæàùèå , ,rr rθθ θε ε ε  íà 
3

3
2

z
h

 è 

ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîëùèíå ïëàñòèíû. Ó÷èòûâàÿ (5) è (6) è òî, ÷òî 

0zzσ ≈ , ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 

 ( ) ( ),r rr rrM D M D= Γ + Γ    = Γ + Γθθ θ θθν ν ; (11) 

 ( )1
2r r

D
H θ θ

ν−
= Γ , (12) 

ãäå ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèè ïëàñòèíû çàïèñàíû â âèäå 

 ( ) ( )3

3, , , ,
2

h

rr r rr r
h

zdz
hθθ θ θθ θε ε ε

−

Γ Γ Γ = ∫ ; (13) 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

6  ISSN 1562-9945 

D  – öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû 

 ( )
3

2

2
3 1

EhD
ν

=
−

. (14) 

Ó÷èòûâàÿ (2) è (10), ïîëó÷èì 
 ,z z rz rzG Gθ θε τ ε τ′ ′=    = . (15) 

Óìíîæèì âûðàæåíèÿ (15) íà 
1
2h

 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîëùèíå 

ïëàñòèíû. Ó÷èòûâàÿ (4), ïîëó÷èì 
 2 , 2z r rzQ hG Q hGθ θ′ ′= Γ    = Γ , (16) 
ãäå 

 ( ) ( )1, ,
2

h

rz z rz z
h

dz
hθ θε ε

−

Γ Γ = ∫ . (17) 

Èç (10), ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0zzσ ≈ , ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 

 ( ) ( )2 2,
1 1rr rr rr

E E
θθ θθ θθσ ε νε σ ε νε

ν ν
= +    = +

− −
. (18) 

Ïîäñòàâèì (18) â (7) è ó÷ò¸ì (9). Ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷èì 
 0rN = ,   0Nθ = . (19) 
Ó÷èòûâàÿ (9) è (10), âû÷èñëèì èíòåãðàë (8). Ïîëó÷èì 
 0rS Sθ= = . (20) 

Òàêæå íàéä¸ì èíòåãðàëû (13) è (17), ó÷èòûâàÿ (9) è (10). 

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì 

 

1; ; ;

1; .

r r r
rr r

rz r z

r r r r r
w w
r r

θ θ θ
θθ θ

θ θ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
θ θ

ψ ψ
θ

∂ ∂ ∂ ∂
Γ =    Γ = +    Γ = + −

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

Γ = +    Γ = +
∂ ∂

 (21) 

Òîãäà âûðàæåíèÿ (11), (12) è (16) ñ ó÷åòîì (21) ïðèìóò âèä 

 ( )

;

1 ;

1
;

2
12 ;

2 .

r
r r

r r

r
r r

r r

M D
r r r

M D
r r r

D
H H

r r
wQ hG

r
wQ hG
r

θ

θ
θ

θ θ
θ θ

θ θ

ψ ν ψ ν ψ
θ

ψ ψ ψν
θ

ν ψ ψ ψ
θ

ψ
θ

ψ

∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

− ∂ ∂⎛ ⎞= = + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂⎛ ⎞′= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∂⎛ ⎞′= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (22) 

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä 

[3, 4] 
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2

2

2

2

2

2

1 ;

1 2 ;

1 .

rr r zr rr

r z r

rz z zz rz

u
r r z r t

r r z r t
w

r r z r t

θ θθ

θ θθ θ θ

θ

σ τ τ σ σ ρ
θ

τ σ τ τ υρ
θ

τ τ σ τ ρ
θ

∂ ∂ ∂ + ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (23) 

Ïóñòü îáå âíåøíèå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïàðàëëåëüíûå 

ñðåäèííîé ïëîñêîñòè íîðìàëüíî íàãðóæåíû, òî åñòü 

 ( ) ( )1 2, , , , ,zz zzz h z h
q x y t q x y tσ σ

= =−
= = . (24) 

Îáîçíà÷èì 
 ( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,q x y t q x y t q x y t= − . (25) 

Óìíîæèì ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (23) íà z  è ïðîèíòåãðèðóåì ïî 

òîëùèíå ïëàñòèíû, à òðåòüå óðàâíåíèå (23) íåïîñðåäñòâåííî 

ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîëùèíå ïëàñòèíû ñ ó÷åòîì (24) è (25). Â 

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì  

 

3 2

2

3 2

2

2

2

1 2 ;
3

1 2 2 ;
3

1 1 2 .

r r r r
r

r
r

r
r

M H M M hQ
r r r t
H M hQ H

r r r t
Q Q wq Q h
r r r t

θ θ

θ θ θ
θ θ

θ

ρ ψ
θ

ρ ψ
θ

ρ
θ

∂ ∂ − ∂
+ − + =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ − + =
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂

 (26) 

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (1.26) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.22). 

Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèíû â öèëèíäðè÷åñêèõ 

êîîðäèíàòàõ 

 

( )

2 2
2

2 2 2

3 2

2

2 2
2

2 2

2

1 2 1 3 22
2

22 ;
3

2 2 2 22 1 1
2

1 12

r
r r

r
r

r r

D
r r r r r r

w hhG
r t

D
r r r r r r r

whG
r r

θ θ

θ θ
θ

θ θ

ν ψ ν ψ ν ψψ ψ
θ θ θ

ρ ψψ

ν ψ ψ ν ψ ν ψψ ν ν
θ θ

ν ψ ψ
θ

⎛ ⎞− ∂ + ∂ − ∂⎛ ⎞∇ + − + − − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞′− + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ∂ ∂ ∂ − ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ + − + − + − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝
− ∂⎞ ⎛ ⎞′+ − +⎟ ⎜ ∂⎠ ⎝ ⎠

3 2

2

2
2

2

2 ;
3

12 2 .r r

h
t
whG w h

r r r t

θ

θ

ρ ψ

ψ ψ ψ ρ
θ

∂
=⎟ ∂

∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ∇ + + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (27) 

×ëåíû óðàâíåíèé (27), ñîäåðæàùèå G′ , õàðàêòåðèçóþò 

ïîïåðå÷íûé ñäâèã, à ÷ëåíû ñîäåðæàùèå 
3 2 3 2

2 2

2 2,
3 3

rh h
t t

θρ ψ ρ ψ∂ ∂
∂ ∂

 – âëèÿíèå 

èíåðöèè âðàùåíèÿ. 
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Â.Ã.Ñàâ÷åíêî  

ÍÅÎÑÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÅ ÒÅÐÌÎÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ 

ÒÅË ÂÐÀÙÅÍÈß ÈÇ ÏÐßÌÎËÈÍÅÉÍÎ ÎÐÒÎÒÐÎÏÍÛÕ 

ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÐÀÇÍÎÌÎÄÓËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÈ 

ÐÀÑÒßÆÅÍÈÈ È ÑÆÀÒÈÈ 

Îäíîé èç âàæíåéøèõ îñîáåííîñòåé êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ 

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ àíèçîòðîïèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ è, êàê 

ñëåäñòâèå, ñ îäíîé ñòîðîíû âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèå ýòîé 

àíèçîòðîïèè â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ êîíñòðóêöèè, à ñ äðóãîé – 

ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíîé âîçìîæíîñòè ïðè ïðîåêòèðîâàíèè. Íàðÿäó 

ñ àíèçîòðîïèåé êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû òàêæå îáëàäàþò 

ðàçíîìîäóëüíîñòüþ, ò.å. ïðè ðàñòÿãèâàþùèõ èëè ñæèìàþùèõ 

íàãðóçêàõ èõ ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûå [1]. Ïîýòîìó 

äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìîé êîíñòðóêöèè íåîáõîäèìî â 

ðàñ÷åòàõ ó÷èòûâàòü íå òîëüêà àíèçîòðîïèþ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ 

ìàòåðèàëà, íî è ðàçëè÷èå ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà  

ïðè ðàñòÿæåíèè è ïðè ñæàòèè. 

Â îòëè÷èå îò ðàíåå îïóáëèêîâàíûõ ðàáîò [2-5], â êîòîðûõ 

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ 

ñîñòàâíûõ òåë âðàùåíèÿ èç ïðÿìîëèíåéíî îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ 

áåç ó÷åòà èõ ðàçíîìîäóëüíîñòè, íèæå áóäåò èçëîæåíà êîíå÷íî-

ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåë 

âðàùåíèÿ, èçãîòîâëåííûõ èç ðàçíîìîäóëüíûõ íà ðàñòÿæåíèå è 

ñæàòèå óïðóãèõ ïðÿìîëèíåéíî îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, ïðè 

íåîñåñèììåòðè÷íîì  íàãðóæåíèè è íàãðåâå. Ïðè èññëåäîâàíèè 

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ èç êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ 

áóäåì ïðåíåáðåãàòü èõ ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðîé è âîñïîëüçóåìñÿ 

ñîîòíîøåíèÿìè àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè. 

Ðàññìîòðèì â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò z,r,ϕ  

ñîñòîÿíèå òåëà âðàùåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåðåäèîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ èç 

óïðóãîãî ïðÿìîëèíåéíî îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðè íàãðóæåíèè 

îáúåìíûìè ),,( ϕKKKK rz
G

 è ïîâåðõíîñòíûìè ),,( ϕnnrnzn ttttG  ñèëàìè è 

íåðàâíîìåðíîì íàãðåâå. Â êà÷åñòâå îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ 

ðàññìîòðèì óïðóãî äåôîðìèðóþùèåñÿ ìàòåðèàëû, â êîòîðûõ ãëàâíûå 

                                 
  © ÑÀÂ×ÅÍÊÎ Â.Ã., 2008 
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îñè àíèçîòðîïèè òåïëîôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê 

ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè îñåé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îäíà 

èç îñåé àíèçîòðîïèè ñîâïàäàåò ñ îñüþ âðàùåíèÿ òåëà. 

Äëÿ òàêîãî îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, â êîòîðîì ãëàâíûå îñè 

àíèçîòðîïèè ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê 

ìàòåðèàëà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèÿìè îñåé äåêàðòîâîé ñèñòåìû 

êîîðäèíàò z,x,y, ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè äåôîðìàöèé è 

íàïðÿæåíèé ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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yzxz
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νν
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⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

.....

zz

xx

xy

σ
σ

σ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

. (1) 

ãäå iE - ìîäóëü óïðóãîñòè  â íàïðàâëåíèè ãëàâíûõ îñåé 

àíèçîòðîïèè, ñîâïàäàþùèõ ñ  âûáðàííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò; −ijG  

ìîäóëü ñäâèãà â ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè; −ijν  

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, õàðàêòåðèçóþùåé ñæàòèå ýëåìåíòà â 

íàïðàâëåíèè îñè j ïðè ðàñòÿæåíèè åãî â íàïðàâëåíèè îñè i; 

),( 0TTT
ii

T
ij −= αε  −T

iiα  êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ 

ìàòåðèàëà âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ 

àíèçîòðîïèè. 

Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà  ñ ìåõàíè÷åñêèìè 

õàðàêòåðèñòèêàìè, îäèíàêîâûìè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè, èç óñëîâèÿ 

ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèè ïîòåíöèàëüíîé 

ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ïîäàòëèâîñòåé â ñîîòíîøåíèÿõ (1) ÿâëÿåòñÿ 

ñèììåòðè÷íîé. Äëÿ ðàçíîìîäóëüíîãî ìàòåðèàëà óñëîâèÿ ìåæäó 

êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà, ìîäóëÿìè Þíãà è ìîäóëÿìè ñäâèãà íå 

âûïîëíÿþòñÿ, ïîýòîìó ìàòðèöà ïîäàòëèâîñòåé îñòàåòñÿ íåñèììåòðè÷íîé. 

Äîñòè÷ü ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòåé ìîæíî ïóòåì çàäàíèÿ 

îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîñòîÿííûìè ìàòåðèàëàìè ïðè 

ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè, êîòîðûå áû ïîçâîëÿëè óäîâëåòâîðèòü èçâåñòíûì 

ïðåîáðàçîâàíèÿì òåîðèè óïðóãîñòè àíèçîòðîïíîãî òåëà. Îäíàêî ââåäåíèå 

ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëàìè ïðè ñæàòèè è 
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ðàñòÿæåíèè ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ èñïîëüçîâàíèÿ ðåàëüíûõ 

òåõíè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Ìû æå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîäõîäîì, êîòîðûé 

çàêëþ÷àåòñÿ â ñëîæåíèè êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòåé ïðè 

ðàñòÿæåíèè è ïðè ñæàòèè ïðîïîðöèîíàëüíî ñîîòâåòñòâóþùèì 

ñæèìàþùèì è ðàñòÿãèâàþùèì íàïðÿæåíèåì íà ñîîòâåòñòâóþùèõ 

ïëîùàäêàõ. Ýòî áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ íåêîòîðûõ âåñîâûõ 

êîýôôèöèåíòîâ, ó÷èòûâàþùèõ âëèÿíèå çíàêà ñîîòâåòñòâóþùèõ 

íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â äâóõ ïåðïåíäè-êóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ íà 

ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòåé. Òåîðåòè÷åñêîãî 

îáîñíîâàíèÿ äëÿ òàêîãî ïîäõîäà íåò, íî îí ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ìàòðèöó 

ïîäàòëèâîñòåé ñèììåòðè÷íîé è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè 

ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è òåîðèåé óïðóãîñòè äëÿ àíèçîòðîïíîãî 

ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì  â çàâèñèìîñòè îò çíàêà íàïðÿæåíèé êîýôôèöèåíòû 

ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòåé â (1) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 åñëè 0<zzσ , òî 
−=
zz EE

11
;   åñëè 0>zzσ , òî 

+=
zz EE

11
,  

 ………………………………. 

 åñëè 
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xx
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, òî zx xz zx

z x zE E E
ν ν ν+
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xx
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<

, òî zx xz zx

z x zE E E
ν ν ν−

−= = , 

 ……………………………………. (2) 
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<

, òî zz xxzx xz zx xz

z x zz xx z zz xx xE E E E
σ σν ν ν ν
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+ +
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,òî zz xxzx xz zx xz

z x zz xx z zz xx xE E E E
σ σν ν ν ν

σ σ σ σ
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 ………………………………………………………… 

 åñëè 0zxσ > , òî 45

1 1 1 1 1 zx

zx zx zx z x zG G E E E E
ν+

+ + + + +

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
, 

 åñëè 0zxσ < , òî 45

1 1 1 1 1 zx

zx zx zx z x zG G E E E E
ν−

− − − − −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. 

 …………………………………………………………….. 
Ðàçðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíòîâ 

íàïðÿæåíèé, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé ÷åðåç êîìïîíåíòû 

äåôîðìàöèé äëÿ  ïðÿìîëèíåéíî îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ â ñèñòåìå 

êîîðäèíàò z,x,y. Åñëè òåïåðü â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïåðåéòè ïî 

èçâåñòíûì ôîðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ îò äåêàðòîâîé ñèñòåìû 

êîîðäèíàò ê öèëèíäðè÷åñêîé, ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè 

íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé äëÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ ìîæíî çàïèñàòü  â 

âèäå: 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

12  ISSN 1562-9945 

 )( T
klklijklij A εεσ −= . (3) 

Ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé äëÿ 

îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà (3) ïðåäñòàâèì â âèäå çàêîíà Ãóêà äëÿ 

îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì êîýôôèöèåíòû ijklA  â 

âèäå ),1(0
ijklijklijkl AA ω−=  ãäå −0

ijklA  íåêîòîðûå íåçàâèñèìûå îò 

òåìïåðàòóðû îñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ, 

à −ijklijklA ω0  ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå èçìåíåíèå ijklA  è 

ó÷èòûâàþùàÿ èõ çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû è ðàçíîìîäóëüíîñòü 

ìàòåðèàëà. Òîãäà ñâÿçü ìåæäó  íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè 

ïðèìåò âèä: 
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, (4) 

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 

 ,2/2sin)(, 121311 ϕϕ
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 ………………………………………… (8) 
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Â ïåðâîì ïðèáèæåíèè â ñîîòíîøåíèÿõ (5) ÷ëåíû ñ 

ñîìíîæàòåëÿìè â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âõîäÿò â (8) êàê 

ijklijklA ω0 , à 0
ijklA  â óðàâíåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ (4) - íå èçìåíÿþùàÿñÿ â 

îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ÷àñòü (5). 

Ïîñêîëüêó ñâîéñòâà ìàòåðèàëà çàâèñÿò îò íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ, è íàîáîðîò, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñ íåèçâåñòíûìè 

ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Îäíàêî îò ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè 

ìîæíî èçáàâèòüñÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùåé èòåðàöèîííîé 

ïðîöåäóðîé. Ñíà÷àëà ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â 

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííûìè â 

äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, ñðåäíèìè 

çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà è ìîäóëåé ïðè ðàñòÿæåíèè è 

ñæàòèè). Çàòåì îïðåäåëÿþòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîðäèíàò ñîîòâåò-

ñòâóþùèå íîâûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì çíàêà íàïðÿæåíèé, 

âû÷èñëåííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå, è ïðîöåññ âû÷èñëåíèé 

ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü. Ïðè ýòîì 

ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïîñêîëüêî çàäà÷à ðåøàåòñÿ â 

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå ïåðåõîä ê êîìïîíåíòàì íàïðÿæåíèé â 

äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

 ϕϕσϕσϕσσ ϕϕϕ cossinsincos 22
rrrxx −+= , 

 ϕϕσϕσϕσσ ϕϕϕ cossincossin 22
rrryy ++= , 
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 ϕσϕσσ ϕ sincos zzrzx −= , (9) 

 ϕσϕσσ ϕ cossin zzrzy += , 

 )sin(cossincos)( 22 ϕϕσϕϕσσσ ϕϕϕ −−−= rrrxy . 

Ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íåîñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è 

òåðìîóïðóãîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âàðèàöèîííûõ 

óðàâíåíèé è ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè 

çàïèñè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé â ôîðìå çàêîíà Ãóêà (4) äëÿ 

îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ïîäðîáíî îïèñàíà â ðàáîòàõ [4,5] è çäåñü íå 

ïðèâîäèòñÿ. 

Áûëî èññëåäîâàíî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñåäëà 

êëàïàíà âäóâà ðàêåòíîãî äâèãàòåëÿ êàê äâóõñëîéíîãî òåëà âðàùåíèÿ  

èç èçîòðîïíîãî íåóïðóãî äåôîðìèðóþùåãîñÿ ìàòåðèàëà è óãëåðîä-

óãëåðîäíîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ïðè íàãðåâå. Àíàëèç 

ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïîêàçàë, ÷òî ó÷åò ðàçíîìîäóëüíîñòè êîìïîçèòà 

ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ íàïðÿæåíèé äî 15%. Òàêèì îáðàçîì, 

ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ó÷åòà ðàçíîìîäóëüíîñòè ïðÿìîëèíåéíî 

îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðè èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíûõ òåë âðàùåíèÿ â ïðîöåññå 

íåñòàöèîíàðíîãî íàãðåâà ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ 

ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè. 
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Ò.Â. Êðûëîâà  

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÐÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ 

ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ 

ÇÍÀ×ÅÍÈß 

Ââåäåíèå. Èññëåäîâàíèå êîëåáàíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì 

ïðèâîäÿò ê çàäà÷àì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòè 

çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå 

çíà÷åíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ 

íåëèíåéíûì âõîæäåíèåì ïàðàìåòðà 

 

 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0IVy x f x y x f q x y xλ ρ λ′′+ + = , ( 0 ; 1 )x ∈  (1) 
 y(0) = y'(0) = y(1 ) = y'(1) = 0, (2) 
 .)(),( ]1;0[Cxqx ∈ρ  

 

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Îòûñêàíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ áóäåì 

ïðîâîäèòü â òðè ýòàïà. 

Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëèì îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ 

çíà÷åíèé. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå [1] 

 ,)()()(
1

0

dttytMxy IV
x∫=  

ãäå 

2 3 2

3 3 2 2 2

1 (1 ) ( (2 1) 3 ), [ 0; ],
6( )
1 1 1( ) (1 ) (2 1) (1 ) , [ ; 1].
6 6 2

x

x x t t x t x
M t

t x t x x t x x t x

⎧⎪⎪ − − + + − ∈⎪⎪⎪=⎨⎪⎪ − − − + + − ∈⎪⎪⎪⎩

 

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ çàäà÷è (1), (2) 

íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè  

 ,1))(()()())(( 2
221

2
1 ≥++ λλλλ fCffBfA  (3) 

ãäå 

 ),(max
2100
11 2

]1;0[
xA

x
ρ

∈
−=  

 )),()((max
9450

1
]1;0[

xqxB
x

⋅−=
∈

ρ  
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 ).(max
1746300

71 2

]1;0[
xqC

x∈
=  

 

Íà âòîðîì ýòàïå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå )(xy  çàäà÷è (1), (2) äëÿ ðàçáèåíèÿ 

 { }1...0 210 =<<<<==∆ NN xxxx  
áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìèàëüíîãî ñïëàéíà ïÿòîé ñòåïåíè 

 .)()( 5
4

0

1

0
+

=

−

=

−+= ∑ ∑ j
i

N

j
j

i
i xxbxaxy  

Äëÿ íàõîæäåíèÿ N+5 íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ai (i=0,1,2, 

3,4), bj (j=0,1,2,…,N-1) èñïîëüçóåì êðàåâûå óñëîâèÿ (2) è îñóùåñòâèì 

êîëëîêàöèþ â N+1 òî÷êàõ îòðåçêà [0;1]. Â êà÷åñòâå òî÷åê 

êîëëîêàöèè ìîæíî âûáðàòü âíóòðåííèå óçëû õê, ê=1,2,…, N-1 

ñïëàéíà è òî÷êè 0 , .Nx xε ε+ −  

Ïðèðàâíèâàåì íóëþ îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû N+5 

àëãåáðàè÷åñêèõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî N+5 

íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ai ( i = 0, 1, 2, 3, 4 ), bj ( j = 0, 1, 2, …, 

N-1 ), ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé λ . 

Äàëåå ïðîâåðÿåì, êàêèå èç λ  íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè (3). 

Íà òðåòüåì ýòàïå äëÿ óòî÷íåíèÿ  íàéäåííûõ çíà÷åíèé λ  èç 

îáëàñòè (3), âû÷èñëÿåì äëÿ êàêîãî-íèáóäü çíà÷åíèÿ kλ  (íàïðèìåð, 

íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ) ñîîòâåòñòâóþùèå 

êîýôôèöèåíòû ai (i = 0, 1, 2, 3, 4 ), bj (j = 0, 1, 2, …, N-1). Ïîòîì 

ñòðîèì áîëåå òîíêóþ ñåòêó 

{ }* * * *
0 10 ... 1 ,n nx x x∆ = = < < < =  ïðè÷åì n>>N. 

Àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå óçëû õê
*, ê = 0, 1, …, n 

îïðåäåëÿåì èç ðàâåíñòâ [2,3 ] 
* 1

6 6

0 0

( ) ( ) , 0 , 1, 2 , ..., ,
kx

V I V Iky x dx y x dx k n
n

= =∫ ∫  

ãäå  1 1
2

( ) 2 ( ) ( )
( ) , 1, 2, ..., 1.

IV IV IV
IV j j j

j
j

y x y x y x
y x j N

h
− +− +

= = −   

Íà òåõ ó÷àñòêàõ, ãäå ,0)()( <⋅
″

xyxy
IV ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 

)(~ xy çàäà÷è (1), (2) ïðåäñòàâëÿåì â âèäå èíòåðïîëÿöèîííîãî 

òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ñïëàéíà, à íà òåõ ó÷àñòêàõ ãäå 0)()( >⋅
″

xyxy
IV  -  â 

âèäå èíòåðïîëÿöèîííîãî íàïðÿæåííîãî ñïëàéíà [4,5,6] 
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 ))()()()(()(~ *

1

*
10 xDxCxxBxxAAxy kkkkkk

n

k
kk ψϕ ++−+−+= +

=
+−∑  

(äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ñïëàéíà 
 ( ) c o s ( ) ,k k kx x tϕ γ += −  
 ( ) s i n ( ) ,k k kx x tψ γ += −  
äëÿ íàïðÿæåííîãî ñïëàéíà 
 ( ) ( ) ,k k kx c h x tϕ += Θ −  
 ( ) ( ) ,k k kx s h x tψ += Θ −  
ãäå 

 
( ) ,
( )

IV
k

k
k

y t
y t

γ = −
′′  

 
( ) ,
( )

IV
k

k
k

y t
y t

Θ =
′′  

 ....,,2,1,
2

**
1 nk

xx
t kk

k =
+

= −
 

Äëÿ îòûñêàíèÿ 4n+1 íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ À0, Àê, Âê, Ñê, 

Dê, ê = 1, 2, …,n, êàê è íà âòîðîì ýòàïå, èñïîëüçóåì êðàåâûå óñëîâèÿ 

(2) è êîëëîêàöèþ â 4n-1 âíóòðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêà [0;1]. Â 

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óòî÷íåííûå ïðèáëèæåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 

λ  çàäà÷è (1), (2), íàõîäÿùèåñÿ â îáëàñòè (3).  

Åñëè λλ − áîëüøå äîïóñòèìîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, òî ïðîöåññ 

óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèé λ ìîæíî ïîâòîðèòü. 

Âûâîä. Ìåòîä ïðèìåíèì è äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ 

íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûìè êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèÿ (1). 
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Ý.Ä. ×èõëàäçå, Ì.À. Âåðåâè÷åâà, Ë.Á. Êðàâöèâ  

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ 

ÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÒÀËÅÁÅÒÎÍÍÛÕ ÊÎËÎÍÍ Ñ Ó×ÅÒÎÌ 

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ ÁÅÒÎÍÍÎÃÎ ßÄÐÀ 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëèñü 

öèëèíäðè÷åñêèå êîëîííû, íàõîäÿùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî 

ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè èíòåíñèâíîñòüþ q  è ñîáñòâåííîãî âåñà. Ïðè 

èçó÷åíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàëàñü 

ãèïîòåçà î òîì, ÷òî êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ 0=τrz . Ïîýòîìó ñèñòåìà 

óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ñâîäèëàñü ê îäíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî 

ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ru  ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè 

óñëîâèÿìè. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ñ 

ó÷åòîì çàâèñèìîñòè ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áåòîíà îò 

ñîîòíîøåíèÿ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé zr σσσ θ ,, . Ýòè íàïðÿæåíèÿ 

îïðåäåëÿëèñü êàê ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé ñ ó÷åòîì êîíòàêòíîé ñèëû, 

âîçíèêàþùåé íà ãðàíèöå ìåæäó áåòîííûì ÿäðîì è ñòàëüíîé îáîéìîé. 

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà îáîñíîâàííîñòè 

âûøåóïîìÿíóòîé ãèïîòåçû. 

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Â ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè êîëîííû 

äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ïîëîâèíó ïðîäîëüíîãî 

ñå÷åíèÿ êîëîííû, çàãðóæåííîé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêîé q  è 

ñîáñòâåííîé ìàññîé (ðèñ. 1). 

Ось колонны

С
вободная

r

z

q
0

R

h

граница

 

Ðèñóíîê 1 - Ïðîäîëüíîå ñå÷åíèå áåòîííîé êîëîííû 

Çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè â áåòîíå 

ïðèíèìàþòñÿ â ôîðìå çàêîíà Ãóêà [2] ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè 

äåôîðìèðîâàíèÿ E  è ν :  

                                 
  © ×ÈÕËÀÄÇÅ Ý.Ä., ÂÅÐÅÂÈ×ÅÂÀ Ì.À., ÊÐÀÂÖÈÂ Ë.Á., 2008 
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z
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rz , (2) 

ãäå zr uu ,  - ñîîòâåòñòâåííî ðàäèàëüíîå è âåðòèêàëüíîå 

ïåðåìåùåíèÿ; µλ ,  - êîýôôèöèåíòû Ëÿìå. 

Ïàðàìåòðû äåôîðìèðîâàíèÿ E  è ν : îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè 

ñ ìåòîäîì À.Â. ßøèíà [3]. Ìàòåðèàë ñòàëüíîé îáîéìû ñ÷èòàåòñÿ 

îáëàäàþùèì ñâîéñòâàìè èäåàëüíîé óïðóãîïëàñòè÷íîñòè.  

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ 

èìååò âèä [2]: 

 0=
σ−σ

+
∂
τ∂

+
∂
σ∂ θ

rzr
rrzr ,    g

rrz
rzrzz ρ=

τ
+

∂
τ∂

+
∂
σ∂

, (3) 

ãäå ρ  - ïëîòíîñòü áåòîíà, g  - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. 

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ çàâèñèìîñòè (1), (2), ïîëó÷èì 

ñèñòåìó óðàâíåíèé â ïåðåìåùåíèÿõ: 

 22 0r r z r r z r ru u u u u u u u
r r r z r z z r r r r

µλ µ µ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟+ + + + + + + =⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, (5) 

 2r r z z r z r ru u u u u u u u g
r r r z z r z r r r r

µλ µ µ ρ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟+ + + + + + + =⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (6) 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â 

çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ êîëîííû. 

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ïóòåì ðàçíîñòíîé 

àïïðîêñèìàöèè. 

3. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ ìåòîäèê ðàñ÷åòà 

(ïðèâåäåííîé â [4] è â äàííîé ñòàòüå) ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå 

èññëåäîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ áåòîíîâ è çíà÷åíèé íàãðóçîê. 

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ êîíñîëüíîé 

êîëîííû èç áåòîíà Â25 ( 31030 ⋅=bE ÌÏà, 2.0=νb , 2350=ρ êã/ì3) 

âûñîòîé 5=h ì è ðàäèóñîì 0,5R= ì ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè 

1,11=q ÌÏà è 8,14=q ÌÏà (ñîîòâåòñòâåííî óðîâåíü íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ 0,6 è 0,8 несq ). 

 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîíñîëüíîé êîëîííû èìåþò âèä: 

íà îñè: 0=r :      0,0,0 =∂∂=∂∂= zuruu zrr ; 

íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå:   Rr = :     0=σr ; 
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íà âåðõíåé ãðàíè             0=z :      0=ru ,  qz =σ ; 

íà íèæíåé ãðàíè              hz = :      0=ru ,   0=zu .  

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñðàâíèâàëèñü ñ àíàëîãè÷íûìè 

ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ìåòîäó [1] âáëèçè îñíîâàíèÿ êîëîííû, 

òî åñòü â ñëîå ñ ìàêñèìàëüíûì íàïðÿæåíèåì zσ . 

 

Òàáëèöà 1 

Ñðàâíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïåðåìåùåíèé 

 410⋅ru , ì 210⋅zu , ì 

 Ñ ó÷åòîì rzτ Áåç ó÷åòà rzτ Ñ ó÷åòîì rzτ  Áåç ó÷åòà rzτ
1,11=q  ÌÏà 41,0  37,0  196,0  201,0  

8,14=q  ÌÏà 47,0  49,0  280,0  282,0  

 

Êàê âèäíî èç òàáë. 1, ïåðåìåùåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. 

Íàïðÿæåíèÿ ( )jiz ,σ  ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî çíàêà ïîñëå 

çàïÿòîé. Íàïðÿæåíèÿ ( )jir ,σ , ðàâíûå ðàíåå íóëþ ïî âñåìó ñå÷åíèþ, 

òåïåðü, âñëåäñòâèå ó÷åòà êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, íåñêîëüêî 

îòëè÷íû îò íóëÿ (ïîðÿäêà 210− ÌÏà). Îäíàêî åñëè ïåðåéòè ê ðåøåíèþ 

êîíòàêòíîé [1] çàäà÷è ìåæäó ÿäðîì è îáîéìîé, ñîîòíîøåíèå ìåæäó 

( )jir ,σ  è êîíòàêòíîé ñèëîé ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å. rF σ>>k . Ïîýòîìó ïîëíîå 

ðàäèàëüíîå íàïðÿæåíèå â ÿäðå, ðàâíîå rF σ+k , îñòàíåòñÿ ïðåæíèì. 

4. Âûâîäû. Ðåøåíèå çàäà÷è î íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì 

ñîñòîÿíèè ñòàëåáåòîííîé êîëîííû áåç ó÷åòà êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé 

äàåò ïðàêòè÷åñêè òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è ðåøåíèå ñ ó÷åòîì 

êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé 0=τrz  â òî÷êàõ êîëîííû.  

Ïðè îöåíêå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè êîëîííû ìîæíî èñïîëüçîâàòü 

àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä [1], â îñíîâó êîòîðîãî ïîëîæåíû ñëåäóþùèå 

ïðåäïîñûëêè: ïîâåðõíîñòü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëîííû ïîñëå 

äåôîðìàöèè îñòàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé âñåì ïðîäîëüíûì âîëîêíàì; 

îáîéìà è ÿäðî â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ðàáîòàþò ñîâìåñòíî âïëîòü 

äî ðàçðóøåíèÿ. 
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Ââåäåíèå. Ïðåäëîæåí îðèåíòèðîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà 

ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ  âàðèàíò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè 

êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â 

ýëåêòðîïðîâîäíûõ òåëàõ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì 

êâàçèóñòàíîâèâøèõñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, ñ ó÷åòîì 

òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà äåôîðìèðîâàíèÿ è íåëèíåéíîñòè 

çàâèñèìîñòåé èíäóêöèé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé îò 

ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðÿæåííîñòåé è òåìïåðàòóðû. Ìîäåëü îñíîâàíà 

íà òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàòåðèàëüíîãî 

êîíòèíóóìà, óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà äëÿ òåðìî÷óâñòâèòåëüíûõ 

íàìàãíè÷èâàþùèõñÿ è ïîëÿðèçóþùèõñÿ òåë, çàâèñèìîñòÿõ òåîðèè 

òåïëîïðîâîäíîñòè è íåèçîòåðìè÷åñêîé òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè. 

Âëèÿíèå ïîëÿ ó÷òåíî ÷åðåç îáúåìíûå òåïëîâûäåëåíèÿ, 

ïîíäåðîìîòîðíûå ñèëû è ìîìåíòû. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ýëåêòðîïðîâîäíîãî 

òåëà è âíåøíåé ñðåäû îïèñûâàåò ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà [1-3]. 

Äëÿ îáëàñòè òåëà 

 j
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∂
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 ,D r V
→
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BE
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∂
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→ 0
0 , (5) 

 [ ]∗

→
τ∈∈Ω=⋅∇ ,,/, 0300 tVErD . (6) 

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî çàïèñàòü òàê 
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λ . (7) 

Çäåñü  T – òåìïåðàòóðà; ( )Tcc =  – îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü; 

( )Tλ=λ – êîåôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè; W  – ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ 

òåïëà; EH ,  – âåêòîðû íàïðÿæåííîñòåé ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî 

ïîëåé; DB ,  – ìàãíèòíàÿ è ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèè;  j – ïëîòíîñòü 

òîêîâ; Ω  – îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ;  0j  ³ 0Ω  – 

çàäàíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè; 
→
∇  – îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà;  

r – ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè; ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅∇⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ×∇
→→

,  îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî 

îïåðàöèè ðîòîðà è äèâåðãåíöèè. 

Îñíîâíîé çàäà÷åé íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè 

òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé 

(ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé) è êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è 

äåôîðìàöèé, âîçíèêàþùèõ â ïðîñòðàíñòâåííîì òåëå â ïðîöåññå åãî 

íàãðóæåíèè , êîãäà íåêîòîðûå ýëåìåíòû òåëà ðàáîòàþò çà ïðåäåëîì 

óïðóãîñòè ìàòåðèàëà. Ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ, â òîì ÷èñëå è ïðè 

ïîìîùè åëåêòðîìàãíèòíûõ ôîêòîðîâ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü 

ðàçâèâàþùèìñÿ âî âðåìåíè. Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 

ìàòåðèàëà çàäàþòñÿ â âèäå ìãíîâåííûõ äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ 

îáðàçöîâ. 

Èñõîäÿ èç ïåðå÷èñëåííîãî, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äâåíàäöàòü 

ñîñòàâëÿþùèõ åëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òåìïåðàòóðó, òðè 

ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé, øåñòü êîìïîíåíò 

òåíçîðà íàïðÿæåíèé è øåñòü êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ 28 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé 

âðåìåíè è òðåõ êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ 

óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè, óðàâíåíèÿìè 

äâèæåíèÿ, ãåîìåòðè÷åñêèìè è ôèçè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè [3,5,9]. 

Ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè â òåõ 

÷àñòÿõ òåëà, ãäå âîçíèêàþò íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, áóäåì 

ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè 

ïðîöåññû íàãðóæåíèÿ êàê ïî ïðÿìîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì, òàê è ïî 

òðàåêòîðèÿì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé êðèâèçû. 

Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøàåòñÿ ïðè 

îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. 
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Ìåòîä ðåøåíèÿ.  Ïðèâåäåì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ê âèäó 
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- âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî  áóäóò:  

- ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ìàãíèòíîãî è 

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé   (w01=Í1;  w02=Í2; w03=Í3; w04=Å1;  w05=Å2;  

w06=Å3 .); 

- ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ  ìàãíèòíîé è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè 

(w07=Â1;  w08=Â2; w09=Â3; w10=D1;  w11=D2;  w12=D3); 

-   òåìïåðàòóðà (w13= Ò); 

-   ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé (w14=v1;  w15=v2; w16=v3 .); 

- ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé (w17=σ11;  

w18=σ22;  w19=σ33 ;  w20=τ12;  w21=τ13;  w22=τ23 ; w23=ε11;  w24=ε22;  w25=ε33 ;  
w26=ε12;  w27=ε13;  w28=ε23. ). 

Äëÿ ðåøåíèÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (8) èñïîëüçóåì ìåòîä 

ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ [4, 5]. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòêó ïî 

âðåìåíè ωr  ñ ó÷åòîì äðîáíîãî øàãà. 
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Ðý÷ôîðäà, Äóãëàñà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê   [6-8].   
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Çäåñü è äàëåå  1321 =++ γγγ . 

Ðåøåíèå ðàñùåïëåííîé ñèñòåìû (10) áóäåì îïðåäåëÿòü ïðè 

ïîìîùè ñëåäóþùåãî èíòåðïîëÿöèîííîãî âûðàæåíèÿ 
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Çäåñü 21, αα == yx  - íà ïåðâîì äðîáíîì øàãå ïî âðåìåíè, 

32 , αα == yx  - íà âòîðîì äðîáíîì øàãå ïî âðåìåíè è 13 , αα == yx  - íà 

òðåòüåì äðîáíîì øàãå ïî âðåìåíè. ×åðåç ijW
K

îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ 

èñêîìûõ ôóíêöèé â óçëàõ êîîðäèíàòíîé ñåòêè. Âûðàæåíèÿ äëÿ 
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ôóíêöèé ( )yxFij ;  ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [6-8] êàê äëÿ ñëó÷àÿ 

èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ òðåòüåé ñòåïåíè ïî 

êàæäîé èç êîîðäèíàò, òàê è äëÿ ñëó÷àÿ ïðèìåíåíèÿ íàïðÿæåííûõ 

ñïëàéíîâ. 

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïî 

êîîðäèíàòàì íà êàæäîì äðîáíîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè 

îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ äëÿ äâóõìåðíîãî ñïëàéíà 

Òîãäà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ 

âåêòîðíûõ  óðàâíåíèé (10) ìîæíî çàïèñàòü òàêèå âûðàæåíèÿ 
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Îòìåòèì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû  [5], ôîðìóëû 

(12) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì 

ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà â îáëàñòÿõ ðàñïîëîæåííûõ 

íåïîñðåäñòâåííî íà ãðàíèöå òåëà [ ] [ ] [ ] [ ]MMNN yyyxxxyyyxxx ;,;,;,; 111010 −− ∈∈∈∈  

è ñîñåäíèõ ñ íèìè îáëàñòÿõ [ ] [ ] [ ] [ ]12122121 ;,;,;,; −−−− ∈∈∈∈ MMNN yyyxxxyyyxxx . 

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ÿ÷åéêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè äëÿ ýòîé öåëè 

íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (ïîëó ñóììîé) 

ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé  èç (12), çàïèñàííûõ â ñîñåäíèõ 

îáëàñòÿõ. 

Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû ÿâíîé ñõåìû ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ äëÿ 

îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ìîæíî çàïèñàòü òàê 
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Îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâåííî òðåòèé  ïîðÿäîê 

àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà ïî êîîðäèíàòàì [6]. 
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Âûâîäû. Ðàçðàáîòàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî 

ðàñùåïëåíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ èñêîìûõ âåëè÷èí â âèäå 

äâóõìåðíûõ ñïëàéíîâ ðàçíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé îïèñûâàåò 

ýëåêòðîìàãíèòíûå, òåïëîâûå è ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû. Ïîëó÷åíû 

îöåíêè ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ 

ýëåêòðîìàãíèòíîãî, òåìïåðàòóðíîãî è ìåõàíè÷åñêîãî ïîëåé. 
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ÓÄÊ 517.5 
Ì.Î. Øóëüãà  

ÏÐÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÉ ÎÏÈÑ ÄÅßÊÈÕ ÌÅÕÀÍ²×ÍÈÕ 

ÏÐÎÖÅÑ²Â 

Â çàäà÷àõ ìåõàí³êè çóñòð³÷àþòüñÿ ç íåîáõ³äí³ñòþ îïåðóâàòè ç íå 

âñþäè äèôåðåíö³éîâàíèìè íåãëàäêèìè ïåð³îäè÷íèìè ôóíêö³ÿìè ÷è 

¿õ ïîõ³äíèìè, ðÿäè Ôóð’º ÿêèõ º óìîâíî çá³æíèìè àáî ³ çîâñ³ì 

ðîçá³æíèìè (ïðÿìîêóòíèé “ñèíóñ”, ïèëêîïîä³áíà ëàìàíà òà ³í.), ùî 

ìîæå áóòè îáóìîâëåíî îäíîñòîðîíí³ìè â’ÿçÿìè, çäàòí³ñòþ ñïðèéìàòè 

äåôîðìàö³þ ò³ëüêè îäíîãî çíàêó òà ³í. Â ìîíîãðàô³¿ [1] äëÿ 

ïèëêîïîä³áíèõ ëàìàíèõ ðîçâèâàºòüñÿ òåõí³êà îïèñó, ùî áàçóºòüñÿ íà 

¿õ ãåîìåòðè÷í³é ³íòåðïðåòàö³¿, íàçâàí³é àâòîðîì ðîìá³÷íèìè 

ôóíêö³ÿìè ( σsir , σcor  òà ³í.). 

Â íàïèñàí³é ìíîþ êîðîòê³é ïåðåäìîâ³ äî [1] òâåðäæåííÿ, ùî 

“ðîìá³÷í³ ôóíêö³¿ çàäîâîëüíÿþòü äåÿêîìó çâè÷àéíîìó 

äèôåðåíö³àëüíîìó ð³âíÿííþ äðóãîãî ïîðÿäêó” (ñ. 7, [1]), º íå çîâñ³ì 

òî÷íèì. Öå âèïëèâàº ç íàñòóïíîãî. 

Çâåðíåìîñü äî ðèñ.1. Íà íüîìó âèêîðèñòàí³ ïîçíà÷åííÿ: äóãà 

Rscb =∪ 10 , 
R
ss R= , 

R
cCs 11sin = , 

R
OCs 1cos = ; ïðÿìà Rab σ=10 , 

2
4/sin11 σπσ

σ ===
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sir R , 

2
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σ −=
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==

R
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R
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cor R ; â äðóãîìó 

êâàäðàíò³ ëàìàíà Rabab σ=2110 , 
2

2 σσ −=sir , 
2

1 σσ −=cor  ³ ò.ä. 
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Ïî ðèñ.1 ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî ôóíêö³ÿ σsiry =  âèçíà÷àºòüñÿ 

ôîðìóëàìè 
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 (2) 

ïðè ,...2,1,0 ±±=n (âåðõí³é (íèæí³é) ðÿäêè (2) â³äïîâ³äàþòü 

âåðõíüîìó (íèæíüîìó) ðÿäêàì (1)) àáî ( ) 0=′′ σy  ïðè n222 +−≠σ , 

,...2,1,0 ±±=n  

Ç òîãî æ ðèñ.1 âèäíî, ùî ôóíêö³ÿ σcorz =  âèçíà÷àºòüñÿ 

ôîðìóëàìè 
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ïðè ,...2,1,0 ±±=n . 

Â öüîìó ðàç³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ (3) áóäóòü 

 
nnnzz

nnnzz
24242422,34

;242224,14
+<<++=−′

+<<−−=−′

σσ
σσ

 (4) 

ïðè ,...2,1,0 ±±=n  (âåðõí³é (íèæí³é) ðÿäêè (4) â³äïîâ³äàþòü 

âåðõíüîìó (íèæíüîìó) ðÿäêàì (3)) àáî ( ) 0=′′ σz  ïðè n22≠σ , 

,...2,1,0 ±±=n  

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïåðø³ ïîõ³äí³ ( )σy′  òà ( )σz′  º ñòàëèìè, 

êð³ì òî÷îê ¿õ ðîçðèâó n222 +−=σ  (äëÿ ( )σy′ ) ³ n22=σ  (äëÿ ( )σz′ ) 

,...1,0 ±=n . Äðóã³ ïîõ³äí³ ( )σy ′′ , ( )σz ′′   äîð³âíþþòü íóëåâ³, êð³ì òî÷îê â 

ÿêèõ âîíè íå âèçíà÷åí³. 

Ì³æ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêö³ÿìè αsin , αcos  (α  – äîâæèíà 

äóãè êîëà îäèíè÷íîãî ðàä³óñó, ÿêó çàì³òàº ðóõîìèé ðàä³óñ) òà 

ôóíêö³ÿìè σsir , σcor  (σ  – äîâæèíà ïåðèìåòðó âïèñàíîãî â îäèíè÷íå 

êîëî ðîìáà (êâàäðàòó), ÿêèé çàì³òàº ðóõîìèé ðàä³óñ) ñïðàâåäëèâ³ 

òàêîæ çàëåæíîñò³:  

â ïåðøîìó êâàäðàíò³ 
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 â äðóãîìó êâàäðàíò³  

 
αα

ασ
cossin

sin
−

=sir , 
αα

ασ
cossin

cos
−

=cor ; (6) 

â òðåòüîìó êâàäðàíò³ 

 
αα

ασ
cossin

sin
−−

=sir , 
αα

ασ
cossin

cos
−−

=cor ; (7) 

 â ÷åòâåðòîìó êâàäðàíò³  

 
αα

ασ
cossin

sin
+−

=sir , 
αα

ασ
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=cor . (8) 

Â öåé æå ÷àñ çàëåæí³ñòü tgr tgσ α=  ñïðàâåäëèâà [1] ïðè äîâ³ëüíèõ 

çíà÷åííÿõ àðãóìåíòó. Âðàõîâóþ÷è çíàêè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é 

â ð³çíèõ êâàäðàíòàõ, ö³ ôîðìóëè ìîæíà çàïèñàòè [1] ó ñïðàâåäëèâîìó 

äëÿ âñ³õ êâàäðàíò³â âèãëÿä³ 
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ðîçêëàäàþòüñÿ â ðÿäè Ôóð’º 
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Ãðàô³êè ôóíêö³¿ (11) òà ¿¿ ïîõ³äíî¿  

 ( )
T

n
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z
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πσ
π
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 (12) 

 

 

Ðèñóíîê 2 

ïîáóäîâàí³ ÷èñåëüíî ³ ïîêàçàí³ íà 

ðèñ.2. Ðÿä (10) º àáñîëþòíî 

çá³æíèì ³ äëÿ íüîãî îáãðóíòîâàíå 

çàñòîñóâàííÿ ãàðìîí³÷íîãî àíàë³-

çó, à ðÿä (12) ìîæå áóòè ò³ëüêè 

óìîâíî çá³æíèì. 

Äðóãà ôîðìàëüíà ïîõ³äíà ðÿäó (11) 

       ( )∑
∞

=

−−=′′
1

2
212cos32

n T
n

T
z πσ

       (13) 

º ðîçá³æíèì ðÿäîì, òîä³ ÿê çà 

îçíà÷åííÿì (3) äðóãà ïîõ³äíà ( )σz ′′  

äîð³âíþº íóëåâ³ êð³ì òî÷îê ¿¿ 

íåâèçíà÷åíîñò³. 
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Ãðàô³êè ôóíêö³¿ (10) òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ áóäóòü çñóíóò³ ïî â³ñ³ σ  íà 

÷âåðòü ïåð³îäó. 

Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÀ 
1. Ïëàõò³ºíêî Ì.Ï. Ðîìá³÷í³ ôóíêö³¿: ïî÷àòêè òåîð³¿ òà ïðèêëàäí³ çàäà÷³. – 
Ê.: ÇÍÄ²ÅÏ, 2005. – 136 ñ. 
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ÓÄÊ 664.2.032.1 
È.Å. Ñîêîëîâñêàÿ  

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÒÅÐÌÎÎÁÐÀÁÎÒÊÈ 

ÏÎÐÈÑÒÎÃÎ ÒÅÏËÎÈÇÎËßÖÈÎÍÍÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ Â 

ÂÈÕÐÅÂÎÌ ÑËÎÅ 

Ââåäåíèå. Ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåññîâ òåïëîìàññîîáìåíà âî âðåìÿ 

ñóøêè ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ â âèõðåâûõ àïïàðàòàõ âî ìíîãîì 

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ äàííîãî 

óñòðîéñòâà [1, 2], ïîñêîëüêó îò íèõ çàâèñÿò ãèäðîäèíàìè÷åñêèå 

ïîêàçàòåëè ðàáîòû àïïàðàòà. Ñóøêà ìàòåðèàëîâ â âèõðåâîì àïïàðàòå 

ïðîèñõîäèò â ïåðèîä èõ âèòàíèÿ â àïïàðàòå â ðåçóëüòàòå èõ 

âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âîçäóøíûìè ïîòîêàìè. Î÷åâèäíî, ÷åì áîëåå 

äëèòåëüíûé äàííûé ïðîöåññ, òåì îí ýôôåêòèâíåå.  

Öåëü ðàáîòû. Îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ 

÷àñòèöû è âðåìåíè åå ïðåáûâàíèÿ â âèõðåâîì àïïàðàòå îò ìåñòà 

ïîïàäàíèÿ ÷àñòèöû â ðàáî÷èé îáúåì àïïàðàòà è ñêîðîñòè ïîòîêà 

ãàçîâîé ôàçû. 

Ìàòåðèàëû è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé. Ñ öåëüþ 

ðàöèîíàëèçàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ àïïàðàòà [1], à òàêæå 

îïðåäåëåíèÿ åãî ýôôåêòèâíîñòè, âàæíî çíàòü ïàðàìåòðû ãàçîâûõ 

ïîòîêîâ (êîìïîíåíòû ñêîðîñòåé, äàâëåíèÿ) âî âñ¸ì îáúåìå àïïàðàòà.  

Íà îñíîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãàçîäèíàìèêè ïîòîêà â 

âèõðåâîì àïïàðàòå èçëîæåííîé â ðàáîòå [3], ñ ïîìîùüþ  ìåòîäà 

ïðåäñòàâëåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîåêòèðîâàíèåì íà íèõ âåêòîðîâ 

ñêîðîñòåé, áûëè ïîëó÷åíû ãðàôè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ äâèæåíèÿ 

ãàçîâîãî ïîòîêà â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ àïïàðàòà [1]. 

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñêîðîñòåé 

ãàçà íà òð¸õ ðàçëè÷íûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñå÷åíèÿõ àïïàðàòà [1]: (a) íà 

óðîâíå ïðèñîåäèíåíèÿ òàíãåíöèàëüíîãî ïàòðóáêà äëÿ ïîäâîäà ãàçà, 

(b) íà ñåðåäèíå âûñîòû è (c) ó ïèòàòåëÿ àïïàðàòà.  

Èç ðèñ. 1 ñëåäóåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå âûíóæäåííîãî äåéñòâèÿ 

ïîäâîäèìîãî ãàçà â âåðõíåé çîíå öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè àïïàðàòà 

ôîðìèðóåòñÿ ìîùíûé òîððîèäàëüíûé âèõðü (à), êîòîðûé ïî ìåðå 

ïðèáëèæåíèÿ ê ïèòàòåëþ äåôîðìèðóåòñÿ (b), è ó ñàìîãî ïèòàòåëÿ 

ðàñïàäàåòñÿ (c). 

                                 
  © ÑÎÊÎËÎÂÑÊÀß È.Å., 2008 
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a) b) c)  

Ðèñóíîê 1 - Ðàñ÷åòíûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñêîðîñòåé ãàçà íà òð¸õ ðàçëè÷íûõ 
ãîðèçîíòàëüíûõ ñå÷åíèÿõ àïïàðàòà 

Î õàðàêòåðå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé êàðòèíû â îñåâîì ñå÷åíèè 

àïïàðàòà ïîçâîëÿåò ñóäèòü ðèñ.2. 

 
Ðèñóíîê 2 - Ïîëÿ íàïðàâëåíèé ïðîåêöèé ñêîðîñòåé ãàçà â îñåâîì ñå÷åíèè 

àïïàðàòà 

Èç ïðèâåäåííîãî ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî â çîíå âåðõíåãî îòâåðñòèÿ 

àïïàðàòà âñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî âèõðÿ ñîçäàåòñÿ çîíà 

ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê âòÿãèâàíèþ ÷åðåç ýòî 

îòâåðñòèå îêðóæàþùåãî âîçäóõà. Â íèæíåé æå ÷àñòè àïïàðàòà, ó 

ïèòàòåëÿ, âîçäóõ ïîêèäàåò àïïàðàò. 

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðàñ÷åòíûõ ïîëåé ñêîðîñòåé ãàçîâîé 

ôàçû áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû 

ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, èçëîæåííàÿ â ðàáîòå [4]. Ïðÿìîå 

ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëîâ â âèõðåâûõ 

àïïàðàòàõ îñëîæíÿåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ è íåñòàöèîíàðíîñòüþ 

ïðîöåññà. 

Ïðîâåäåíà ñåðèÿ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïî ìîäåëè òðàåêòîðèè 

äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, ñâèäåòåëüñòâóþùàÿ î å¸ êà÷åñòâåííîé 

àäåêâàòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîìó ïðîöåññó è ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [5] 

ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. 
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ñêîðîñòüþ ïîòîêà, ìåñòîì 

ââåäåíèÿ ÷àñòèöû â àïïàðàò è êîíêðåòíîé òðàåêòîðèåé ÷àñòèöû íàìè 

áûëè ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû. Èññëåäîâàëèñü òðàåêòîðèè 

÷àñòèöû ïðè ñêîðîñòè ãàçîâîãî ïîòîêà 5, 10, 15 ì/ñ è ðàçëè÷íîì 

ìåñòå ââîäà ìàòåðèàëà â âèõðåâóþ êàìåðó â ñîîòâåòñòâèè ñ 

ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, èçëîæåííûìè â ðàáîòàõ [3, 4]. 

Èç ðèñ. 3à - 3â (æåëòàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèè ÷àñòèöû 

ïðè ñêîðîñòè 5 ì/ñ, ñèíÿÿ – 10 ì/ñ, ÷åðíàÿ – 15 ì/ñ) âèäíî, ÷òî ïî 

ìåðå óäàëåíèÿ ìåñòà ââåäåíèÿ ÷àñòèöû ïî îñè îò ìåñòà ïîäêëþ÷åíèÿ 

òàíãåíöèàëüíîãî ïàòðóáêà ê öåíòðó àïïàðàòà, âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ 

÷àñòèöû â àïïàðàòå ðåçêî ñîêðàùàåòñÿ. Ïðè÷åì ïðè îäíîì è òîì æå 

ìåñòå ââåäåíèÿ ÷àñòèöû, ïðè ìåíüøåé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîòîêà 

òåïëîíîñèòåëÿ ÷àñòèöû áûñòðåå ïîêèäàåò àïïàðàò, ñëåäîâàòåëüíî, 

ïîäâåðãàåòñÿ ìåíüøåìó òåðìè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ. 

Èç ðèñ. 3ã, è ðèñ. 3ä âèäíî, ÷òî ïî ìåðå óäàëåíèÿ ìåñòà 

ïîïàäàíèÿ ÷àñòèöû â îáúåì âèõðåâîé êàìåðû ïî îñè îò öåíòðà â 

ïðîòèâîïîëîæíîì îò òàíãåíöèàëüíîãî ïàòðóáêà íàïðàâëåíèè, 

òðàåêòîðèè ÷àñòèö óêîðà÷èâàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøàåòñÿ 

âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû â àïïàðàòå. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ó 

ñòåíêè, ïðîòèâîïîëîæíîé ìåñòó ïðèñîåäèíåíèÿ ïàòðóáêà, ÷àñòèöû â 

ìåíüøåé ñòåïåíè çàõâàòûâàþòñÿ ïîòîêîì òåïëîíîñèòåëÿ. 

Íà ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè (ðèñ.3å – 3ç) êàðòèíà ïðàêòè÷åñêè 

àíàëîãè÷íà, ÷åì äàëüøå îò öåíòðà ÷àñòèöà ïîïàäàåò â àïïàðàò, òåì 

äëèòåëüíåå åå ïðåáûâàíèå â îáúåìå ðàáî÷åé êàìåðû, òîëüêî 

íàáëþäàåòñÿ ñèììåòðèÿ òðàåêòîðèé ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò öåíòðà 

àïïàðàòà. 

à)  á)  
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â) ã)  

ä) å)  

æ) ç)  

Ðèñóíîê 3 – Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö â âèõðåâîì àïïàðàòå 

Âûâîä. Èçó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü 

êà÷åñòâåííûé âûâîä î òîì, ÷òî â öåëîì ÷àñòèöû, êîòîðûå ïîïàäàþò â 

âèõðåâîé àïïàðàò áëèæå ê áîêîâîé ñòåíêå, äîëüøå âèòàþò â åãî 

îáúåìå, à, ñëåäîâàòåëüíî, è äîëüøå ïîäâåðãàþòñÿ ñóøêå, ÷òî 

ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñ òåõíîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. 
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Ð.Â. Êèðèÿ  

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÓÑÊÀ 

ÄÂÓÕÏÐÈÂÎÄÍÛÕ ËÅÍÒÎ×ÍÛÕ ÊÎÍÂÅÉÅÐÎÂ 

Â ðàáîòàõ [1-3] íà îñíîâå ìåòîäà ïðèïàñîâûâàíèÿ ðàçðàáîòàíà 

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïóñêà 

îäíîïðèâîäíûõ ëåíòî÷íûõ êîíâåéåðîâ ñ æåñòêèì è ãðóçîâûìè 

íàòÿæíûìè óñòðîéñòâàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â ãîëîâíîé èëè õâîñòîâîé 

÷àñòè êîíâåéåðà. 

Îäíàêî äëÿ ñíèæåíèÿ íàòÿæåíèÿ ëåíòû è óìåíüøåíèÿ íàãðóçêè, 

ïðèõîäÿùåéñÿ íà îäèí ïðèâîä, íà ãîðíûõ ïðåäïðèÿòèÿõ ïðèìåíÿþò 

äâóõïðèâîäíûå ëåíòî÷íûå êîíâåéåðû ñ äâóìÿ è áîëåå ïðèâîäàìè. Â 

ñâÿçè ñ ýòèì ñòàâèòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü 

ïóñêà ìíîãîïðèâîäíîãî ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà. 

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ïóñêà 

äâóõïðèâîäíîãî ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà ñ ïðèâîäàìè, ðàñïîëîæåííûìè 

â ëþáîì ìåñòå õîëîñòîé âåòâè è â ãîëîâíîé åãî ÷àñòè (ðèñ. 1). 

 
Ðèñóíîê 1 – Ñõåìà äâóõïðèâîäíîãî êîíâåéåðà 

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðè ïóñêå 

äâóõïðèâîäíîãî ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå 

äîïóùåíèÿ: 

- ëåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óïðóãèé ñòåðæåíü, ïîä÷èíÿþùèéñÿ 

çàêîíó Ãóêà; 

- âñå âðàùàþùèåñÿ ìàññû âäîëü êîíâåéåðà ïðèâåäåíû ê 

ðàñïðåäåëåííîé ïîãîííîé ðàçãðóçêå; 

- ìîìåíò èíåðöèè õâîñòîâîãî áàðàáàíà ïðè ïóñêå ìàë è íå âëèÿåò 

íà ðàñïðåäåëåíèå íàòÿæåíèÿ â íàòÿæíîì óñòðîéñòâå; 

- èíåðöèÿ ãðóçà ãðóçîâîãî óñòðîéñòâà ïðè ïóñêå íå ó÷èòûâàåòñÿ; 
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- êîíâåêòèâíàÿ ÷àñòü óñêîðåíèÿ òî÷åê ëåíòû ïðè ïóñêå íå 

ó÷èòûâàåòñÿ èç-çà ìàëîñòè ñêîðîñòè ëåíòû êîíâåéåðà ïî ñðàâíåíèþ 

ñî ñêîðîñòüþ óïðóãèõ âîçìóùåíèé â ëåíòå; 

- ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîçìóùåíèé â ëåíòå 

êîíâåéåðà îäèíàêîâà ïî âñåé äëèíå êîíâåéåðà è ðàâíà ñðåäíåé 

ñêîðîñòè ac, îïðåäåëÿåìîé ïî ôîðìóëå 

 
xг

xг2
aa
aa

ac +
⋅

= , (1) 

ãäå aã, ax – ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîçìóùåíèé íà 

ãðóçîâûõ è õîëîñòûõ âåòâÿõ ëåíòû ñîîòâåòñòâåííî, ì/ñ. 

Òîãäà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ïóñêå 

äâóõïðèâîäíîãî ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà (ñì. ðèñ. 1) èìååò âèä: 

 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

ε
⋅=

η

η
⋅ρ=

ε

ε
⋅=

η

η
⋅ρ=

ε

,

;

;

;

xx

xx

гг

гг

д
дV

a
E

д
дW

д
дVa

д
дW

д
дV

a
E

д
дW

д
дVa

д
дW

c

cc

c

cc

 (2) 

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïðè η = 0 

 ( ) ( ) 00,0, xг =ε=ε VV ; ( ) ( ) 00,0, xг =ε=ε WW , (3) 

ãäå Wã(ε,η), Wx(ε,η) – äèíàìè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå íàòÿæåíèÿ â 

ëåíòå íà ãðóçîâîé è õîëîñòîé âåòâÿõ ñîîòâåòñòâåííî, Í; Vã(ε,η), Vx(ε,η) 

– ñêîðîñòè òî÷åê ãðóçîâîé è õîëîñòîé âåòâåé ëåíòû ñîîòâåòñòâåííî, 

ì/c; ε, η – ñîîòâåòñòâåííî áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ; ρc – 

ýêâèâàëåíòíàÿ ïîãîííàÿ ïëîòíîñòü ëåíòû ( )2
cc aE=ρ , êÃ/ì3; E – 

ýêâèâàëåíòíàÿ æåñòêîñòü ëåíòû êã⋅ì/ñ2; 

Áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû è áåçðàçìåðíîå âðåìÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî 

ôîðìóëàì 

 
L
x

=ε ; 
L

tac=η , 

ãäå x – êîîðäèíàòà, íàïðàâëåííàÿ âäîëü ëåíòû â íàïðàâëåíèè 

ãîëîâíîãî áàðàáàíà, ñ öåíòðîì íà îñè õâîñòîâîãî áàðàáàíà êîíâåéåðà, 

ì, (ñì. ðèñ. 1); t – òåêóùåå âðåìÿ, ñ; L – äëèíà êîíòóðà ëåíòû 

êîíâåéåðà (L = 2L1), L1 – äëèíà êîíâåéåðà, ì. 
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Äèíàìè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå íàòÿæåíèÿ Wã, Wx îïðåäåëÿþòñÿ èç 

âûðàæåíèé 

( ) ( ) 0гpлглггг cossin SxqqqxqqSW −βω′++−β+−= ; 

( ) 0xpллxx cossin SxqqxqSW −βω′′+−β−= , 

ãäå Sã, Sx – ñîîòâåòñòâåííî íàòÿæåíèå ëåíòû íà ãðóçîâîé è 

õîëîñòîé âåòâÿõ ëåíòû ïðè ïóñêå, Í; S0 – íàòÿæåíèå ëåíòû îò 

íàòÿæíîé ñòàíöèè, Í; β – óãîë íàêëîíà êîíâåéåðà ê ãîðèçîíòó, ãðàä; 

qã – ïîãîííûé âåñ ãðóçà, êÃ/ì; që – ïîãîííûé âåñ ëåíòû, êÃ/ì; рр , qq ′′′  

– ïðèâåäåííûé âåñ âðàùàþùèõñÿ ÷àñòåé ðîëèêîîïîð ãðóçîâîé è 

õîëîñòîé âåòâåé ñîîòâåòñòâåííî, êÃ/ì; ωã, ωõ – êîýôôèöèåíòû 

ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ãðóæåíîé è õîëîñòîé âåòâåé ëåíòû 

êîíâåéåðà ñîîòâåòñòâåííî.  

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà õâîñòîâîì è ïðèâîäíîì áàðàáàíàõ çàâèñÿò 

îò òèïà íàòÿæíîãî óñòðîéñòâà. 

Äëÿ æåñòêîãî íàòÿæíîãî óñòðîéñòâà (ñì. ðèñ. 1) èìååì: 

íà ïðèâîäíîì áàðàáàíå, íàõîäÿùåìñÿ â ãîëîâå êîíâåéåðà (ïðè 

21=ε ) 

 ( ) ( )η−=η ,2
1,2

1
xг VV ; 

 ( ) ( ) ( )
( )

η

η
⋅−−=η−η

d

dV

L
maGVFWW c

,2
1

,2
1,2

1 г1
1г1xг ; (4) 

íà ïðèâîäíîì áàðàáàíå, ðàñïîëîæåííîì íà õîëîñòîé âåòâè è 

íàõîäÿùåìñÿ íà ðàññòîÿíèè L2 îò õâîñòîâîãî áàðàáàíà êîíâåéåðà (ïðè 

ε = 2L = L2/L) 

 ( ) ( )η−=η ,, 2x2г LVLV ; 

 ( ) ( )
η

η
⋅−−=η−η

d
LdV

L
maGVFLWLW c ),()(,, 2г2

2г22x2г , (5) 

ãäå F1(Vã), F2(Vã) – ñîîòâåòñòâåííî ïóñêîâûå õàðàêòåðèñòèêè 

ïåðâîãî è âòîðîãî ïðèâîäà êîíâåéåðà â êîîðäèíàòàõ F, V, Í; G1, G2 – 

ñîîòâåòñòâåííî ñèëû òÿãè íà ïåðâîì è âòîðîì ïðèâîäíûõ áàðàáàíàõ 

ïðè ñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè ëåíòû êîíâåéåðà, Í; m1, m2 – 

ñîîòâåòñòâåííî ïðèâåäåííûå ìàññû ãðóçà âðàùàþùèõñÿ ÷àñòåé 

ïåðâîãî è âòîðîãî ïðèâîäîâ ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà, êã. 

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) è 

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4), (5) ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å ïóñêà ïðèìåíèì 

ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è ïóñêà äâóõïðèâîäíîãî 
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êîíâåéåðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðåøåíèé äâóõ çàäà÷ 

ïóñêà îäíîïðèâîäíûõ êîíâåéåðîâ. Ïðè ýòîì ó ïåðâîãî ñîñòàâëÿþùåãî 

êîíâåéåðà ïðèâîä íàõîäèòñÿ â ãîëîâíîé ÷àñòè (ðèñ. 2,à), à ó âòîðîãî 

ïðèâîä íàõîäèòñÿ íà õâîñòîâîé âåòâè â òîì æå ìåñòå, ÷òî è ó 

äâóõïðèâîäíîãî êîíâåéåðà (ðèñ. 2,á). 

 à) 

 

 á) 

Ðèñóíîê 2 – Ñîñòàâëÿþùèå ñõåìû äâóõïðèâîäíîãî êîíâåéåðà 

Ñîãëàñíî ðàáîòå [2], ñêîðîñòè è äèíàìè÷åñêèå óñèëèÿ â ëåíòå äëÿ 

îäíîïðèâîäíîãî êîíâåéåðà, ó êîòîðîãî ïðèâîäíîé áàðàáàí íàõîäèòñÿ â 

ãîëîâíîé ÷àñòè (ñì. ðèñ. 2,à), îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

ïðè 21=ε  (òî÷êà 1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Пg
am

ELVgGN
am

LV i
c

ijii
с

j ′η∆′+η∆λ′η′+η∆′−′=η′ + 2
1

г11
1

11г
2

; (6) 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+++ −−η′−−η′−=η′
r

k
jj

k
j kVkV

a
EW

0
1г11г11г1 11 , (7) 

ãäå V′ã1(η) = V′ã(1/2,η);  ),2/1()( г1г η′=η′ WW ;  ( ) ( )∑
=

−η′−=
r

k
j

k kVП
0

г112 ;  

[ ]jr η=  – öåëàÿ ÷àñòü ηj;  ( )
i

i

ieg
α′

−
=η∆′

η∆α′−1
;  ( ) η∆α′−=η∆λ′ iei ;  

с

i

с
i am

Lq
am

EL

1
2

1

2 ′
−=α′ ;  

 n,,i …1= ; sn,,j ⋅= …1 ,  ∆η = ηj+1 − ηj. 

Çäåñü N′i, q′i – ïàðàìåòðû ëèíåéíûõ ÷àñòåé àïïðîêñèìèðîâàííîé 

õàðàêòåðèñòèêè ïåðâîãî ïðèâîäà, êîòîðàÿ èìååò â âèä 
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 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+η−ησ−η−ησ⋅η′′+′=η′
n

i
iiii VqNVF

0
100г1г1 , (8) 

ãäå σ0(η) – åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. 

Ñîãëàñíî [3], çíàÿ ñêîðîñòü ëåíòû V′ã1(η) îäíîïðèâîäíîãî 

êîíâåéåðà â òî÷êå åå íàáåãàíèÿ íà ïðèâîäíîé áàðàáàí â ëþáîé ìîìåíò 

âðåìåíè (ñì. ðèñ. 2,à), ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü è äèíàìè÷åñêîå 

óñèëèå â ëþáîé òî÷êå ëåíòû êîíâåéåðà ïî ôîðìóëàì 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
−ε+−η′+−ε−−η′−=ηε′

0
г1г1г )2/1()2/1(1),(

k

k kVkVV ; (9) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
−ε+−η′−−ε−−η′−=ηε′

0
г1г1г )2/1()2/1(1),(

k

k

с

kVkV
a
EW ; (10) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=

+ −ε+−η′+−ε−−η′−=ηε′
0

г1г1
1

x )2/1()2/1(1),(
k

k kVkVV ; (11) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=

+ −ε+−η′−−ε−−η′−=ηε′
0

г1г1
1

x )2/1()2/1(1),(
k

k

с

kVkV
a
EW . (12) 

Îòêóäà, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (11), (12), ñêîðîñòü è äèíàìè÷åñêîå 

óñèëèå íà õîëîñòîé âåòâè ëåíòû â òî÷êå 2 îäíîïðèâîäíîãî êîíâåéåðà 

(ñì. ðèñ. 2,à) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

ïðè LLL 22 ==ε  (òî÷êà 2) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
++

+
+ −+−η′+−−−η′−=η′

0
21г121г1

1
1x2 )2/1()2/1(1)(

k
jj

k
j kLVkLVV ; (13) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
++

+
+ −+−η′−−−−η′−=η′

0
21г121г1

1
1x2 )2/1()2/1(1)(

k
jj

k

с
j kLVkLV

a
EW , (14) 

ãäå ),()(),,()( 2x2x2x2x η′=η′η′=η′ LWWLVV . 

Äëÿ îäíîïðèâîäíîãî êîíâåéåðà ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì, 

ðàñïîëîæåííîì íà õîëîñòîé âåòâè ëåíòû íà ðàññòîÿíèè L2 îò 

õâîñòîâîãî áàðàáàíà (ñì. ðèñ. 2,á), îïðåäåëèì ñêîðîñòè è 

äèíàìè÷åñêèå óñèëèå â ëåíòå â òî÷êàõ 1 è 2. Äëÿ ýòîãî ïåðåìåñòèì 

ïðèâîäíîé áàðàáàí, ðàñïîëîæåííûé íà õîëîñòîé âåòâè (òî÷êà 2), íà 

ìåñòî ãîëîâíîãî áàðàáàíà (â òî÷êó 1). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ñõåìå 

ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì, ðàñïîëîæåííûì â 

ãîëîâå êîíâåéåðà. Ïðè ýòîì òî÷êà 1 ïåðåìåñòèòüñÿ â òî÷êó 1′ 
ãðóæåíîé âåòâè ëåíòû, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè L2 îò 

õâîñòîâîãî áàðàáàíà, à òî÷êà 2 ïåðåìåñòèòñÿ â òî÷êó 1 ãîëîâíîé ÷àñòè 

êîíâåéåðà (ñì. ðèñ. 2,á). Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ (6), (7) è 

(9), (10) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé è äèíàìè÷åñêèõ óñèëèé â ëåíòå 

äëÿ îäíîïðèâîäíîãî êîíâåéåðà (ñì. ðèñ. 2,à), ïîëó÷èì ñêîðîñòè è 
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äèíàìè÷åñêèå óñèëèÿ â òî÷êàõ 1 è 2 ëåíòû îäíîïðèâîäíîãî 

êîíâåéåðà  ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì íà õîëîñòîé âåñòè, 

ðàñïîëîæåííûì íà ðàññòîÿíèè L2 îò õâîñòà êîíâåéåðà (ñì. ðèñ. 2,á):  

ïðè 21=ε  (òî÷êà 1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Пg
am

ELVgGN
am

LV i
c

ijii
с

j ′′η∆′′+η∆λ ′′η′′+η∆′′−′′=η′′ + 2
2

х22
2

12х
2

; (15) 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+++ −−η′′−−η′′−=η′′
r

k
jxjx

k

с
j kVkV

a
EW

0
12121х2 11 , (16) 

ãäå ),()(),,()( 2x2x2x2x η′′=η′′η′′=η′′ LWWLVV ; ( ) ( )∑
=

−η′′−=′′
r

k
j

k kVП
0

x212 ; 

[ ]jr η=  – öåëàÿ ÷àñòü ηj; ( )
i

i

ieg
α ′′

−
=η∆′′

η∆α′′−1
; ( ) η∆α′′−=η∆λ ′′ iei ; 

с

i

с
i am

Lq
am

EL

2
2

2

2 ′′
−=α ′′ ; 

n,,i …1= ;  sn,,j ⋅= …1 ,  ∆η = ηj+1 − ηj; 

ïðè 2L=ε  (òî÷êà 2) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
+++ −+−η′′+−−−η′′−=η′′

0
21х221х21г1 )2/1()2/1(1)(

k
jj

k
j kLVkLVV ; (17) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
+++ −+−η′′−−−−η′′−=η′′

0
21х221х21г1 )2/1()2/1(1)(

k
jj

k

с
j kLVkLV

a
EW ,(18) 

ãäå ),()(),,()( 2гг12гг1 η′′=η′′η′′=η′′ LWWLVV . 

Çäåñü ii qN ′′′′,  – ïàðàìåòðû ëèíåéíûõ ÷àñòåé àïïðîêñèìèðîâàííîé 

õàðàêòåðèñòèêè ïåðâîãî ïðèâîäà, êîòîðàÿ èìååò âèä 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+η−ησ−η−ησ⋅η′′′′+′′=η′′
n

i
iiii VqNVF

0
1002xx22 . (19) 

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, ñêîðîñòè è äèíàìè÷åñêèå 

óñèëèÿ äâóõïðèâîäíîãî ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà â òî÷êàõ â òî÷êàõ 1 è 2 

(ñì. ðèñ. 1) íàáåãàíèÿ ëåíòû íà ïðèâîäíûå áàðàáàíû îïðåäåëÿþòñÿ ïî 

ôîðìóëàì: 

ïðè ε = 1/2 (òî÷êà 1) 

 )()()( 1г11г11г1 +++ η′′+η′=η jjj VVV ; 

 )()()( 1г11г11г1 +++ η′′+η′=η jjj WWW , (20) 

ãäå )(),( 1г11г1 ++ η′η′ jj WV  è )(),( 1г11г1 ++ η′′η′′ jj WV  îïðåäåëÿþòñÿ ïî 

ôîðìóëàì (6), (7) è (17), (18) ñîîòâåòñòâåííî; 

ïðè 2L=ε  (òî÷êà 2) 

 )()()( 1x21x21x2 +++ η′′+η′=η jjj VVV ; 
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 )()()( 1x21x21x2 +++ η′′+η′=η jjj WWW , (21) 

ãäå )(),( 1x21x2 ++ η′η′ jj WV  è )(),( 1x21x2 ++ η′′η′′ jj WV  îïðåäåëÿþòñÿ ïî 

ôîðìóëàì (13), (14) è (15), (16) ñîîòâåòñòâåííî. 

Åñëè ïðèâîäíûå áàðàáàíû äâóõïðèâîäíîãî ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà 

íàõîäÿòñÿ â ãîëîâíîé ÷àñòè êîíâåéåðà, òî â ñîîòíîøåíèÿ (13), (14) è 

(17), (18) íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü 2/12 =L .  

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
++

+
+ −−η′+−η′−=η′

0
1г11г1

1
1x2 11)(

k
jj

k
j kVkVV ; (22) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
++

+
+ −−η′−−η′−=η′

0
1г11г1

1
1x2 11)(

k
jj

k

с
j kVkV

a
EW ; (23) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
+++ −−η′′+−η′′−=η′′

0
1х21х21г1 11)(

k
jj

k
j kVkVV ; (24) 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
+++ −−η′′−−η′′−=η′′

0
1х21х21г1 11)(

k
jj

k

с
j kVkV

a
EW . (25) 

Åñëè îäèí ïðèâîäíîé áàðàáàí äâóõïðèâîäíîãî ëåíòî÷íîãî 

êîíâåéåðà íàõîäÿòñÿ â ãîëîâíîé ÷àñòè êîíâåéåðà, à äðóãîé – â 

õâîñòîâîé ÷àñòè, òî, ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëû (13), (14) è (17), (18) 

02 =L , ïîëó÷èì: 

ïðè ε = 1/2 (â òî÷êå 1)  
 )()()( 1г11г11г1 +++ η′′+η′=η jjj VVV ; 

 )()( 1г11г1 ++ η′=η jj WW ; (26) 

ïðè ε = 0 (â òî÷êå 2)  
 )()()( 1x21x21x2 +++ η′′+η′=η jjj VVV ; 

 )()( 1x21x2 ++ η′′=η jj WW , (27) 

ãäå )(),( 1г11г1 ++ η′η′ jj WV  è )(),( 1x21x2 ++ η′′η′′ jj WV  îïðåäåëÿþòñÿ ïî 

ôîðìóëàì (6), (7) è (15), (16),  à )( 1г1 +η′′ jV , )( 12x +η′ jV  îïðåäåëÿþòñÿ ïî 

ôîðìóëàì 

 ( ) ( )[ ]∑
∞

=
++ −−η′′−=η′′

0
1х21г1 2/112)(

k
j

k
j kVV ; (28) 

 ( ) ( )[ ]∑
∞

=
+

+
+ −−η′′−=η′

0
1г1

1
12x 2/112)(

k
j

k
j kVV . (29) 

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ äâóõïðèâîäíûõ 

ëåíòî÷íûõ êîíâåéåðîâ, ó êîòîðûõ ãðóçîâîå íàòÿæíîå óñòðîéñòâî 

ðàñïîëîæåíî â õâîñòîâîé ÷àñòè êîíâåéåðà. Åñëè ó äâóõïðèâîäíîãî 

ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà ãðóçîâîå íàòÿæíîå óñòðîéñòâî íàõîäèòñÿ îêîëî 

îäíîãî èç ïðèâîäíûõ áàðàáàíîâ, òî, ñîãëàñíî [2], â ïîëó÷åííûõ 
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ñîîòíîøåíèÿõ êîýôôèöèåíòû 2
1

2

cam
EL

 è 2
2

2

cam
EL

 óìåíüøàþòñÿ âäâîå, à 

àðãóìåíòû ( ) kj −ε−−η + 2/11  è ( ) kj −ε+−η + 2/11  â ôîðìóëàõ (9)-(12) 

çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ( ) kj 22/11 −ε−−η +  è ( ) 122/11 −−ε+−η + kj . 

Ïðè ýòîì îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (7), (13), (14), (16), (17), (18) 

ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë (9)-(12) ïîäñòàíîâêîé ε =0 èëè ε =1/2 èëè ε = 

2L  ñîîòâåòñòâåííî. 
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ÓÄÊ 517.272:97 
Â.À. Ìàêñèìþê  

ÏÐÎ ÏÎÑË²ÄÎÂÍÅ ÂÈÊËÞ×ÅÍÍß ÌÍÎÆÍÈÊ²Â ËÀÃÐÀÍÆÀ 

Âñòóï. Ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà º åôåêòèâíèì 

çàñîáîì ïîñòàíîâêè é ðîçâ’ÿçóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷ íà óìîâíèé 

åêñòðåìóì. Â³í âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ ôîðìóëþâàííÿ âàð³àö³éíèõ 

ïðèíöèï³â òà ïîáóäîâè ôóíêö³îíàë³â ç äîäàòêîâèìè óìîâàìè, 

çîêðåìà â òåîð³¿ îáîëîíîê [1,2]. Ìåòîä º äîö³ëüíèì, êîëè 

äîäàòêîâèìè óìîâàìè ïðÿìî ñêîðèñòàòèñü íåìîæëèâî àáî íåáàæàíî. 

Ïîä³áíå ìîæå âèíèêíóòè ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ íà óìîâíèé 

åêñòðåìóì ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè, íàâ³òü, ÿêùî äîäàòêîâ³ óìîâè 

çàäàí³ ÿâíî. ßâíà æ ôîðìà äîäàòêîâèõ óìîâ äîçâîëÿº çðàçó 

àíàë³òè÷íî âèçíà÷èòè ìíîæíèêè Ëàãðàíæà é âèêëþ÷èòè ¿õ òà çâåñòè 

çàäà÷ó äî çíàõîäæåííÿ àáñîëþòíîãî åêñòðåìóìó áåç çá³ëüøåííÿ 

ê³ëüêîñò³ ð³âíÿíü, ùî º äîö³ëüíèì ç ïîãëÿäó ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â. 

Êëàñè÷íèé âàð³àíò [3] âèêëþ÷åííÿ ê³ëüêîõ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà â 

äåÿêèõ âèïàäêàõ íàøòîâõóºòüñÿ íà òðóäíîù³. Ïîêàæåìî öå íà 

ïðîñòîìó àëãåáðà¿÷íîìó ïðèêëàä³. 

Ñóòü ïðîáëåìè. Íåõàé ïîòð³áíî çíàéòè åêñòðåìóì ôóíêö³¿  

 ( )zyxuu ,,=   (1) 
ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ 
 ( )xyy = , ( )xzz = . (2) 

Â³äçíà÷èìî, ùî ÿâíà ï³äñòàíîâêà äîäàòêîâèõ óìîâ (2) â (1) äàº 

ð³âíÿííÿ 

 0=′
∂
∂

+′
∂
∂

+
∂
∂ z

z
uy

y
u

x
u

 (3) 

äëÿ êîîðäèíàòè x  òî÷êè åêñòðåìóìó ( )zyx ,, , ³íø³ êîîðäèíàòè 

âèïëèâàþòü ç (2). 

Ââåäåìî çã³äíî ç [3] äîïîì³æíó ôóíêö³þ  

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]xzzxyyzyxuzyxv −+−+= 2121 ,,,,,, λλλλ . (4) 

Çðàçó æ ç íåîáõ³äíèõ óìîâ åêñòðåìóìó 0=∂∂=∂∂ zvyv  çíàéäåìî 

ìíîæíèêè  

 
y
u

∂
∂

−=1λ ; 
z
u

∂
∂

−=2λ , (5) 

ï³äñòàâèìî ¿õ ó (4) ³ îòðèìàºìî íîâó ôóíêö³þ â³ä òðüîõ çì³ííèõ 
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 ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]xzz
z
uxyy

y
uzyxuzyxw −

∂
∂

−−
∂
∂

−= ,,,, .  (6) 

Òàêó ïðîöåäóðó íàçèâàòèìåìî ïàðàëåëüíèì âèêëþ÷åííÿì 

ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà. 

Çàñòîñóºìî äî ôóíêö³¿ (6) íåîáõ³äí³ óìîâè àáñîëþòíîãî 

åêñòðåìóìó 

 ( )[ ] ( )[ ] 0
22

=′
∂
∂

+−
∂∂

∂
−′

∂
∂

+−
∂∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂ z

z
uxzz

xz
uy

y
uxyy

xy
u

x
u

x
w

;  

 ( )[ ] ( )[ ] 0
2

2

2
=−

∂∂
∂

−
∂
∂

−−
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ xzz

yz
u

y
uxyy

y
u

y
u

y
w

;  (7) 

 ( )[ ] ( )[ ] 02

22
=−

∂
∂

−
∂
∂

−−
∂∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂ xzz

z
u

z
uxyy

zy
u

z
u

z
w

.   

Îñòàíí³ äâà ð³âíÿííÿ óòâîðþþòü çàìêíåíó ñèñòåìó, îäíîçíà÷íèì 

ðîçâ’ÿçêîì ÿêî¿ º äîäàòêîâ³ óìîâè (2) ïðè óìîâ³, ùî âèçíà÷íèê ö³º¿ 

ñèñòåìè â³äì³ííèé â³ä íóëÿ: 

 02

2

2

222
≠

∂
∂

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
z
u

y
u

zy
u

.  (8) 

Òîä³ ð³âíÿííÿ (7) åêâ³âàëåíòí³ ð³âíÿííÿì (2) ³ (3), à àáñîëþòíèé 

åêñòðåìóì ôóíêö³¿ (6) çá³ãàºòüñÿ ç óìîâíèì åêñòðåìóìîì çàäà÷³ (1-2). 

Ïðîòå óìîâè òèïó (8) îáìåæóþòü îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ ïàðàëåëüíîãî 

âèêëþ÷åííÿ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà, íàïðèêëàä, äëÿ øèðîêîãî êëàñó 

ôóíêö³é âèäó ( )zyxuu ++= . 

Àëüòåðíàòèâíèé ï³äõ³ä. Ïåðåéäåìî äî âèêëàäó ïðîïîíîâàíî¿ 

ïðîöåäóðè ïîñë³äîâíîãî âèêëþ÷åííÿ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà. Ç óìîâè 

0=∂∂ yv  çíàéäåìî ïåðøèé ìíîæíèê 1λ . Çâè÷àéíî, â³í áóäå òàêèé, ÿê 

ó (5). Ï³äñòàâèìî éîãî ó (4), òîä³ 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]xzzxyy
y
uzyxuzyxv −+−

∂
∂

−= 221 ,,,,, λλ .  (9) 

Ç óìîâè 01 =∂∂ zv  çíàéäåìî äðóãèé ìíîæíèê 

 ( )[ ]xyy
zy

u
z
u

−
∂∂

∂
+

∂
∂

−=
2

2λ , 

ÿêèé âæå â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ìíîæíèêà ó (5). Ï³äñòàâèìî 2λ  ¿õ ó 

(9) ³ îòðèìàºìî íîâó, â³äì³ííó â³ä (6) ôóíêö³þ â³ä òðüîõ çì³ííèõ  

  ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]xzzxyy
zy

uxzz
z
uxyy

y
uzyxuzyxw −−

∂∂
∂

+−
∂
∂

−−
∂
∂

−=
2

,,,, . (10) 
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Çàñòîñóâàâøè äî ôóíêö³¿ (10) íåîáõ³äí³ óìîâè àáñîëþòíîãî 

åêñòðåìóìó, îòðèìàºìî ñèñòåìó òðüîõ ð³âíÿíü, ç ÿêèõ äâà îñòàíí³ 

çâîäÿòüñÿ äî òàêèõ 

 ( )[ ] ( )[ ] 02

2

2

3
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−−
∂∂

∂
−

y
uxzz

zy
uxyy ;  

 ( )[ ] ( )[ ] 02

2

2

3
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−−
∂∂

∂
−

z
uxyy

zy
uxzz ,  (11) 

ùî ìàþòü îäíîçíà÷íèé ðîçâ’ÿçîê (2) ³ ðàçîì ç ïåðøèì ð³âíÿííÿì 

º åêâ³âàëåíòíèìè ð³âíÿííÿì (2) ³ (3), à àáñîëþòíèé åêñòðåìóì 

ôóíêö³¿ (10) çá³ãàºòüñÿ ç óìîâíèì åêñòðåìóìîì çàäà÷³ (1-2). 

Çâè÷àéíî, ïîñë³äîâíå âèêëþ÷åííÿ òåæ ìàº îáìåæåííÿ. 

Íàïðèêëàä, íåõàé 022 ≠∂∂ yu , à 022 =∂∂ zu , òîä³ äðóãå ð³âíÿííÿ â 

(11) ïåðåòâîðþºòüñÿ â òîòîæí³ñòü. Òèì ñàìèì íåõòóºòüñÿ äðóãà 

äîäàòêîâà óìîâà â (2). Ïðîòå òàêå îáìåæåííÿ â ïîð³âíÿíí³ ç (8) 

ñòîñóºòüñÿ çíà÷íî âóæ÷îãî êëàñó ôóíêö³é, â äàíîìó ïðèêëàä³ – 

ë³í³éíèõ ïî z  ôóíêö³é. 

Çàóâàæèìî, ùî ïîñë³äîâíå âèêëþ÷åííÿ ìîæíà âèêîíàòè øëÿõîì 

ïî÷åðãîâîãî ââåäåííÿ îäí³º¿ äîäàòêîâî¿ óìîâè çà äîïîìîãîþ îäíîãî 

ìíîæíèêà ç ïîäàëüøèì éîãî âèêëþ÷åííÿì ³ ââåäåííÿì íàñòóïíî¿ 

äîäàòêîâî¿ óìîâè. Ó íàâåäåíîìó âèïàäêó ïðîñòèõ äîäàòêîâèõ óìîâ (2) 

ïðîöåäóðà âèêëþ÷åííÿ ïðàêòè÷íî íå çì³íèòüñÿ, ïðîòå ó âèïàäêó 

ñêëàäí³øèõ äîäàòêîâèõ óìîâ âîíà ìîæå çíà÷íî ñïðîñòèòè ïîñòàíîâêó 

é ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ íà óìîâíèé åêñòðåìóì. 

Âèñíîâîê. Çàïðîïîíîâàíà ïðîöåäóðà ïîñë³äîâíîãî âèêëþ÷åííÿ 

ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà ìîæå áóòè ïîøèðåíà äëÿ ïîáóäîâè 

ôóíêö³îíàë³â ³ çíàõîäæåííÿ åêñòðåìàëåé ç äîäàòêîâèìè óìîâàìè àáî 

äîäàòêîâèìè íåçàëåæíèìè ôóíêö³ÿìè. Ïðèêëàä òàêîãî çàñòîñóâàííÿ 

ìîæíà çíàéòè â çàäà÷àõ [2] òåîð³¿ îáîëîíîê. 
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Ê.Â. Ìåäâåäºâ, Â.Ì. Øóëüãà, Â.Ô. Êîðí³ºíêî, ².Î. Ëàñò³âêà  

ÄÈÑÏÅÐÑ²ß ÀÊÓÑÒÈ×ÍÈÕ ÕÂÈËÜ Ê²ËÎÃÅÐÖÅÂÎÃÎ 

Ä²ÀÏÀÇÎÍÓ Â Ô²ÁÐÈËÜÍÈÕ ÍÈÒÊÀÕ 

Àêóñòè÷í³ ìåòîäè äîñë³äæåííÿ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòåé 

ïîë³ìåðíèõ ³ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â íàëåæàòü äî íàéá³ëüø 

³íôîðìàòèâíèõ ³ îõîïëþþòü øèðîêèé ÷àñòîòíèé ³íòåðâàë. 

²äåíòèô³êàö³ÿ ðåçóëüòàò³â âèì³ðþâàíü, ùî ñïèðàºòüñÿ íà ô³çè÷í³ 

ìîäåë³ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â, çàëåæèòü â³ä ñòóïåíÿ íåîäíîð³äíîñò³ 

ìàòåð³àëó ³ ÷àñòîò çáóðåííÿ. Òåîð³ÿ ïîøèðåííÿ àêóñòè÷íèõ õâèëü 

ê³ëîãåðöåâîãî ä³àïàçîíó â ô³áðèëüíèõ íèòêàõ ´ðóíòóºòüñÿ íà 

ïðèíöèï³ ãîìîãåí³çàö³¿ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â ³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ 

àí³çîòðîïíîãî òâåðäîãî ò³ëà. 

Ô³áðèëüíà íèòêà º ñóö³ëüíèì êðóãîâèì öèë³íäðîì ç ä³àìåòðîì 

2 2r . Â öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò zorθ , â³ñü oz  ÿêî¿ ñï³âïàäàº ç 

â³ññþ öèë³íäðó, ð³âíÿííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü äåôîðìàö³é 

òâåðäîãî ò³ëà ìàþòü âèãëÿä 
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u rzrrrrr
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Ïðè äîâæèíàõ õâèëü, ùî çíà÷íî ïåðåâèùóþòü ðîçì³ðè 

íåîäíîð³äíîñò³ ñòðóêòóðè ìàòåð³àëó, ñïðàâåäëèâèé êîíòèíóàëüíèé 

îïèñ éîãî äåôîðìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé [2, 3]. Â òàêîìó âèïàäêó 

ô³çè÷í³ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ïîâ’ÿçàí³ ç ô³çè÷íèìè 

êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äåôîðìàö³é ìàòåð³àëüíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿì 
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Ð³âíÿííÿ (1) ³ (2) âèêîíóþòüñÿ ó âñ³õ âíóòð³øí³õ òî÷êàõ 

ñóö³ëüíîãî öèë³íäðà 20 rr <≤ , à íà éîãî áîêîâ³é ïîâåðõí³ ìàþòü ì³ñöå 

îäíîð³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè. 

 ( ) 0,,2 =σ tzrrr , ( ) 0,,2 =σ tzrrz . (3) 
Ìîäóë³ ïðóæíîñò³ ijc  ³ ãóñòèíà ρ  êîíêðåòíèõ ìàòåð³àë³â 

çíàõîäÿòüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî, äëÿ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â 

ìàêðîñêîï³÷í³ ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ ³ ãóñòèíà êîìïîçèö³¿ ÿê 

îäíîð³äíîãî ìàòåð³àëó âèçíà÷àþòüñÿ òåîðåòè÷íî ïî âëàñòèâîñòÿì 

êîìïîíåíò ³ éîãî ãåîìåòðè÷í³é ñòðóêòóð³ [2, 3]. 

Òåîð³ÿ õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ îñ³ öèë³íäðó, çàñíîâàíà 

íà ïðåäñòàâëåíí³ õâèë³ âèðàçàìè 

 ( ) ( ) ( )tkzirrurtzrur ω−= expRe,, 212 , 
 ( ) ( ) ( )2expRe,, 232 π−ω−= tkzirrurtzruz  (4) 

äëÿ ïåðåì³ùåíü ru  ³ zu . Êðóãîâà ÷àñòîòà ω ³ ïîñò³éíà ïîøèðåííÿ 

k  ïîâ’ÿçàí³ ç ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ фυ  ôîðìóëîþ ω=υфk  (ïðè ä³éñíîìó 

õâèëüîâîìó ÷èñë³ k ). 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ôîðìóë (4) â ñï³ââ³äíîøåííÿ (2), (1) ³ (3) 

îäåðæèìî ñèñòåìó äâîõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

 ( ) ( ) 011
355131

2
55

2
121111 =′++−ρω+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′+′′ ucckukcu

r
u

r
uc , 

 ( ) ( ) 011
3

2
33

2
3355115513 =−ρω+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′+′′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′+− ukcu

r
ucu

r
ucck  (5) 

â³äíîñíî àìïë³òóäíèõ ôóíêö³é ( )ru1  ³ ( )ru3  ³ ãðàíè÷í³ óìîâè äî 

íèõ 

 ( ) ( ) ( ) 0111 313112111 =++′ uckucuc , ( ) ( )( ) 011 1355 =−′ ukuc . (6) 
Â çàëåæíîñòÿõ (5), (6) øòðèõîì ïîçíà÷åí³ ïîõ³äí³ ïî 

áåçðîçì³ðí³é ðàä³àëüí³é êîîðäèíàò³ 2rrr =  ³ âèêîðèñòàí³ áåçðîçì³ðí³ 

÷àñòîòà 002 cr ρω=ω , ïîñò³éíà ïîøèðåííÿ 2krk = , ïðóæí³ ñòàë³ 

0ccc ijij =  ³ ãóñòèíà 0ρρ=ρ . Ïàðàìåòðè 0c  ³ 0ρ  ìàþòü ðîçì³ðíîñò³ 

ïðóæíî¿ ñòàëî¿ ³ ãóñòèíè â³äïîâ³äíî, ðèñêà çâåðõó â áåçðîçì³ðíèõ 

âåëè÷èíàõ ijc  òà ρ  îïóùåíà (íà âèêîðèñòàííÿ áåçðîçì³ðíèõ ijc  òà ρ  

âêàçóþòü áåçðîçì³ðí³ ω  ³ k ). 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (5) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç öèë³íäðè÷í³ 

ôóíêö³¿, ïðîòå ïðîñò³øèì ³ åôåêòèâí³øèì º áåçïîñåðåäíº 

ðîçêëàäàííÿ ôóíêö³é ( )ru1  ³ ( )ru3  â ñòåïåíåâ³ ðÿäè ïî ðàä³àëüí³é 

êîîðäèíàò³ [4, 5, 6]. 
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Ó ð³âíÿííÿõ (5) çì³ííà êîîðäèíàòà r  çì³íþºòüñÿ â ìåæàõ 10 <≤ r  

³ òîìó ¿õ êîåô³ö³ºíòè ìàþòü îñîáëèâó òî÷êó òèïó ïîëþñ ïðè 0=r . 

Îñê³ëüêè öÿ îñîáëèâà òî÷êà º ðåãóëÿðíîþ, òî ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (5) â 

îáëàñò³ 10 <≤ r  ïîòð³áíî øóêàòè ó âèãëÿä³ óçàãàëüíåíèõ ñòåïåíåâèõ 

ðÿä³â 

 ( ) ( ) sn

n
n rBru +

∞

=
∑=

0

1
1 , ( ) ( ) sn

n
n rBru +

∞

=
∑=

0

3
3 . (7) 

Ï³äñòàâèìî ðÿäè (7) â ð³âíÿííÿ (5), çáåðåìî êîåô³ö³ºíòè ïðè 

îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ r  ³ ïðèð³âíÿºìî ¿õ íóëåâ³. Â ðåçóëüòàò³ 

îòðèìàºìî àëãåáðà¿÷í³ çàëåæíîñò³ 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 011 1
2

2
55

23
15513

1
11

2 =−ωρ++−++−+ −− nnn BkcBkccsnBcsn , 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 03
2

2
33

21
15513

3
55

2 =−ωρ+++−+ −− nnn BkcBkccsnBcsn , 

 ( ) ( ) 012 ≡≡ −−
jj AB , 3,1=j , ,...2,1,0=n , (8) 

ç ÿêèõ âèçíà÷àºòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîêàçíèê s  ³ êîåô³ö³ºíòè 

ðÿä³â ( )1
nB  ³ ( )3

nB , ,...2,1,0=n . 

Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (6) âíàñë³äîê ï³äñòàíîâêè â íèõ ðÿä³â (7) 

îäåðæèìî äâà ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ) ( ) 0))((
0

3
113

1
1211 =+++∑

∞

=
−

n
nn BkcBcsnc , 

 ( ) ( ) ( )( ) 0
0

31
155 =++−∑

∞

=
−

n
nn BsnBkc . (9) 

Ïåðåéäåìî äî âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïàðàìåòð³â s  ³ 

êîåô³ö³ºíò³â ( )1
nB  ³ ( )3

nB  ðÿä³â. Ïîêëàâøè â ôîðìóëàõ (8) ³íäåêñ 0=n , 

îòðèìàºìî 

 ( ) ( ) 01 1
0

2
11 =− Bsc , ( ) 03

0
2

55 =Bsc . (10) 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ïðè 11 =s  ³ 14 −=s  ïîñò³éíà ( ) 01
0 ≠B , à ( ) 03

0 =B , 

òîä³ ÿê ïðè 032 == ss  ïîñò³éíà ( ) 01
0 =B , à ( ) 03

0 ≠B . 

Ïðè 0=s  ðåêóðåíòíà ñèñòåìà (8) íàáèðàº âèãëÿäó 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 011 1
2

2
55

23
15513

12
11 =−ωρ−+−+− −− nnn BkcBkccnBnc , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 03
2

2
33

21
15513

32
55 =−ωρ−+− −− nnn BkcBkccnBnc , (11) 

à ãðàíè÷í³ óìîâè (9) çàïèøóòüñÿ òàê 

 ( ) ( ) ( )[ ] 0
0

3
113

1
1211 =++∑

∞

=
−

n
nn BkcBcnc , ( ) ( )( ) 0

0

1
1

3 =−∑
∞

=
−

n
nn BknB . (12) 

Ç ôîðìóë (11) ïðè 0=n , ÿê ³ ç ôîðìóë (10) ïðè 0=s , âèïëèâàº, 

ùî ñòàë³ ( ) 01
0 =B  ³ ( ) 03

0 ≠B .  Ïðè 1=n  ç (11) ìàºìî äâà ð³âíÿííÿ 

( ) ( ) 000 3
0

1
1 =⋅+⋅ BB , ( ) ( ) 0)( 1

05513
3

133 =⋅+− BkccBc . Ïåðøå ç íèõ áóäå 

âèêîíóâàòèñÿ ïðè äîâ³ëüíèõ ( ) 01
1 ≠B  ³ ( ) 03

0 ≠B , òîä³ ÿê ç äðóãîãî 
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ð³âíÿííÿ ìàºìî ( ) 03
1 =B  ïðè ( ) 01

0 =B . Âñ³ íàñòóïí³ ñòàë³ ( ) ( ) ,..., 32
jj BB  

âèçíà÷àþòüñÿ ç ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë (11) ÷åðåç ( )3
0B  ³ ( )1

1B . Î÷åâèäíî, 

ùî ïåðåì³ùåííÿ ru  ðîçêëàäàºòüñÿ ïî íåïàðíèõ ñòåïåíÿõ r , à 

ïåðåì³ùåííÿ zu  – ïî ïàðíèõ ñòåïåíÿõ r . 

Àëãîðèòì âèâåäåííÿ äèñïåðñ³éíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ â çàãàëüíîìó 

âèïàäêó ïîëÿãàº â íàñòóïíîìó. Ïî ôîðìóëàõ (11) ïðè ,...3,2=n  

âèðàæàºìî êîåô³ö³ºíòè ( )1
3B , ( )1

5B ,..., ( )3
2B , ( )3

4B ,...÷åðåç äâà ïåðøèõ ( )3
0B  ³ 

( )1
1B , òàê ÿê ( ) ( ) 03

1
1

0 == BB . Ï³äñòàâëÿºìî îäåðæàí³ âèðàçè â ãðàíè÷í³ 

óìîâè (12) ç âðàõóâàííÿì ð³âíîñòåé ( ) ( ) 0...1
2

1
0 === BB , ( ) ( ) 0...3

3
3

1 === BB . Â 

ðåçóëüòàò³ îäåðæèìî îäíîð³äíó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( ) ( ) 01
112

3
011 =+ BmBm , ( ) ( ) 01

122
3

021 =+ BmBm . (13) 
Óìîâà ñóì³ñíîñò³ îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè (13) 

 ( ){ } 0,,,,det =ωεραβ kcm ij , (14) 

º äèñïåðñ³éíèì ñï³ââ³äíîøåííÿì, ùî äîçâîëÿº ïðè çàäàíèõ 

ïðóæíèõ ïîñò³éíèõ ³ ãóñòèí³ çíàéòè çàëåæí³ñòü ïîñò³éíî¿ ïîøèðåííÿ 

k  â³ä ÷àñòîòè ω , à ïîò³ì ôàçîâó 00 c
kф ρ
ω

=υ  òà ãðóïîâó 

00 c
kd

d
гр ρ

ω
=υ  øâèäêîñò³ õâèëü â ô³áðèëüí³é íèòö³. Ôîðìà õâèë³ ïî 

ðàä³àëüí³é êîîðäèíàò³ r  âèçíà÷àºòüñÿ ïî â³äïîâ³äíîìó 

íåòðèâ³àëüíîìó ðîçâ’ÿçêó îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

(13), ðåêóðåíòíèõ çàëåæíîñòÿõ (11), ðÿäàõ (7), ôîðìóëàõ (4) ³ (2). 

Âèêëàäåíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº òàêó æ çàãàëüí³ñòü, òî÷í³ñòü ³ 

ìîæëèâ³ñòü àíàë³çó ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ñóö³ëüíîãî öèë³íäðó, 

ÿê ³ ðîçâ’ÿçîê â öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³ÿõ. ªäèíå óñêëàäíåííÿ âèíèêàº 

ïðè âåëèêèõ ÷àñòîòàõ ³ âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ïîñò³éíî¿ ïîøèðåííÿ, 

êîëè îá÷èñëþâàëüíèé ïðîöåñ ïî ñòâîðåíîìó àëãîðèòìó ìîæå ñòàòè 

íåñò³éêèì. Ïðè ê³ëüê³ñíîìó àíàë³ç³ ïîøèðåííÿ õâèëü â ô³áðèëüíèõ 

íèòêàõ òàêà ñèòóàö³ÿ ìîæå ìàòè ì³ñöå â ìåãàãåðöåâîìó ä³àïàçîí³. 

Çóïèíèìîñÿ á³ëüø äåòàëüíî íà àíàë³ç³ äèñïåðñ³éíîãî 

ñï³ââ³äíîøåííÿ (14) äëÿ öèë³íäð³â ç ä³àìåòðàìè ìàëèõ õâèëüîâèõ 

ðîçì³ð³â (ïðè 1<<k ). 

Çàëèøèìî â ðÿäàõ (7) ÷ëåíè, ùî ì³ñòÿòü ñòåïåí³ r  íå âèùå 

äðóãî¿  

 ( ) ( )rBru 1
11 = , ( ) ( ) ( ) 23

2
3

03 rBBru +=  (15) 
³ â³äïîâ³äí³ öüîìó ðîçêëàäó ÷ëåíè â ãðàíè÷íèõ óìîâàõ (12) 
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 ( ) ( ) ( ) 03
013

1
11211 =++ BkcBcc , ( ) ( ) 02 3

2
1

1 =+− BBk . (16) 
Äèñïåðñ³éíå ñï³ââ³äíîøåííÿ (14) â ïðèéíÿòîìó íàáëèæåíí³ 

íàáóâàº âèãëÿäó 

 ( ) ( )[ ] 02 2
13121133

22
1211 =++−ωρ+ cccckcc . (17) 

ßêùî â ð³âíÿíí³ (17) ïåðåéòè äî ðîçì³ðíèõ âåëè÷èí, âèðàçèòè 

ïðóæí³ ìîäóë³ ijc  ÷åðåç òåõí³÷í³ ìîäóë³ ³ çàì³íèòè õâèëüîâå ÷èñëî 

÷åðåç ÷àñòîòó ³ ôàçîâó øâèäê³ñòü, òî îäåðæèìî çàëåæí³ñòü ρ=υ 3E . 

Òàêèì ÷èíîì ïðè íèçüêèõ ÷àñòîòàõ â íèòö³ ïîøèðþºòüñÿ ïîçäîâæíÿ 

õâèëÿ ç³ ñòåðæíåâîþ øâèäê³ñòþ. Ïðè á³ëüø âèñîêèõ ÷àñòîòàõ 

ôîðìóëà ρ=υ 3E  íåçàñòîñîâíà. Â òàêîìó âèïàäêó â ãðàíè÷íèõ 

óìîâàõ (12) ³ ðåêóðåíòíèõ çàëåæíîñòÿõ (11) íåîáõ³äíî óòðèìóâàòè 

á³ëüøó ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ ( )j
nB , ùî ïîòðåáóº çàñòîñóâàííÿ 

êîìï’þòåðíèõ çàñîá³â. 

Äëÿ êîìïîçèö³¿, ìàòðèöÿ ÿêî¿ àðìîâàíà îäíîíàïðàâëåíîþ 

ñèñòåìîþ âîëîêîí, â³äïîâ³äíî òåîð³¿ ñóì³øåé [2, 3] ìàêðîñêîï³÷íèé 

ïîçäîâæí³é ìîäóëü Þíãà ³ ãóñòèíà âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

 ffmm EcEcE +=3 , ffmm cc ρ+ρ=ρ . (18) 

Âëàñòèâîñò³ ìàòðèö³ ïîçíà÷åí³ ÷åðåç mE , mν , mρ , âëàñòèâîñò³ 

àðìóþ÷èõ âîëîêîí – ÷åðåç fE , fν , fρ , à ¿õ îá’ºìíà êîíöåíòðàö³ÿ 

â³äïîâ³äíî ÷åðåç mc  ³ fc  ( 1=+ fm cc ). 

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (18) äëÿ åôåêòèâíîãî çíà÷åííÿ ìîäóëÿ 

Þíãà ³ ãóñòèíè ô³áðèëüíî¿ íèòêè, ôîðìóëó ρ=υ 3E  ïðèâåäåìî äî 

îñòàòî÷íîãî âèãëÿäó 

 ( ) ( )ffmmffmm cccEcE ρ+ρ+=υ . (19) 

Â ðåàëüíèõ óìîâàõ àêóñòè÷íà õâèëÿ ïîøèðþºòüñÿ ³ç çàòóõàííÿì 

âíàñë³äîê ïîãëèíàííÿ åíåðã³¿, ìåõàí³çìè ÿêîãî ð³çíîìàí³òí³ ³ âàæêî 

ï³ääàþòüñÿ ïîñë³äîâíîìó ê³ëüê³ñíîìó îïèñó. Áóäåìî âèõîäèòè ç 

ñïîñîáó âðàõóâàííÿ äèñèïàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó ïðè 

ãàðìîí³÷íèõ ïðîöåñàõ çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíèõ ìîäóë³â äëÿ 

ìàòðèö³ ³ íàïîâíþâà÷à 

 ( )mmm iEE δ−′= 1 , 10 <<δ≤ m ; ( )fff iEE δ−′= 1 , 10 <<δ≤ f . 

Òîä³ ç ð³âíÿííÿ ðóõó ïëîùèíè ð³âíèõ ôàç ïëîñêî¿ õâèë³ ³ 

ôîðìóëè (19) äëÿ øâèäêîñò³ õâèë³ υ′ ³ êîåô³ö³ºíòà çàòóõàííÿ α  

îäåðæèìî âèðàçè 
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ffmm

ffmm

cc
cEcE

ρ+ρ

′+′
=υ′ , 

ffmm

fffmmm

cEcE
cEcE

′+′

′δ+′δ
=α . (20) 

Îñê³ëüêè äëÿ øâèäêîñòåé ³ êîåô³ö³ºíò³â çàòóõàííÿ õâèëü â 

êîìïîíåíòàõ ñïðàâåäëèâ³ çàëåæíîñò³ mmm E ρ′=υ′ , mmm υ′ωδ=α 2 , 

fff E ρ′=υ′ , fff υ′ωδ=α 2 , òî ìàêðîñêîï³÷íèé êîåô³ö³ºíò çàòóõàííÿ 

õâèë³ â êîìïîçèö³¿ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç êîåô³ö³ºíòè çàòóõàííÿ 

õâèëü mα  ³ fα  â êîìïîíåíòàõ 

 
ffmm

ffffmmmm

cEcE
cEcE

′+′
υ′α+′υ′α

=α . (21) 

Â òàáëèö³ íàâåäåí³ ðîçðàõîâàí³ çà ôîðìóëîþ (19) çíà÷åííÿ 

øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ àêóñòè÷íî¿ õâèë³ â ô³áðèëüí³é íèòö³ ç 

ïîë³êàïðîàì³äó (³íäåêñ m ), ùî íàïîâíåíèé ïîë³åòèëåíîì (³íäåêñ f ) 

Òàáëèöÿ 1 

fc  0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 

2638 2622 2605 2588 2571 2554 2536 2517 
υ  

1144 1141 1138 1135 1132 1129 1126 1123 

Âåðõí³é ðÿäîê â³äïîâ³äàº îð³ºíòîâàíîìó âèïàäêó, êîëè 

âëàñòèâîñò³ ïîë³êàïðîàì³äó ³ ïîë³åòèëåíó ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ 

МПаEm 8031= , 31140 мкгm =ρ , МПаE f 5000= , 3980 мкгf =ρ , à íèæí³é 

ðÿäîê – íåîð³ºíòîâàíîìó âèïàäêó, êîëè МПаEm 1500= , 31140 мкгm =ρ , 

МПаE f 1140= , 3980 мкгf =ρ . Ç òàáëèö³ âèäíî, ùî ïðè îð³ºíòîâàíîìó 

íàïîâíåíí³ øâèäêîñò³ õâèëü á³ëüø í³æ â äâà ðàçè á³ëüø³ â³ä âèïàäêó 

íåîð³ºíòîâàíîãî íàïîâíåííÿ. 
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ÓÄÊ 539.3 
Ñ. Þ. Áàáè÷, Þ. Ï. Ãëóõîâ, Â.Ô.Ëàçàð  

ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÏËÀÑÒÈÍÛ, ËÅÆÀÙÅÉ ÍÀ 

ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÎ-ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÌ ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ, 

ÏÐÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ ÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÍÀÃÐÓÇÊÈ 

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ 

íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé íà èçãèáàþùèé ìîìåíò â ïëàñòèíå, ëåæàùåé 

íà ïðåäâàðèòåëüíî-íàïðÿæåííîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, ïðè âîçäåéñòâèè 

ïîäâèæíîé íàãðóçêè. 

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà ïëîñêèõ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøåìñÿ äâèæåíèè 

óïðóãîãî äâóõñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ïëàñòèíû, 

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîé çàïèñûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì ñäâèãà è 

èíåðöèè âðàùåíèÿ, è ïîäñòèëàþùåãî åå, ïîäâåðæåííîãî 

ïðåäâàðèòåëüíîìó îäíîðîäíîìó äåôîðìèðîâàíèþ ïîëóïðîñòðàíñòâà èç 

ñæèìàåìîãî èëè íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëîâ ïðè ïîäâèæíîé íàãðóçêå 

ïðèâåäåíà â ðàáîòå [1]. 

Èçãèáàþùèé ìîìåíò â ïëàñòèíå â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

 
3

1

1 1

4
3 1

G h dM
dy
φ

ν
=

−
. (1) 

Ïîñòàâëåííûå êðàåâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ 

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé 1y . 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäîâàëîñü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå 

ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû, ëåæàùåé íà ïîëóïðîñòðàíñòâå èç ñæèìàåìîãî 

ìàòåðèàëà ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîãî òèïà è 

ïîëóïðîñòðàíñòâå èç íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì 

òèïà Áàðòåíåâà-Õàçàíîâè÷à. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íà÷àëüíîå 

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, ïîâåðõíîñòíàÿ 

íàãðóçêà îòñóòñòâóåò, è íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû 

äåéñòâóåò ëèíåéíàÿ íàãðóçêà, ñîñòàâëÿþùèå êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ 

ïî ôîðìóëàì  

 1 1 2 1 1( )cos ;    ( )sin ;   ,P P y P P y P Gδ α δ α= = =  (2) 

ãäå α  – óãîë íàêëîíà íàãðóçêè ê îñè 1Oy .  

                                 
  © ÁÀÁÈ× Ñ.Þ., ÃËÓÕÎÂ Þ.Ï., ËÀÇÀÐ Â.Ô., 2008 
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Îñíîâíûå ïàðàìåòðû èìåëè çíà÷åíèå: 1 0,5ρ ρ = ; 1 0,5Gµ = ;  

0,845κ = ;  0,3ν = ;  1 0,25ν = ;  2π=α . 

Äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà èç ñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà ñ ïîòåíöèàëîì 

ãàðìîíè÷åñêîãî òèïà âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè äîçâóêîâûõ (è 

äîêðèòè÷åñêèõ ) *
12v v c< < , òðàíñçâóêîâûõ 12 11vc c< <  è 

ñâåðõçâóêîâûõ 11v > c  ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ íàãðóçêè . Çäåñü ÷åðåç 11c  

è 12c   îáîçíà÷åíû ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñè 1Oy  

ñîîòâåòñòâåííî ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí â 

íåîãðàíè÷åííîì òåëå ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. 

Äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà èç íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà ñ 

ïîòåíöèàëîì òèïà Áàðòåíåâà-Õàçàíîâè÷à èññëåäîâàëèñü ñêîðîñòè 

äâèæåíèÿ íàãðóçêè â äèàïàçîíàõ *
1v v c< <  è 1v > c . Çäåñü ÷åðåç 1c  

îáîçíà÷åíà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí â 

íàïðàâëåíèè îñè 1Oy  â íåîãðàíè÷åííîì íåñæèìàåìîì òåëå ñ 

íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè . 

Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé *v  äëÿ ðàçëè÷íûõ 1λ  è óñëîâèé 

êîíòàêòà ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû â 

[2,3]. 

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè 

1 1λ =  äëÿ íåñæèìàåìîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà  1 sc с= , ãäå  sc - ñêîðîñòü 

ñäâèãîâûõ âîëí â ïëàñòèíå. 

 
Ðèñóíîê 1 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  57 

Íà ðèñ.1 è 2. (à – æåñòêèé êîíòàêò, á – íåæåñòêèé êîíòàêò) 

ïðèâåäåíû ýïþðû äëÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â ïëàñòèíå íà ãëóáèíå 

2 / 2y h= −  äëÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íàãðóçêè 2 2v 0,1 sc=  (äîçâóêîâàÿ 

ñêîðîñòü). Ðèñ.1 ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòèëàþùåìó ïîëóïðîñòðàíñòâó èç 

ìåòåðèàëà ñ ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîãî òèïà, à ðèñ.2 – 

ïîëóïðîñòðàíñòâó èç ìàòåðèàëà ñ ïîòåíöèàëîì òèïà Áàðòåíåâà-

Õàçàíîâè÷à. Êðèâûå 1 íà ðèñ. 1 è 2  ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèþ 1 0,8λ = , 

êðèâûå 2 – çíà÷åíèþ 1 1λ =  è êðèâûå 3 – çíà÷åíèþ 1 1,2λ = . 

 
Ðèñóíîê 2 

Êàê âèäíî èç ðèñ. 1 è 2 äëÿ òàêèõ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ íàãðóçêè 

èìååòñÿ ïîëíàÿ ñèììåòðèÿ õàðàêòåðèñòèê íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïðèëîæåíèÿ 

íàãðóçêè. 

 

Ðèñóíîê 3 
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Íà ðèñ. 3 (ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë) è 4 (ïîòåíöèàë Áàðòåíåâà-

Õàçàíîâè÷à) ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â ïëàñòèíå â 

òî÷êå 1 1y hλ= − ; 2 2y h= −  îò íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ 

äîêðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ íàãðóçêè. Êðèâûå 1 íà ðèñ. 2 

ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íàãðóçêè 2 2v 0,1 sc= , êðèâûå 2 – 

ñêîðîñòè 2 2v 0,2 sc= , êðèâûå 3 – ñêîðîñòè 2 2v 0,3 sc= , êðèâûå 4 – 

ñêîðîñòè 2 2v 0,4 sc= . 

 

Ðèñóíîê 4 

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ 

äîêðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè ìîæíî 

ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Ïðè æåñòêîì êîíòàêòå èçãèáàþùèé 

ìîìåíò â ïëàñòèíå ìåíüøå, ÷åì ïðè íåæåñòêîì. Çíà÷åíèå 

èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â êîíêðåòíîé òî÷êå ïëàñòèíû çàâèñèò êàê îò 

íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïîäñòèëàþùåì ïîëóïðîñòðàíñòâå, òàê è îò 

åå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì â èññëåäóåìîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé 1λ  òåìï 

ðîñòà àìïëèòóäû èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ïðè ñæàòèè áîëüøå, ÷åì ïðè 

ðàñòÿæåíèè. Çàòóõàíèå ñ óäàëåíèåì îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè 

ïðè ñæàòèè ïðîèñõîäèò ìåäëåííåå, ÷åì ïðè ðàñòÿæåíèè. 

Âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ 

ðîñòîì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íàãðóçêè. Îñîáåííî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè 

ïðåäâàðèòåëüíîì ñæàòèè. 

Ïðè æåñòêîì êîíòàêòå âëèÿíèå ñêîðîñòè è íà÷àëüíûõ 

íàïðÿæåíèé ìåíåå ñóùåñòâåííî, ÷åì ïðè íåæåñòêîì êîíòàêòå. 

Èçìåíåíèå èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â ïëàñòèíå íà ãëóáèíå 

2 2y h= −  â ïëàñòèíå â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè 

ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 5 äëÿ ñêîðîñòè 2 2v 2 sc=  
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(òðàíñçâóêîâàÿ ñêîðîñòü, ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë). Íà ðèñ. 5 

ïðèìåíÿþòñÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è íà ðèñ. 1 è 2. 

 
Ðèñóíîê 5 

Åñëè óñëîâíî íàçâàòü íàïðÿæåíèÿ âïåðåäè è ïîçàäè íàãðóçêè 

ïðÿìîé è îáðàòíûìè âîëíàìè, òî èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî ïðè äàííîé 

ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íàãðóçêè ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà 

êîîðäèíàò íàðóøàåòñÿ è ïðÿìàÿ âîëíà çàòóõàåò áûñòðåå îáðàòíîé. 

Àíàëèç ãðàôèêîâ íà ðèñ. 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî íàëè÷èå íà÷àëüíûõ 

íàïðÿæåíèé îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà èçãèáàþùèé ìîìåíò 

â ïëàñòèíå. Ýòî âëèÿíèå ðàçëè÷íî â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ 

ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ñëîèñòîãî òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè 

ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. 

 

Ðèñóíîê 6 

Íà ðèñ. 6 (ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë) è 7 (ïîòåíöèàë Áàðòåíåâà-

Õàçàíîâè÷à)  ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñêîðîñòè 2 2v 6 sc=  
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(ñâåðõçâóêîâàÿ ñêîðîñòü). Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ñêîðîñòè 

ñèììåòðèÿ âñå áîëüøå íàðóøàåòñÿ, ïðè÷åì ïðÿìàÿ âîëíà çàòóõàåò 

íàìíîãî áûñòðåå è äëÿ ñâåðõçâóêîâîãî ñëó÷àÿ ïðàêòè÷åñêè 

îòñóòñòâóåò. Îäíàêî îíà ïîëíîñòüþ íå èñ÷åçàåò. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ, ïî-

âèäèìîìó, ñëîèñòîñòüþ ñðåäû. 

 
Ðèñóíîê 7 

Â ñëó÷àå æåñòêîãî êîíòàêòà ïðÿìàÿ âîëíà çàòóõàåò íàìíîãî 

áûñòðåå, ÷åì ïðè íåæåñòêîì êîíòàêòå. Êàê è ïðè òðàíñçâóêîâîì 

ñëó÷àå äâèæåíèÿ íàãðóçêè èçãèáàþùèé ìîìåíò â ïëàñòèíå çàâèñèò îò 

íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé è óäàëåíèÿ îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. 
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ÓÄÊ 539.3  
Ñ.Þ. Áàáè÷, ª.Ì. Áîðèñîâ, Ë.ª. Áîðèñîâà  

ÄÅÔÎÐÌÀÖ²ß ÏÐÓÆÍÎ¯ ÍÅÎÄÍÎÐ²ÄÍÎ¯ ÑÔÅÐÈ ÏÐÈ 

×ÀÑÒÈÍÍÎÌÓ ÂÈÄ² ÍÀÂÀÍÒÀÆÅÍÍß 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ âíóòð³øíÿ ïðîñòîðîâà çàäà÷à äëÿ ïðóæíî¿ 

íåîäíîð³äíîãî ñôåðè ïðè ñèìåòðè÷íîìó íàâàíòàæåíí³. Â³äïîâ³äí³ 

îäíîð³äí³ çàäà÷³ ðîçâ’ÿçàí³ àíàë³òè÷íî òî÷íî â ðîáîòàõ [1], [2], ïðè 

öüîìó êîìïîíåíòè ïåðåì³ùåíü òà íàïðóæåíü ìàþòü âèãëÿä ðÿä³â ïî 

ïîë³íîìàì Ëåæàíäðà. Íåîäíîð³äí³ñòü ìàòåð³àëó ñóòòºâî óñêëàäíþº 

ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, à îòðèìàòè 

àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê ïðàâèëî, âäàºòüñÿ ïðè äåÿêèõ îáìåæåííÿõ 

àáî ïðè çàñòîñóâàííÿì íàáëèæåíèõ ìåòîä³â [3].  

Â ðîáîò³ ïðåäñòàâëåíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ íåîäíîð³äíî¿ ñôåðè 

ïðè ³äåàëüíîìó êîíòàêò³ ì³æ ï³âñôåðàìè. Äîñë³äæåíî íàïðóæåíî - 

äåôîðì³âíèé ñòàí íåîäíîð³äíî¿ ñôåðè ó âèïàäêó, êîëè íà ¿¿ ïîâåðõí³ 

çàäàíî ñèìåòðè÷íå íàâàíòàæåííÿ. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ïîð³âíþþòüñÿ 

³ç â³äîìèìè [1]. 

Ðîçãëÿíåìî ïðóæíó ñôåðó, ùî ðîçä³ëåíà ïëîùèíîþ 
2
πθ =  íà äâ³ 

ï³âñôåðè (âåðõíþ òà íèæíþ), ì³æ ÿêèìè âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

³äåàëüíîãî êîíòàêòó. Ââåäåìî ñôåðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò ϕθ ,,R ,  

ïðè öüîìó: 00 RR ≤≤ , πθ ≤≤0 , πϕ 20 ≤≤ . Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî 

íàâàíòàæåíîãî ò³ëà  îáåðòàííÿ ÿâèùå äåôîðìàö³¿ â³äáóâàºòüñÿ 

îäíàêîâî ó âñ³õ ìåðèä³àííèõ ïëîùèíàõ ( const=ϕ ). Òîä³ êîìïîíåíòè 

íàïðóæåíü òà ïåðåì³ùåíü íå áóäóòü çàëåæàòè â³ä êóòà ϕ . Ïðè öüîìó 

ââàæàòèìåìî, ùî âåðõí³é ï³âñôåð³ â³äïîâ³äàº ïðóæíèé ìàòåð³àë ç³ 

ñòàëèìè 11,Gm , à íèæí³é – 22 ,Gm , äå m - ÷èñëî Ïóàññîíà, G - ìîäóëü 

çñóâó. 

Âèõîäÿ÷è ç ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ó ôîðì³ 

Ïàïêîâè÷à-Íåéáåðà, çàïèøåìî âèðàçè ïðîåêö³é ïåðåì³ùåíü íà îñ³ 

ñôåðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ó âèãëÿä³: 

 
0

0

4( 1) ( ),

4( 1) ( ).

R R R

R

mu B RB B
m R

mu B RB B
mθ θ θ

− ∂= − +
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− ∂= − +
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 (1) 
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äå θBBR,  - ôóíêö³¿, ùî ìàþòü âèãëÿä [1]: 

 

).sincos(

),cossin(

*

*

n
nn

n
nn

R

PA
d
dPARB

PA
d
dPARB

θθ
θ

θθ
θ

θ −=

+=
 (2) 

À ôóíêö³þ 0B  â äàí³é ðîáîò³ ïðîïîíóºòüñÿ âèáðàòè ó íàñòóïíîìó 

âèãëÿä³: 

,1
1

0 +
+−= n

n PBRB  

äå )(cosθnn PP =  - ïîë³íîì Ëåæàíäðà −n ãî ïîðÿäêó ( ,...2,1,0=n ): 

 )cos(,)1(
!2

1)( 2 θ=−= pp
dp
d

n
pP n

n

n

nn , 

à BAA ,, *  - íåâ³äîì³ ñòàë³. 

Çàïèøåìî ôîðìóëè, ÿê³ äàþòü âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü ó 

ñôåðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò, êîëè ïåðåì³ùåííÿ θuuR , íå çàëåæàòü 

â³ä êóòà ϕ :  

 ),(12),11(2,2 RR
R

R uctgu
R

Gu
R

u
R

G
R
uG +=+

∂
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=
∂
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= θσ
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R
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R
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∂
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=  (3) 

Íåõàé íà ïëîùèí³ 
2
πθ =  âèêîíóþòüñÿ óìîâè ³äåàëüíîãî 

êîíòàêòó, ÿê³ çàïèøåìî ó âèãëÿä³: 

 ;21
RR uu =  ;21

θθ σσ =  (4) 

 ;21
θθ uu =      21

θθ σσ RR =  (5) 
Â öèõ âèðàçàõ òóò ³ äàë³ âåðõí³ ³íäåêñè 1 òà 2 âêàçóþòü íà 

êîìïîíåíòè ïåðåì³ùåíü òà íàïðóæåíü, ÿê³ â³äíîñÿòüñÿ äî âåðõíüî¿ òà 

íèæíüî¿ ï³âñôåð â³äïîâ³äíî. 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íà ïîâåðõí³ ñôåðè çàäàíî 

íàâàíòàæåííÿ â òàêîìó âèãëÿä³:  

 ,cos;cos 2221

00

θσθσ qq
RR

R
RR

R −=−=
==

 (6) 

 θθσθθσ θθ sincos
2
1;sincos

2
1

00

21 qq
RR

R
RR

R ==
==

, (7) 
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äå 11 , θσσ RR - íàïðóæåííÿ, ÿê³ çàäàí³ íà âåðõí³é ï³âñôåð³, à 

22 , θσσ RR - íà íèæí³é. Â öèõ ôîðìóëàõ q  - äîâ³ëüíà ñòàëà. Ïðè 

öüîìó íàïðóæåííÿ θσσ RR ,  ââàæàþòüñÿ äîäàòíèìè, êîëè 

íàâàíòàæåííÿ íàïðàâëåíî â á³ê çðîñòàííÿ R  (â³ä öåíòðà ñôåðè)  ³ 

â³äïîâ³äíî êóòà θ . 

ßêùî ó âèðàçàõ (1), (2) ïîêëàñòè n=1 , òî îòðèìàºìî 
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Âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü çíàõîäèìî ï³äñòàâèâøè (8), (9) â (3). 

Ïðè öüîìó, óìîâè êîíòàêòó áóäóòü âèêîíóâàòèñü, ÿêùî ó âèðàç³ 

(8) ïîêëàñòè 
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Ðîçâ’ÿçàâøè ð³âíÿííÿ (10), (11), îòðèìàºìî íàñòóïí³ ÷àñòèíí³ 

ðîçâ’ÿçêè 
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ßê âèäíî ç ïðèâåäåíèõ âèðàç³â, íàïðóæåííÿ â äàíîìó âèïàäêó íå 

çàëåæàòü â³ä ðàä³óñà R  ³ çàëèøàþòüñÿ äëÿ êîæíîãî ô³êñîâàíîãî êóòà 

θ  îäíàêîâèìè (ïî ìîäóëþ) äëÿ âåðõíüî¿ òà íèæíüî¿ ï³âñôåð. Îäíàê, 

ïåðåì³ùåííÿ äëÿ âåðõíüî¿ òà íèæíüî¿ ï³âñôåð çàëåæàòü ÿê â³ä êóòà 

θ , òàê ³ â³ä ðàä³óñà ³  â³äð³çíÿþòüñÿ îäíå â³ä îäíîãî (ïðè êîæíîìó 

ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ θ  òà R ) íà âåëè÷èíó, ÿêà çàëåæèòü â³ä ìîäóëÿ 

çñóâó ìàòåð³àëó. ßêùî, íàïðèêëàä, 21 GG ; , òî ïåðåì³ùåííÿ äëÿ 

âåðõíüî¿ ï³âñôåðè áóäóòü ìåíøèìè íà âåëè÷èíó, ùî ïðîïîðö³éíà 

21

21

GG
GGq −

 â³ä ïåðåì³ùåíü íèæíüî¿ ï³âñôåðè, ùî â³äïîâ³äàº 

ìåõàí³÷íèì âëàñòèâîñòÿì ìàòåð³àëó. 

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ÷àñòèííèé âèïàäîê. ßêùî ó âèðàçàõ (1), (2) 

ïîêëàñòè n=0 , òî ïî àíàëîã³¿ äî [1] îòðèìàºìî äðóãèé ÷àñòèííèé 

ðîçâ’ÿçîê: 
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ùî ÿâëÿº ñîáîþ æîðñòêå çì³ùåííÿ. ² íå âàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî 

â³äïîâ³äí³ íàïðóæåííÿ áóäóòü äîð³âíþâàòè íóëþ. Óìîâè êîíòàêòó 

áóäóòü âèêîíóâàòèñü , ÿêùî â îñòàíí³õ âèðàçàõ ïîêëàñòè: 

 0
)1(4 )2(1*

)2(1

)2(1)2(1* =−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
A

m
m

A . (13) 

Òîä³, ç âðàõóâàííÿì (13) âèðàçè äëÿ ïåðåì³ùåíü ñï³âïàäàþòü ç 

ðåçóëüòàòàìè, ùî îòðèìàí³ â ðîáîò³ [1].  

Ïðè öüîìó, ñë³ä â³äì³òèòè, ùî ñèñòåìà íàïðóæåíü, ÿêà 

ðîçïîä³ëåíà ïî ïîâåðõí³ ñôåð³ 0RR =  ñòàòè÷íî åêâ³âàëåíòíà íóëþ. 

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïåðåêîíàòèñü, ùî ïðîåêö³ÿ ãîëîâíîãî âåêòîðà íà 

â³ñü z  äîð³âíþº íóëþ: 
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Ï³äñòàâèâøè (12) â îñòàíí³é âèðàç, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 

äàíèé ³íòåãðàë äîð³âíþº íóëþ. 

Òàêèì ÷èíîì, â ðîáîò³ îòðèìàíî ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî 

äåôîðìàö³þ ñèìåòðè÷íî íàâàíòàæåíî¿ íåîäíîð³äíî¿ ïðóæíî¿ ñôåðè 

ïðè ³äåàëüíîìó êîíòàêò³ ì³æ ï³âñôåðàìè. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè 

ïîêàçóþòü, ùî ïåðåì³ùåííÿ äëÿ âåðõíüî¿ òà íèæíüî¿ ï³âñôåð 

çàëåæàòü â³ä ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó, ç ÿêèõ âèãîòîâëåí³ 

ï³âñôåðè. Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ñï³âïàäàþòü ç 

â³äîìèìè [1]. 
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Ð.Ñ.Ìóñ³é, Í.Á.Ìåëüíèê, Í.Á.Ã³ññîâñüêà, Ê.Â.Øèíäåð  

ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÍÅÑÓ×Î¯ ÇÄÀÒÍÎÑÒ² ÅËÅÊÒÐÎÏÐÎÂ²ÄÍÈÕ 

Ò²Ë ÊÀÍÎÍ²×ÍÎ¯ ÔÎÐÌÈ ÇÀ Ä²¯ ²ÌÏÓËÜÑÍÈÕ 

ÅËÅÊÒÐÎÌÀÃÍ²ÒÍÈÕ ÏÎË²Â 

Ïðè âèãîòîâëåíí³ áàãàòüîõ òåõí³÷íèõ ïðèëàä³â ³ ïðèñòðî¿â 

øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ åëåìåíòè êîíñòðóêö³é ó âèãëÿä³ 

åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ë êàíîí³÷íî¿ ôîðìè – ïëàñòèí, öèë³íäð³â ³ êóëü, 

ÿê îäíîð³äíèõ, òà ³ á³ìåòàëåâèõ. Ï³ä ÷àñ åêñïëóàòàö³¿ ïðèñòðî¿â ¿õ 

êîíñòðóêòèâí³ åëåìåíòè çàçíàþòü ä³¿ ð³çíîìàí³òíèõ ô³çè÷íèõ 

ôàêòîð³â, çîêðåìà, ³ìïóëüñíîãî åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ (ÅÌÏ). Òîìó 

âèíèêàº ïðîáëåìà çáåðåæåííÿ íåñó÷î¿ çäàòíîñò³ êîíñòðóêòèâíèõ 

åëåìåíò³â çà òàêî¿ ä³¿, â³ä ÷îãî çàëåæèòü íàä³éí³ñòü ðîáîòè ïðèñòðî¿â. 

Äëÿ âèð³øåííÿ äàíî¿ ïðîáëåìè íåîáõ³äíî âèçíà÷èòè 

³íòåíñèâí³ñòü íàïðóæåíü iσ  çà ð³çíèõ ÷àñîâèõ òà àìïë³òóäíî-

÷àñòîòíèõ ïàðàìåòð³â ³ìïóëüñíîãî ÅÌÏ ³ ïîð³âíÿòè ¿õ ç ìåæåþ 

ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ dσ  ìàòåð³àëó îäíîð³äíîãî ÷è ìàòåð³àë³â 

ñêëàäîâèõ 1, 2p =  øàð³â á³ìåòàëåâîãî ò³ëà. Íåñó÷à çäàòí³ñòü áóäå 

çáåð³ãàòèñü çà óìîâè, ùî i dσ < σ  [1] äëÿ îäíîð³äíîãî ³ ( ) ( )p p
i dσ < σ  äëÿ 

á³ìåòàëåâîãî ò³ëà. Ô³çèêî-ìåõàí³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó 

åëåêòðîïðîâ³äíîãî ò³ëà ïðèéìàþòüñÿ ñòàëèìè. 

²íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü iσ  ÷è ( )p
iσ  â ðîçãëÿäóâàíèõ ò³ëàõ 

âèçíà÷àþòüñÿ íà îñíîâ³ â³äîìî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ ñõåìè âèçíà÷åííÿ 

òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàíó åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ë [2], ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç 

òðüîõ åòàï³â. Íà ïåðøîìó åòàï³ çàïèñóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ 

âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ÅÌÏ ³ âèðàçè äëÿ äæîóëåâîãî òåïëà Q  ³ 

ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë F
G
. ßêùî çà êëþ÷îâó ôóíêö³þ âèáðàíî âåêòîð 

íàïðóæåíîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ H
G

, òî ïèòîì³ ãóñòèíè äæîóëåâîãî 

òåïëà ³ ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè 

 ( )21Q rotH=
σ

G
, F rotH H= µ ⋅ ×
G G G

, (1) 

äå σ - êîåô³ö³ºíò åëåêòðîïðîâ³äíîñò³, µ  - ìàãí³òíà ïðîíèêëèâ³ñòü 

ìàòåð³àëó åëåêòðîïðîâ³äíîãî ò³ëà. Íà äðóãîìó åòàï³ çà â³äîìèì 
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ðîçïîä³ëîì äæîóëåâîãî òåïëà Q  ç ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ çà 

âðàõóâàííÿ óìîâ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó íà çîâí³øí³õ ïîâåðõíÿõ 

ò³ëà âèçíà÷àºòüñÿ òåìïåðàòóðà T  â ò³ë³. Íà òðåòüîìó åòàï³ çà 

â³äîìèìè âèðàçàìè ïîíåäåðîìîòîðíèõ ñèë F
G
 ³ òåìïåðàòóðè T  ³ç 

ð³âíÿíü äèíàì³÷íî¿ òåðìîïðóæíîñò³ â íàïðóæåííÿõ [3] âèçíà÷àþòüñÿ 

êîìïîíåíòè ikσ  ( ), 1,3i k =  òåíçîðà íàïðóæåíü σ� , ÿê³ ïîäàþòüñÿ ó 

âèãëÿä³ ñóìè äâîõ ñêëàäîâèõ Q F
ik ik ikσ = σ + σ . Òóò Q

ikσ  - íàïðóæåííÿ, 

çóìîâëåí³ äæîóëåâèì òåïëîì Q , à F
ikσ  - ä³ºþ ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë F

G
. 

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó á³ìåòàëåâèõ ò³ë ïðèéìàºòüñÿ, ùî â îáëàñò³ 

ç’ºäíàííÿ ñêëàäîâèõ p  øàð³â âèêîíóþòüñÿ óìîâè ³äåàëüíîãî 

åëåêòðîìàãí³òíîãî, òåïëîâîãî ³ ìåõàí³÷íîãî êîíòàêò³â. Çà çíàéäåíèìè 

êîìïîíåíòàìè ikσ  òåíçîðà ñóìàðíèõ íàïðóæåíü σ�  âèçíà÷àþòüñÿ 

³íòåíñèâíîñò³ öèõ íàïðóæåíü ( ) ( )( )2
2 13 2i I Iσ = σ − σ� �

. Òóò ( )jI σ� , 

( )1, 2j =  – j -èé ³íâàð³àíò òåíçîðà íàïðóæåíü â ò³ë³. Ï³ñëÿ 

çíàõîäæåííÿ iσ  àíàë³çóþòüñÿ ïàðàìåòðè ³ìïóëüñíîãî ÅÌÏ, çà ÿêèõ 

âèêîíóºòüñÿ óìîâà i dσ < σ . 

Çã³äíî ïðèéíÿòî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ ñõåìè âèõ³äíå ð³âíÿííÿ íà 

â³äïîâ³äíó êîìïîíåíòó iH  âåêòîðà H
G

 áóäå  

 
2

2 0i
i

Hm H
r r r t

⎛ ⎞ ∂∂ ∂
+ − σµ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. (2) 

Òóò: i y= , 0m = , r z≡  – äëÿ ïëàñòèí; i z= , 1m =  – äëÿ öèë³íäð³â; 

i = ϕ , 2m =  – äëÿ êóëü. Ïî÷àòêîâà óìîâà çà â³äñóòíîñò³ ÅÌÏ â äàíîìó 

ò³ë³ ïðè 0t =  áóäå ( ),0 0iH r = . Çà çíàéäåíîþ ôóíêö³ºþ ( ),iH r t  âèðàçè 

ïèòîìèõ ãóñòèí äæîóëåâèõ òåïëîâèä³ëåíü ³ ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë 

çàïèñóþòüñÿ ôîðìóëàìè (1). 

Òåìïåðàòóðà T  ³ íàïðóæåííÿ Q
jjσ  âèçíà÷àþòüñÿ ç³ ñèñòåìè 

ð³âíÿíü  

 
2

2

1 0m T QT
r r r t

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ − + =⎜ ⎟∂ ∂ κ ∂ λ⎝ ⎠

, (3) 

 
2 2 2

2 2 2 2
1

1 1
1 1

Q
Q rr
rr

к T E l T
r r r c t t r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ σ + ν ∂ α ∂
+ σ − = αρ − ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ − ν ∂ − ν ∂⎝ ⎠

, (4) 
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( )2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1

QQ Q
rrQ rr

rc p c p E T
t r r r t t

ϕϕ
ϕϕ

∂ σ∂ σ ν ∂ σ α ∂
+ σ = ⋅ + −

∂ − ν − ν ∂ − ν ∂ − ν ∂
, (5) 

 ( )Q Q Q
zz rr ETϕϕσ = ν σ + σ − α , Q Q

θθ ϕϕσ ≡ σ  (6) 

çà ïî÷àòêîâèõ óìîâ  

 ( ),0 0T r = , ( ),0 0Q
jj rσ = , 

( ) ( ),0 ,0
1

Q
jj r T rE

t t
∂σ ∂α

= −
∂ − ν ∂

. (7) 

Òóò: , ,j x y z= ; 0к = ; 0l = ; Q Q
rr zzσ = σ ; 

1 1 2
Q Q Q
xx yy zz

E Tν α
σ = σ = σ −

− ν − ν
 – äëÿ 

ïëàñòèí ³ Q
zzσ  âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ (4); , ,j r z= ϕ ; 3к = ; 1l = ; 1p =  – 

äëÿ öèë³íäð³â, à íàïðóæåííÿ jjσ  çíàõîäÿòüñÿ íà îñíîâ³ ð³âíÿíü (4), 

(5) ³ ïåðøîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (6); , ,j r= θ ϕ; 4к = ; 2l = ; 2p =  – äëÿ 

êóëü, à íàïðóæåííÿ jjσ  - íà îñíîâ³ ð³âíÿíü (4), (5) ³ äðóãîãî 

ñï³ââ³äíîøåííÿ (6). 

Íàïðóæåííÿ F
jjσ  îïèñóþòüñÿ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü 

 

 
2 2

2 2 2
1

1
1

F
F rr r r
rr

к n F F
r r r c t r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ σ ∂
+ σ − = − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ − ν ∂⎝ ⎠

,  

 
( )2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2
1 1 1

FF F
rrF r rr

rc p c p F
t r r r r t

ϕϕ
ϕϕ

⎡ ⎤∂ σ∂ σ ν ∂ σ⎢ ⎥+ ⋅ σ = + +
∂ − ν − ν ∂ − ν ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

, (8) 

 ( )F F F
zz rr ϕϕσ = ν σ + σ , F F

θθ ϕϕσ ≡ σ , 

à ïî÷àòêîâ³ óìîâè áóäóòü ( ),0 0F
jj rσ = , 

( ),0
0

F
jj r

t
∂σ

=
∂

. Òóò: , ,j x y z= ; 

0к = ; 0n = ; 0s = ; F F
rr zzσ = σ ; ( ) ( )1F F F

xx yy zzσ = σ = νσ − ν  – äëÿ ïëàñòèí; 

, ,j r z= ϕ ; 3к = ; 2n = − ν ; 1p = ; 1s =  – äëÿ öèë³íäð³â; , ,j r= θ ϕ; 4к = ; 

2p = ; 2s =  – äëÿ êóëü. Çàïèñàí³ âèùå ñèñòåìè ð³âíÿíü íà 

íàïðóæåííÿ Q
jjσ  ³ F

jjσ  ðîçâ’ÿçóþòüñÿ çà óìîâ â³äñóòíîñò³ ñèëîâèõ 

ïîâåðõíåâèõ íàâàíòàæåíü ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü ðîçãëÿäóâàíèõ ò³ë. 

ßê ïðèêëàä äîñë³äæåíî òåðìîìåõàí³÷íó ïîâåä³íêó ³ íåñó÷ó 

çäàòí³ñòü îäíîð³äíèõ òà á³ìåòàëåâèõ ïëàñòèí ³ äîâãèõ ïîðîæíèñòèõ 

öèë³íäð³â çà ä³¿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ³ìïóëüñà. Âñòàíîâëåíî êðèòè÷í³ 

çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ³ìïóëüñíîãî ÅÌÏ, çà ÿêèõ âòðà÷àºòüñÿ íåñó÷à 

çäàòí³ñòü. 
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ÓÄÊ 534-21 
Í.Ä. Øóëüãà  

ÔÎÐÌÈ ÊÎËÈÂÀÍÜ ÍÀ ÃÐÀÍÈÖßÕ ÇÎÍ ÏÐÎÏÓÑÊÀÍÍß 

ÎÁ’ªÌÍÈÕ ÕÂÈËÜ ÇÑÓÂÓ Â ÄÂÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÈÕ 

ØÀÐÓÂÀÒÈÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÀÕ Ç Ì²ÆÔÀÇÍÈÌÈ 

ÍÅÄÎÑÊÎÍÀËÎÑÒßÌÈ 

Ïåðåá³ã õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â â êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àëàõ 

âèçíà÷àºòüñÿ ìåõàí³÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ìàòðèö³ ³ íàïîâíþâà÷à òà 

ÿê³ñòþ ãðàíèöü ðîçä³ëó íàïîâíþâà÷-ìàòðèöÿ [2]. Â òåîðåòè÷íèõ 

äîñë³äæåííÿõ áåçïåðå÷íà ïåðåâàãà íàäàºòüñÿ [3] ³äåàëüí³é ìîäåë³, â 

ÿê³é êîìïîçèò ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê äîñêîíàëèé õ³ì³÷íèé äèñêîíòèíóóì ³ 

äîñêîíàëèé õ³ì³÷íèé êîíòèíóóì. Â³äïîâ³äíî äî ö³º¿ êîíöåïö³¿ ÍÄÑ 

êîìïîíåíò (ôàç) îïèñóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè ìåõàí³êè 

äåôîðìóâàííÿ òâåðäèõ ò³ë, à íà ïîâåðõíÿõ ðîçä³ëó âèêîíóþòüñÿ 

óìîâè äîñêîíàëîãî ìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó −+ = nn σσ , −+ = uu . Äëÿ 

ìîäåëþâàííÿ ì³æôàçíèõ íåäîñêîíàëîñòåé â òîíêîìó ì³æôàçíîìó 

ïðîøàðêó ç íåïîâí³ñòþ âèçíà÷åíèìè ô³çèêî-ìåõàí³÷íèìè 

âëàñòèâîñòÿìè ³ ï³äâèùåíîþ äåôåêòí³ñòþ ââîäèòüñÿ [3, 4] 

ã³ïîòåòè÷íà ì³æôàçíà ïîâåðõíÿ ç êîíòàêòíèìè óìîâàìè −+ = nn σσ , 

_
nn σηuu ⋅+= −+ . Ïðè âèâ÷åíí³ ïîøèðåííÿ õâèëü äîâ³ëüíîãî ÷àñòîòíîãî 

ä³àïàçîíó â øàðóâàòèõ êîìïîçèòàõ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñòðóêòóðíà 

(êóñêîâî-îäíîð³äíà) ìîäåëü ïðè äîñêîíàëîìó ìåõàí³÷íîìó 

ì³æôàçíîìó êîíòàêò³. Îñíîâí³ ðåçóëüòàò³ öèõ äîñë³äæåíü âèñâ³òëåí³ 

â ìîíîãðàô³¿ [3]. Óçàãàëüíåííÿ äîñë³äæåíü ïðî ïîøèðåííÿ õâèëü â 

ðàìêàõ ñòðóêòóðíî¿ ìîäåë³ ïðè íåäîñêîíàëîìó ìåõàí³÷íîìó êîíòàêò³ 

âèêëàäàþòüñÿ â ðîáîòàõ [1, 4, 5, 6 òà ³í.], ïðîäîâæåííÿì ÿêèõ º äàíà 

ñòàòòÿ. 

Ðîçãëÿíåìî äâîêîìïîíåíòíèé ðåãóëÿðíî-øàðóâàòèé êîìïîçèò ç 

ì³æôàçíèìè íåäîñêîíàëîñòÿìè òà äåôåêòàìè, ìåõàí³÷í³ âëàñòèâîñò³ 

îðòîòðîïíèõ êîìïîíåíò ÿêîãî ïîçíà÷èìî ÷åðåç 1,ijc , 1ρ  äëÿ øàð³â 

òîâùèíîþ 1h  ³ 2,ijc , 2ρ  äëÿ øàð³â òîâùèíîþ 2h . Êîîðäèíàòí³ â³ñ³ 1x , 2x , 

3x  íàïðàâèìî âçäîâæ ãîëîâíèõ íàïðÿì³â îðòîòðîï³¿ øàð³â. Äëÿ õâèëü 

çñóâó ( ) 0,,,0 321 ≠txxu , 02 =u , 03 =u  àáî 01 =u , ( ) 0,,0, 312 ≠txxu , 03 =u  

íåîáõ³äíî çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü  
                                 

  © ØÓËÜÃÀ Í.Ä., 2008 
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 ( )
3

6,3

3

3,6
2
6

2

3 xxt
ux m

m

mmm

∂
σ∂

+
∂
σ∂

=
∂

∂
ρ −

−

−−− , (1) 

 ( )
3

6
36,3 x

uxc m
mmm ∂

∂
=σ −

− ,  ( )
3

6
36612

−

−

∂
∂

=σ
m

m

x
uxc , 5,4=m . (2) 

Íà ì³æôàçíèõ ïëîùèíàõ qnxx +−= 22,33  ( 2,1=q , n  – ö³ëå ÷èñëî) ç 

íåäîñêîíàëèì ìåõàí³÷íèì êîíòàêòîì ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñÿ [1, 5] 

óìîâè ñïðÿæåííÿ 

 )0()0( 22,36,322,36,3 −σ=+σ +−−+−− qnmqnm xx , 

 )0()0()0( 22,36,36,322,3622,36 −ση+−=+ +−−−+−−+−− qnmmqnmqnm xxuxu . (3) 

Çàïèøåìî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1), (2) äëÿ êîæíîãî ³ç øàð³â ó 

âèãëÿä³ á³æó÷èõ õâèëü 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tkxi
mmn

mmmm

mm
nm

mehnhxA
c

hnhx
Ahu ω−

−−−
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−α+

α
+−α

= 3
31,

2
12

1,1,

31,1
126 cos

sin
Re , 

 ( ) ( ) 13 11 hhnxhn +−<<− ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tkxi
mmn

mmmm

mm
nm

mehnhxA
c

hnhx
Ahu ω−

−
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−α+

α
+−α

= 3
232,

2
2

2,2,

232,1
26 cos

sin
Re , 

 ( ) nhxhhn <<+− 311 . (4) 

Â ôîðìóëàõ (4) ³ äàë³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ qq ρ=ρρ 00 , 

qmmqmm ccc ,00, = , qmmqqqmm cck ,,66
222

, /)( −ωρ=α ; qmmqmm h ,, α=α , khk = , äå 00ρ , 00c , h  – 

íîðìóþ÷³ ïàðàìåòðè. 

Ðîçâ’ÿçîê (4) çàïèñàíèé ïðè 02
, ≥α qmm . ßêùî 02

,
2

, <β−=α qmmqmm , òî â 

ôîðìóëàõ (4) ³ íàñòóïíèõ òðåáà ïðèéíÿòè qmmqmm i ,, β=α , 

(...)(...)sin ,, qmmqmm ishi β=β , (...)(...)cos ,, qmmqmm chi β=β . 

Ç êîíòàêòíèõ óìîâ (3) íà ìåæàõ ( ) 112,33 1 hhnxx n +−≡= −  ì³æ ( )12 −n -

èì ³ n2 -èì øàðàìè ³ íà ìåæàõ nhxx n ≡= 2,33  ì³æ n2 -èì ³ ( )12 +n -èì 

øàðàìè îäåðæèìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( ) nmmn h 2212 AMA =+ , ( ) 1212 −= nmmn h AMA , (5) 

â ÿêèõ ââåäåí³ âåêòîð-ñòîâïö³ ( ) ( )[ ]21 , nnn AAcol=A  ³ ìàòðèö³ ( )qmm hM  ç 

åëåìåíòàìè 

 ( ) qqmmqmm hhM ,
)11( cosα= ,  ( ) qqmmqmmqmmqmm hchM ,,,

)12( sin αα−= , 

 ( ) qqmmm
qmmqmm

qqmm
qmm h

c
h

hM ,6,3
,,

,)21( cos
sin

αη+
α

α
= − , 

( ) qqmmqmmqmmmqqmmqmm hchhM ,,,6,3,
)22( sincos ααη−α= − , 

ïðè÷îìó hcmm 006,36,3 −− η=η . 
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ßêùî ðîçâ’ÿçîê íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (5) ïðåäñòàâèòè [1, 3-6] ó 

âèãëÿä³ 

 ( ) mmmm
n
mmn h XMA 12 χ= , mm

n
mmn XA χ=−12 , (6) 

òî äëÿ âèçíà÷åííÿ ñêàëÿðó mmχ  ³ âåêòîðà mmX  îäåðæèìî ñèñòåìó 

îäíîð³äíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( )( ) 0, 2
1

12 =χ− −
mmmmmm hh XIM . (7) 

Òóò 2I  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, 

( ) ( ) ( )1212 , hhhh mmmmmm MMM =  – ïåðåäàòî÷íà ìàòðèöÿ äëÿ äâîõ øàð³â 

òîâùèíè 1h  ³ 2h . 

Ç óìîâè ³ñíóâàííÿ íåòðèâ³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè 

(7) îäåðæèìî õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ 

 ( ) 01,2 1,2,
2 =+χαα−χ mmmmmmmmmm b , (8) 

îñê³ëüêè áåçïîñåðåäí³ìè ïåðåòâîðåííÿìè çíàõîäèìî, ùî 

( ) 1,det 12 =hhmmM , à êîåô³ö³ºíò ( )12 ,5,0 hhSpurb mmmm M= . 

Êîæíîìó ç íåð³âíèõ ì³æ ñîáîþ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë 1,mmχ , 

2,mmχ  â³äïîâ³äàþòü ë³í³éíî íåçàëåæí³ ì³æ ñîáîþ âëàñí³ âåêòîðè 1,mmX , 

2,mmX  ³ íåâ³äîì³ nA  â ðîçâ’ÿçêó (6) áóäóòü ñóïåðïîçèö³ºþ 

 ( ) ( ) 2,12,21,11,12 mmmm
n
mmmmmm

n
mmn hQhQ XMXMA χ+χ= , 

 2,2,21,1,112 mm
n
mmmm

n
mmn QQ XXA χ+χ=− . (9) 

Íåâ³äîì³ ñòàë³ 1Q , 2Q  ïîâèíí³ áóòè âèçíà÷åí³ ç ãðàíè÷íèõ óìîâ. 

Àíàë³ç ð³âíÿííÿ (8) ïîêàçóº, ùî ðîçâ’ÿçîê (9) áóäå îáìåæåíèì 

ïðè ±∞→n  ( )+∞<<∞− 3x , ÿêùî äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ (8) ìàòèìå ð³âí³ 

çà ìîäóëåì îäèíèö³ êîìïëåêñí³ êîðåí³. Öå ìàòèìå ì³ñöå ïðè óìîâ³ 

 ( ) 1,1 1,2, +<αα<− mmmmmmb , (10) 

ÿêà ³ âèçíà÷àº çîíè ïðîïóñêàííÿ õâèëü ïîïåðåê ñòðóêòóðè 

ìàòåð³àëó.  

Äëÿ ³äåíòèô³êàö³¿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ âèì³ðþâàíü âàæëèâî çíàòè 

òàêîæ ïðîñòîðîâ³ ôîðìè õâèëü. Äëÿ ÷àñòîò, ÿê³ îáìåæóþòü çîíè 

ïðîïóñêàííÿ õâèëü, òîáòî ïðè ( ) 1, 1,2, ±=αα mmmmmmb , àíàë³ç ðîçâ’ÿçê³â 

ñèñòåìè (5) äîçâîëÿº óñòàíîâèòè ïðîñòîðîâ³ ôîðìè õâèëü [4]. 

Íà ìåæàõ ( ) 1, 1,2, +=αα mmmmmmb  çîí ïðîïóñêàííÿ (10) â³äáóâàþòüñÿ 

ñèìåòðè÷í³-ñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ñåðåäèííèõ ïëîùèí øàð³â 

êîëèâàííÿ (SS-êîëèâàííÿ) 
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òà àíòèñèìåòðè÷í³-àíòèñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ñåðåäèííèõ ïëîùèí 

øàð³â êîëèâàííÿ (ÀÀ-êîëèâàííÿ) 
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1 =η++η+ −− HCHSAHCHSA mm . (14) 

Íà ìåæàõ ( ) 1, 1,2, −=αα mmmmmmb  çîí ïðîïóñêàííÿ (10) â³äáóâàþòüñÿ 

ñèìåòðè÷í³-àíòèñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ñåðåäèííèõ ïëîùèí øàð³â 

êîëèâàííÿ (SÀ-êîëèâàííÿ) 
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òà àíòèñèìåòðè÷í³-ñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ñåðåäèííèõ ïëîùèí 

øàð³â êîëèâàííÿ (ÀS-êîëèâàííÿ) 
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îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( ) ( ) 0)(~)(~
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1 =− HSaAHCA mm , 
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1 =η−−η− −− HSaHCAHCHSA mmmm . (18) 
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Â ôîðìóëàõ (17)-(24) âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ 

qmmqmmqmm ca ,,, α= , )(sin)( 33,
1

,33 qqmmqmmqq xxaxxS −α=− − , 

)(cos)( 33,33 qqmmqq xxxxC −α=− , 131 Hx = , 2132 Hhx += , qq hH =2 . 

Ïðè ê³ëüê³ñíîìó àíàë³ç³ îñíîâíà óâàãà çâåðòàëàñÿ íà âïëèâ 

ì³æôàçíèõ ïàðàìåòð³â m−η 6,3  íà äèñïåðñ³éí³ ³ àìïë³òóäí³ 

õàðàêòåðèñòèêè. Ðîçãëÿäàâñÿ êîìïîçèò ç ìåõàí³÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè 

øàð³â 11 =ρ , 11,661,551,44 === ccc , 22 =ρ , 202,662,552,44 === ccc  ïðè íîðìóþ÷èõ 

ïàðàìåòðàõ 100 ρ=ρ , 1,6600 cc = . Òîâùèíè øàð³â ïðèéìàëèñÿ ð³âíèìè 

hh 3,01 =  ³ hh 7,02 = . Ì³æôàçíèé ïàðàìåòð 0,03231 =η=η  (ì³æôàçí³ 

íåäîñêîíàëîñò³ â³äñóòí³); 0,1; 0,5; 1,0; 5,0. 

Ïðîâåäåíèé àíàë³ç ïîêàçàâ, ùî â ìàòåð³àëàõ ç ì³æôàçíèìè 

íåäîñêîíàëîñòÿìè íà â³äì³íó â³ä ìàòåð³àë³â ç äîñêîíàëèì ñïîëó÷åííÿì 

êîìïîíåíò íå ³ñíóº íàïðÿìêó, â ÿêîìó ïðîõîäÿòü õâèë³ âñ³õ ÷àñòîò. 

Íàéá³ëüø õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ âïëèâó ì³æôàçíîãî ïàðàìåòðó íà 

ñòðóêòóðó çîí ïðîïóñêàííÿ õâèëü º ¿õ ñèëüíå çâóæåííÿ ïðè çá³ëüøåíí³. 

Âèÿâèòè ö³ âóçüê³ çîíè, îñîáëèâî ïðè âèñîêèõ ÷àñòîòàõ, ìîæëèâî ò³ëüêè 

ïî àíàë³çó òèï³â êîëèâàíü íà ìåæàõ çîí ïðîïóñêàííÿ îá’ºìíèõ õâèëü. 

Ïðè çá³ëüøåíí³ ì³æôàçíèõ ïàðàìåòð³â ãðàíèö³ çîí ïðîïóñêàííÿ 

àñèìïòîòè÷íî íàáëèæàþòüñÿ äî äèñïåðñ³éíèõ êðèâèõ äëÿ íîðìàëüíèõ 

õâèëü çñóâó â øàðàõ òîâùèíîþ 1h  ³ 2h . 

 
à)      á) 

Ðèñóíîê 1 
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Íà ðèñ.1 íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó ôîðì õâèëü äëÿ òîãî æ 

ìàòåð³àëó ïðè 96,0=k  (ðèñ.1,à) òà 92,1=k  (ðèñ.1,á) íà ãðàíè÷íèõ 

÷àñòîòàõ çîí ïðîïóñêàííÿ íà äâîõ ïåð³îäàõ ñòðóêòóðè. Íà ðèñ.1,à 

êðèâà 1 â³äïîâ³äàº íèæí³é ãðàíèö³ ïåðøî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ 

( 601746,21 =ω , SS-êîëèâàííÿ), êðèâà 2 – âåðõí³é ãðàíèö³ ïåðøî¿ çîíè 

ïðîïóñêàííÿ ( 369278,32 =ω , AS-êîëèâàííÿ), êðèâà 3 – íèæí³é ãðàíèö³ 

äðóãî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 556016,33 =ω , SA-êîëèâàííÿ), êðèâà 4 – 

âåðõí³é ãðàíèö³ äðóãî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 230742,44 =ω , SS-

êîëèâàííÿ), êðèâà 5 – íèæí³é ãðàíèö³ òðåòüî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ 

( 572015,115 =ω , ÀÀ-êîëèâàííÿ), êðèâà 6 – âåðõí³é ãðàíèö³ òðåòüî¿ çîíè 

ïðîïóñêàííÿ ( 658619,116 =ω , ÀS-êîëèâàííÿ). Íà ðèñ.1,á êðèâà 1 

â³äïîâ³äàº íèæí³é ãðàíèö³ ïåðøî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 799316,31 =ω , SS-

êîëèâàííÿ), êðèâà 2 – âåðõí³é ãðàíèö³ ïåðøî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ 

( 929859,32 =ω , SÀ-êîëèâàííÿ), êðèâà 3 – íèæí³é ãðàíèö³ äðóãî¿ çîíè 

ïðîïóñêàííÿ ( 234196,63 =ω , ÀS-êîëèâàííÿ), êðèâà 4 – âåðõí³é ãðàíèö³ 

äðóãî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 374857,64 =ω , SS-êîëèâàííÿ), êðèâà 5 – 

íèæí³é ãðàíèö³ òðåòüî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 706880,115 =ω , ÀÀ-

êîëèâàííÿ), êðèâà 6 – âåðõí³é ãðàíèö³ òðåòüî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ 

( 782537,116 =ω , ÀS-êîëèâàííÿ). 

Âàðòî â³äçíà÷èòè òàêîæ, ùî ôîðìè êîëèâàíü íà âåðõí³é ãðàíèö³ 

ïåðøî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ³ íà íèæí³é ãðàíèö³ äðóãî¿ çîíè 

ïðîïóñêàííÿ ì³íÿþòüñÿ ì³ñöÿìè: ïðè 96,0=k  öå áóäóòü â³äïîâ³äíî 

AS- òà SA-êîëèâàííÿ, à ïðè 92,1=k  ñòàþòü â³äïîâ³äíî SA- òà AS-

êîëèâàííÿìè. 
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ÓÄÊ 534-21:537.226.86 
Ë.Î. Ãðèãîð’ºâà  

ÏÐÎ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÌÅÒÎÄÓ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÏÐÈ 

ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍ² ÅËÅÊÒÐÎÌÅÕÀÍ²×ÍÈÕ ÍÅÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÕ 

ÊÎËÈÂÀÍÜ Ï’ªÇÎÊÅÐÀÌ²×ÍÎÃÎ ØÀÐÓ ÏÐÈ 

ÅËÅÊÒÐÈ×ÍÎÌÓ ÍÀÂÀÍÒÀÆÅÍÍ²  

Â äàí³é ðîáîò³ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ïîáóäîâàíî àíàë³òè÷íèé 

ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî òîâùèíí³ êîëèâàííÿ ïëîñêîãî ï’ºçîêåðàì³÷íîãî 

øàðó ïðè íåñòàö³îíàðíèõ åëåêòðè÷íèõ íàâàíòàæåííÿõ. Äëÿ 

ðîçâ’ÿçàííÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äëÿ ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³é 

ðîçâ’ÿçêó âèêîðèñòîâóºòüñÿ ÷èñåëüíèé ìåòîä, ùî äîçâîëÿº ñóòòºâî 

çá³ëüøèòè ³íòåðâàë ðîçâ’ÿçêó ïî ÷àñîâ³é êîîðäèíàò³. 

Êîëèâàííÿ ïîëÿðèçîâàíîãî ïî òîâùèí³ ï’ºçîêåðàì³÷íîãî øàðó 

òîâùèíîþ h2  îïèñóþòüñÿ ð³âíÿííÿì ðóõó òà ð³âíÿííÿì Ãàóñà [3] 
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Íà çîâí³øí³õ åëåêòðîäîâàíèõ â³ëüíèõ â³ä ìåõàí³÷íèõ 

íàâàíòàæåíü ïîâåðõîíü hx ±=  çàäàºòüñÿ ð³çíèöÿ åëåêòðè÷íîãî 

ïîòåíö³àëó )(2 tV : 

 )(),( tVth ±=±ϕ ; 0),( =± thxσ . (3) 
Ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ ïåðåì³ùåíü òà ¿õ øâèäêîñòåé ïðèéìàºìî 

íóëüîâèìè: 

 0)0,( ==txu ; 0)0,( ==txu� . (4) 
Äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ (1) ç âðàõóâàííÿì ìàòåð³àëüíèõ 

ñï³ââ³äíîøåíü (2) ìîæíà çâåñòè äî ð³âíÿíü  
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Òóò ïîñò³éíà ρε /)/( 33
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33331

SE ecc += − øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ 

åëåêòðîïðóæíî¿ õâèë³ â íàïðÿìêó ïîëÿðèçàö³¿ . 
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²íòåãðóþ÷è (6) ïðè åëåêòðè÷íèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ ç (3), 

îòðèìóºìî âèðàç äëÿ åëåêòðè÷íîãî ïîòåíö³àëó ÷åðåç ïåðåì³ùåííÿ 

 )(),(),(),(
33

33 tV
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h
xtxuetx S +⎟
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⎜
⎝
⎛ −=

ε
ϕ . (7) 

Ç (2) ç âðàõóâàííÿì (7) ìàºìî âèðàç äëÿ ìåõàí³÷íèõ íàïðóæåíü: 
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Åëåêòðè÷íà ³íäóêö³ÿ ïîñò³éíà ïî òîâùèí³ øàðó ³ âèçíà÷àºòüñÿ 

âèðàçîì  

 )()()(( 33
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33 tV
h

htcfhtcf
h

eDx

ε
−−−+= . (9) 

Â ñï³ââ³äíîøåííÿõ (1)-(9) ââîäÿòüñÿ áåçðîçì³ðí³ âåëè÷èíè [3] 
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äå ρρ =00 , Ecc 3300 = , S
3300 εε = , 0000 chth ρ= – íîðìóþ÷³ âåëè÷èíè. 

Äëÿ çàãàëüíîñò³ ðîçâ’ÿçêó ïàðàìåòð h  íå âèêëþ÷àºìî, à ïðèéìàºìî 

1=h . Íàäàë³ çíàêè áåçðîçì³ðíîñò³ îïóùåí³, ³ âñ³ ðåçóëüòàòè 

ïðåäñòàâëåí³ â áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³.  

Òàê ÿê â çàäà÷³ (1)–(4) ìåõàí³÷í³ ïåðåì³ùåííÿ àíòèñèìåòðè÷í³, à 

íàïðóæåííÿ ñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ñåðåäèííî¿ ïëîùèíè, òî ðîçâ’ÿçîê 

áóäåìî øóêàòè â îáëàñò³ ],0[ hx ∈  ïðè ãðàíè÷íèõ óìîâàõ  

0),0( =tu ; 

 0)(),(),( 33
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Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à (1)–(4) çâåëàñü äî çàäà÷³ (5) (11) ïðè 

ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (4). Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ (5) 

ïðåäñòàâëÿºòüñÿ [2] ôîðìóëîþ Äàëàìáåðà  

 )()(),( 11 xtcgxtcftxu −++= , (12) 

äå )(⋅f , )(⋅g – äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿. Ï³äñòàâëÿþ÷è (12) â ïåðøó 

ãðàíè÷íó óìîâó ç (11), âèðàæàºìî îäíó øóêàíó ôóíêö³þ ÷åðåç ³íøó: 

 0)()( 11 =+ tcgtcf   )()( zfzg −=⇒ .  

Òåïåð ïåðåì³ùåííÿ áóäåìî øóêàòè â âèãëÿä³ 
 )()(),( 11 xtcfxtcftxu −−+= . (13) 

Ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ 

0)()( =−− xfxf    0)()( =−′+′⇒ xfxf  ïðè  ],0[ hx ∈ . 
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 0))()((1 =−′−′ xfxfc     0)(' =⇒ zf   ïðè ],[ hhz −∈ . 

 ⇒ 0)( == constzf   ïðè  ],[ hhz −∈ . (14) 
Äðóãà ãðàíè÷íà óìîâà (10) ç âðàõóâàííÿì (13) ïðèéìàº âèãëÿä 
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1
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c
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=  ³ çàì³íó çì³ííèõ 

htcz += 1 , çâ³äêè 1/)( chzt −= , òî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (15) äëÿ 

âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ )(zf  ïðè hz >  ïðèéìàº âèãëÿä: 

 )/)(()2()2()()( 1chzbVhzfahzfzfazf −−−−−′−=−′ . (16) 

²íòåãðóþ÷è ð³âíÿííÿ (16) ïî ä³ëÿíêàõ hnzhn )12()12( +<≤− , 

çíàõîäèìî ôóíêö³þ )(zf  íà èíòåðâàë³ ],[ 1 hTchz +∈ , äå T − äîâæèíà 

³íòåðâàëó ÷àñó, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ. Ìåõàí³÷í³ ïåðåì³ùåííÿ 

çíàõîäÿòüñÿ çà (13), åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë, ìåõàí³÷í³ íàïðóæåííÿ ³ 

åëåêòðè÷íó ³íäóêö³þ− çà (7)-(9) â³äïîâ³äíî. 

Àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çâè÷àéíîãî íåîäíîð³äíîãî 

äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó (16) ïðè êîíêðåòíèõ 

ôóíêö³ÿõ íàâàíòàæåííÿ º äîñèòü òðóäîºìíèì çàâäàííÿì, ùî 

ïîâ’ÿçàíî ç ñóòòºâèì óñêëàäíåííÿì ïðàâî¿ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ ç 

çðîñòàííÿì ³íòåðâàëó ÷àñó, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó 

ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü äî ðîçãëÿäàííÿ êîëèâàíü ï’ºçîêåðàì³÷íèõ ò³ë 

óñêëàäíåíî íåîáõ³äí³ñòþ âèêîðèñòàííÿ âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ íàáëèæåíü. 

Òàêèì ÷èíîì, îïòèìàëüíèì ñïîñîáîì çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó íà 

äîñèòü âåëèêèõ ³íòåðâàëàõ ÷àñó ïðè äîâ³ëüíèõ íàâàíòàæåííÿõ º 

÷èñåëüíå ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿííÿ (16). Äëÿ öüîãî ââåäåìî ðîçáèòòÿ 

³íòåðâàëó ])12(,[ hnhz −−∈ ,  äå n  − íàéìåíøå ö³ëå ÷èñëî, ùî 

çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü hnhTc )12(1 −≤+ : 

 { }12,...,1,,/)1( +=∈=∆−∆−== nkiZkkhzhzizizω . 

Ðîçâ’ÿçîê áóäåìî øóêàòè â òî÷êàõ ðîçáèòòÿ )( ii zff = .  

Ç (14) ìàºìî, ùî ïðè 121 +≤≤ ki  0=if . Ïðè 12 +> ki  äëÿ 

ðîçâ’ÿçàííÿ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ÿê ÿâíîþ  zfff iii ∆−=′ + /)( 1 , òàê ³ 

íåÿâíîþ zfff iii ∆−=′ ++ /)( 11  ñõåìîþ. Òàê ÿê ïðåäñòàâëåí³ ìåòîäè ìàþòü 

ïåðøèé ïîðÿäîê òî÷íîñò³, äëÿ äîñòàòíüî¿ òî÷íîñò³ îá÷èñëåíü îáîìà 

ìåòîäàìè âèáèðàºìî äîñèòü âåëèêó ê³ëüê³ñòü òî÷îê ðîçáèòòÿ, 

íàïðèêëàä, 50=k . 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

80  ISSN 1562-9945 

Â ÿêîñò³ ïðèêëàäó ðîçãëÿäàºòüñÿ ï’ºçîêåðàì³÷íèé øàð ç 

êåðàì³êè PZT-4 [3], ÿêîìó â³äïîâ³äàþòü áåçðîçì³ðí³ ñòàë³ 59.033 =e , 

133 =c , 1=ρ , 133 =ε . Äî çîâí³øí³õ åëåêòðîäîâàíèõ ïîâåðõîíü øàðó 

ìèòòºâî ïðèêëàäàºòüñÿ ïîñò³éíèé åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë 

)()( 0 tHVtV = , 10 =V , äå )(tH − ôóíêö³ÿ Õåâ³ñàéäà.  

Ðèñ. 1 ³ëþñòðóº çì³íó ïåðåì³ùåíü íà çîâí³øí³é ïîâåðõí³ 1−=x  

(à) òà çì³íó ìåõàí³÷íèõ íàïðóæåíü â ñåðåäèíí³é ïîâåðõí³ 0=x  (á) íà 

³íòåðâàë³ ]60,0[∈t , ùî º çíà÷íî á³ëüøèì çà ³íòåðâàë ÷àñó, ùî 

ðîçãëÿäàºòüñÿ â [1]. 

 
Ðèñóíîê 1 

Áà÷èìî, ùî íà ðîçãëÿíóòîìó ³íòåðâàë³ àìïë³òóäà êðèâèõ 

ïåðåì³ùåíü çì³íþºòüñÿ ìàéæå íà 40%, ïðè ÷îìó ìàêñèìàëüí³ 

ïåðåì³ùåííÿ âèíèêàþòü ïðè 40>t . Çì³íà íàïðóæåíü â ÷àñ³ á³ëüø 

çíà÷íà, ³ ìàêñèìàëüí³ ñòèñêóþ÷³ íàïðóæåííÿ 2.2max =xσ  âèíèêàþòü 

ïðè 37=t . 

Ïðè ïåðåõîä³ äî ðîçì³ðíèõ çì³ííèõ íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè, ùî 

êîåô³ö³ºíò íàâàíòàæåííÿ íå ïîâèíåí ïåðåâèùóâàòè áåçðîçì³ðíîãî 

çíà÷åííÿ  
4

0 10−=V . Ïðè òàêîìó êîåô³ö³ºíò³ ìàêñèìàëüí³ ðîçì³ðí³ 

çíà÷åííÿ ìåõàí³÷íèõ íàïðóæåíü äîñÿãàþòü МПа58.30max =σ , à 
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â³äïîâ³äí³ ¿ì ìàêñèìàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ â øàð³ òîâùèíîþ ммh 22 =  

ð³âí³ ммu -4
max 1035.1 ⋅= . Ðîçãëÿíóòî ³íòåðâàë ÷àñó ct 41053.10 −⋅≤≤ . 
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Ñ.À. Ãðèãîð’ºâ   

ÒÎÂÙÈÍÍ² ÍÅÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍ² ÊÎËÈÂÀÍÍß 

Ï’ªÇÎÊÅÐÀÌ²×ÍÎ¯ ÊÓË² ÏÐÈ ÅËÅÊÒÐÈ×ÍÎÌÓ ÇÁÓÐÅÍÍ² 

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâ³ ÷èñåëüíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçàííÿ 

òà àíàë³çó ðàä³àëüíèõ íåñòàö³îíàðíèõ êîëèâàíü ïîðîæíèñòî¿ 

ï’ºçîêåðàì³÷íî¿ ïîëÿðèçîâàíî¿ ïî òîâùèí³ êóë³ ïðè åëåêòðè÷íèõ 

çáóðåííÿõ. Íåõàé âíóòð³øí³é ðàä³óñ êóë³ hRr −=1 , çîâí³øí³é – 

hRr +=2 . Êîëèâàííÿ êóë³ îïèñóþòüñÿ ð³âíÿííÿì ðóõó ³ 

êâàç³ñòàòè÷íèì ð³âíÿííÿì äëÿ åëåêòðè÷íèõ çì³ííèõ [2] 
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Ïî÷àòêîâ³ óìîâè íàêëàäàþòüñÿ íà ïåðåì³ùåííÿ òà ¿õ øâèäêîñò³ 

[3] 

 )()0,(
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xuxu = ; )()0,(
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xutx
t
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∂
∂

.  (3) 

Íà çîâí³øí³õ â³ëüíèõ â³ä ìåõàí³÷íèõ íàâàíòàæåíü 

åëåêòðîäîâàíèõ ïîâåðõíÿõ ñôåðè çàäàºòüñÿ åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë. 

Ìàºìî ãðàíè÷í³ óìîâè â âèãëÿä³: 

 0),( =± thRrrσ ; )(),( tVthR ±=±ϕ . (4) 
Ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó (1)-(4) çâîäèìî äî áåçðîçì³ðíîãî 

âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ ïîçíà÷åíü 
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R
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=ε , (5) 

äå 00ρ , 00c , 00ε , 0000 chth ρ= – íîðìóþ÷³ âåëè÷èíè. Ââåäåííÿ 

ïàðàìåòðà êðèâèçíè ε  äîçâîëÿº â ÷àñòèííîìó âèïàäêó ïðè 0=ε  

çíàõîäèòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî êîëèâàííÿ ïëîñêîãî ï’ºçîêåðàì³÷íîãî 

øàðó [1]. Íàäàë³ çíàêè áåçðîçì³ðíîñò³ îïóñêàþòüñÿ. 
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Ìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü åëåêòðîïðóæíîñò³ (1), (2) â áåçðîçì³ðíîìó 

âèãëÿä³ 
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Ïî÷àòêîâ³ ³ ãðàíè÷í³ óìîâè (3)(4) íå çì³íþþòü ñâîãî âèãëÿäó. 

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ (6)(7)(3)(4) áóäóºòüñÿ 

÷èñåëüíà ñõåìà íà îñíîâ³ ñ³òêîâèõ àïðîêñèìàö³é ³ ð³çíèöåâèõ ñõåì. Â 

³íòåðâàë³ ³íòåãðóâàííÿ ]1,1[−∈x  ââîäèòüñÿ ðîçáèòòÿ Ω  òàêèì ÷èíîì, 

ùî êðàéí³ òî÷êè ðîçáèòòÿ çíàõîäÿòüñÿ íà â³äñòàí³ 2/x∆  â³ä ê³íö³â 

³íòåðâàëó: 

 ;)5.0({ xnixi ∆−−==Ω }/1;12,...,1,0 nxni =∆+= . 
Ìåõàí³÷í³ ïåðåì³ùåííÿ òà åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë áóäåìî 

øóêàòè â âóçëàõ ðîçáèòòÿ, à ìåõàí³÷í³ íàïðóæåííÿ ³ åëåêòðè÷íà 

³íäóêö³ÿ – â öåíòðàõ êîì³ðîê ðîçáèòòÿ. Ð³çíèöåâà ôîðìà ð³âíÿíü 

åëåêòðîïðóæíîñò³ (6) çàïèñóºòüñÿ äëÿ âíóòð³øí³õ òî÷îê ðîçáèòòÿ ³ 

ïðèéìàº âèãëÿä: 
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Ìàòåð³àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) çàïèñóºìî â öåíòðàõ êîì³ðîê 
ðîçáèòòÿ: 
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Çíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü òà åëåêòðè÷íîãî ïîòåíö³àëó â çàêîíòóðíèõ 

òî÷êàõ ðîçáèòòÿ âèêëþ÷àþòüñÿ ç ð³âíÿíü çà äîïîìîãîþ ð³çíèöåâî¿ 

ôîðìè ãðàíè÷íèõ óìîâ. Îòðèìóºìî íàñòóïí³ âèðàçè: 

 )(2 010 tV−−= ϕϕ ;  

 )(2 0212 tVnn +−=+ ϕϕ ;  
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Ðîçâ’ÿçóþ÷ó ñèñòåìó ð³âíÿíü îòðèìóºìî øëÿõîì ï³äñòàíîâêè â 

(8) ñï³ââ³äíîøåíü (9), (10). Äëÿ ³íòåãðóâàííÿ ïî ÷àñó ââîäèìî 

ðîçáèòòÿ tω  ³íòåðâàëó ÷àñó ],0[ Tt ∈ ç êðîêîì t∆ . Ðîçâ’ÿçîê øóêàºòüñÿ 

çà äîïîìîãîþ ÿâíî¿ ð³çíèöåâî¿ ñõåìè 
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àáî ìåòîäîì Íüþìàðêà  
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äå ξ – ïàðàìåòð ñõåìè.  

Ïðè âèêîðèñòàíí³ ñõåìè Íüþìàðêà (12) ìàºìî ñèñòåìó 
11 ++ =⋅ kk FUM , ç ÿêî¿ âñ³ øóêàí³ âåëè÷èíè çíàõîäÿòüñÿ îäíî÷àñíî. 

Ïðè çàñòîñóâàíí³ ÿâíî¿ ñõåìè (11) ìåõàí³÷í³ ïåðåì³ùåííÿ íà 1+k -ìó 

÷àñîâîìó øàð³ çíàõîäÿòüñÿ ÷åðåç çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 

åëåêòðîìåõàí³÷íîãî ñòàíó íà ïîïåðåäí³õ ÷àñîâèõ øàðàõ çà äîïîìîãîþ 

ñòàíäàðòíèõ âèðàç³â ìåòîäó, òîä³ ÿê åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë  

çíàõîäèòüñÿ ç ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü, ùî îòðèìóºòüñÿ ç 

ð³çíèöåâî¿ ôîðìè êâàç³ñòàòè÷íîãî ð³âíÿííÿ äëÿ åëåêòðè÷íî¿ ³íäóêö³¿.  

Ïðîàíàë³çóâàâøè ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü, âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ 

ìåòîäà Íüþìàðêà îïòèìàëüíèì º çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà 5.0=ξ . 

Ðîçâ’ÿçêè îáîìà ìåòîäàìè ñï³âïàëè ç òî÷í³ñòþ 99% ïðè 31=n , 

0125.0=∆t .  Â³äì³òèìî, ùî ìåòîä Íüþìàðêà ÿê àáñîëþòíî ñò³éêèé 

ìåòîä äàº äîñòàòíþ çá³æí³ñòü  ³ ïðè çíà÷íî á³ëüøèõ ( 0250.0=∆t ) 

çíà÷åííÿõ êðîêó ïî ÷àñîâ³é êîîðäèíàò³, í³æ ÿâíà ñõåìà. 

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî âèìóøåí³ íåñòàö³îíàðí³ êîëèâàííÿ  êóë³ 

ç êåðàì³êè PZT-4 [2] ç ïàðàìåòðîì  êðèâèçíè 1.0=ε  ïðè íóëüîâèõ 

ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ òà íàâàíòàæåíí³ åëåêòðè÷íèì ïîòåíö³àëîì, ùî 

îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ )()( 0 tHVtV = , äå )(tH − ôóíêö³ÿ Õåâ³ñàéäà. Çà 

íîðìóþ÷³ âåëè÷èíè âèáðàíî ρ , Ec33 , 
S
33ε , E

h cht 33ρ= . Ïðè ïåðåõîä³ äî 

ðîçì³ðíèõ âåëè÷èí äëÿ ô³çè÷íîñò³ çàäà÷³ ââàæàºìî 4
0 10−=V , ммh 1= . 
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Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà äèíàì³êà çì³íè ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü u  

ð³çíèõ òî÷îê ñò³íêè êóë³. Áà÷èìî, ùî êîëèâàííÿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 

0=x îïèñóþòüñÿ ãëàäêèìè êðèâèìè ç ïåð³îäîì 43≈uT , à ïåðåì³ùåííÿ 

çîâí³øí³õ ïîâåðõîíü, êð³ì êîëèâàíü ç ïåð³îäîì uT , çä³éñíþþòü 

êîëèâàííÿ â³äíîñíî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ ç ïåð³îäîì, ùî º ïîäâîºíèì 

÷àñîì ïðîá³ãó åëåêòðîïðóæíî¿ õâèë³ òîâùèíè ñò³íêè êóë³. Ïåð³îä 

êîëèâàíü ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà êðèâèçíè ε . 

Â³äì³òèìî, ùî ïðèêëàäåíå íàâàíòàæåííÿ âèêëèêàº ïåð³îäè÷íå 

ðîçøèðåííÿ  êóë³ ç ìàêñèìàëüíèì ðîçì³ðíèì â³äõèëåííÿì 

ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ ммu 4
max 1011 −⋅= . 

 

 
Ðèñóíîê 1 

 

 

Ðèñóíîê 2 

 

Ðàä³àëüí³ íàïðóæåííÿ ìàêñèìàëüí³ íà ñåðåäèíí³é ïîâåðõí³. Ðèñ. 

2 ³ëþñòðóº çì³íó ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü ïðè 0=x . Áà÷èìî, ùî 
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íàïðóæåííÿ â ïåðåð³ç³ âèíèêàþòü ìèòòºâî çã³äíî äî ðîçïîä³ëó 

åëåêòðè÷íîãî ïîòåíö³àëó â ìîìåíò ïðèêëàäàííÿ íàâàíòàæåííÿ, ³ ç 

÷àñîì äîñÿãàþòü ìàêñèìàëüíîãî ðîçì³ðíîãî çíà÷åííÿ МПа18max =σ .  

Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÀ 
1. Æàðèé Î. Þ., Óëèòêî À. Ô. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó íåñòàöèîíàðíûõ 

êîëåáàíèé è âîëí. Ê.: Âûùà øêîëà, 1989. – 184 ñ.  
2. Øóëüãà Í. À., Áîëêèñåâ À. Ì. Êîëåáàíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë.– 

Ê: Íàóê. äóìêà, 1990.– 228 ñ. 
3. Øóëüãà Ì. Î. Ïðî âàð³àö³éíèé ïðèíöèï Ãàì³ëüòîíà-Îñòðîãðàäñüêîãî 

³ ïî÷àòêîâî-êðàéîâ³ äèíàì³÷í³ çàäà÷³ åëåêòðîïðóæíîñò³ // Äîï. ÍÀÍ 
Óêðà¿íè.—2008. − ¹ 6.—Ñ. 36-45. 

 

 

 

 

 

Ïîëó÷åíî 26.03.2008 ã. 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  87 

ÓÄÊ 534.21:537.226.86:537.634 
Â.Â. Ëåâ÷åíêî, Ë.Ï.Çèí÷óê  

ÎÁÚÅÌÍÛÅ ÂÎËÍÛ ÑÄÂÈÃÀ Â ÌÅÒÀËËÈÇÈÐÎÂÀÍÍÛÕ 

ÔÅÐÐÈÒ–ÏÜÅÇÎÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÐÅÄÀÕ 

Ââåäåíèå. Ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé òåõíèêè îáóñëàâëèâàåò 

íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñòðóêòóðàõ ñ 

óñëîæíåííûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî 

êàñàåòñÿ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, îáðàçîâàííûõ ÷åðåäîâàíèåì 

ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòîñòðèêöèîííîé êîìïîíåíò. Ñî÷åòàíèå 

ôåððèìàãíèòíûõ  è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ â ðàäèîýëåêòðîííûõ 

óñòðîéñòâàõ îáåñïå÷èâàåò äîïîëíèòåëüíûå ñïîñîáû óïðàâëåíèÿ 

ðàñïðîñòðàíåíèåì ñèãíàëîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, áëàãîäàðÿ 

âçàèìîäåéñòâèþ ìåõàíè÷åñêîé, ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé 

ñîñòàâëÿþùåé. 

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîò ïî èçó÷åíèþ àêóñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ 

ñëîèñòûõ ñðåä ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ 

êîëåáàíèé â ðåãóëÿðíî-ñëîèñòûõ ñèñòåìàõ, îáçîð êîòîðûõ ìîæíî 

íàéòè â [7,8,10]. Ìàãíèòîóïðóãèå  è ýëåêòðîóïðóãèå ñäâèãîâûå âîëíû 

â ñëîèñòî-ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ðàññìàòðèâàëèñü â [1-5,9]. Â [6] 

ïîñòðîåíû  äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ íîðìàëüíûõ âîëí, 

ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñòðóêòóðàõ ôåððèò-ïüåçîýëåêòðèê. Öåëüþ 

íàñòîÿùåé ðàáîòû  ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ìåòàëëèçàöèè è 

ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîðîæäàþùåãî ïàêåòà ñëîåâ íà óñëîâèÿ 

ñóùåñòâîâàíèÿ ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ îáúåìíûõ âîëí ñäâèãà â 

ðåãóëÿðíî-ñëîèñòûõ ôåððèò-ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåäàõ.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ. Ïóñòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå 

êîîðäèíàò Oxyz  ðàññìàòðèâàåìàÿ ñëîèñòàÿ ñòðóêòóðà ìîäåëèðóåòñÿ 

ïåðèîäè÷åñêèì ïîâòîðåíèåì âäîëü îñè ox  «ïîðîæäàþùåãî ïàêåòà», 

ñîñòîÿùåãî èç òðåõ ñëîåâ: ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ êëàññà 6mm 

òîëùèíû 1ph , ñëîÿ ôåððèòà êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè òîëùèíû fh  è 

âòîðîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ òîãî æå êëàññà òîëùèíû 2ph . 

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòè ïàêåòà ìåòàëëèçèðîâàíû, ïðè ýòîì  

ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé íå ó÷èòûâàþòñÿ, à ïðèíèìàåòñÿ 

âî âíèìàíèå ëèøü èõ ýêðàíèðóþùèé ýôôåêò. Îñü ox  äåêàðòîâîé 

ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâìåùåíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè 
                                 

  © ËÅÂ×ÅÍÊÎ Â.Â., ÇÈÍ×ÓÊ Ë.Ï., 2008 
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êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèìè îñÿìè ôåððèòà è ïüåçîýëåêòðèêà è 

ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòÿì ðàçäåëà ñëîåâ, à ïëîñêîñòü ozy  

ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ïåðâîãî ñëîÿ â ïàêåòå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîëíà 

â èññëåäóåìîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè oy . 

Ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå 0H  íàïðàâëåíî âäîëü îñè oz , êîòîðàÿ 

ÿâëÿåòñÿ è îñüþ ñèììåòðèè äëÿ ïüåçîýëåêòðèêà. Âîëíîâîé ïðîöåññ â 

ñëîÿõ ôåððèòà è ïüåçîýëåêòðèêà îïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 

ëèíåàðèçèðîâàííûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé ìàãíèòî– è 

ýëåêòðîóïðóãîñòè. 

Â áåçîáìåííîì è ìàãíèòîñòàòè÷åñêîì  ïðèáëèæåíèÿõ 

ðàñïðîñòðàíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ (ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñèìîñòü ïî 

âðåìåíè ( )tiω−exp ) ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí ñäâèãà â  

ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîÿõ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé [3] 

 ppptp ucu ∆=∂ *
,44

2ρ , 0=∆ pψ , 00 =∆ pϕ . (1) 

à â ñëîÿõ ôåððèòà ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìîé [4] 

 ffftf ucu ∆=∂ *
,44

2ρ ,   0=∆ fψ ,  00 =∆ fϕ . (2) 

Â ñèñòåìàõ óðàâíåíèé (1) è (2) ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ: 

( )MHH ωωωω +=0 , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+= )(McHbcc f,f,

*
f,

2
0

2
440

22
4444 1 ωωγ , 

pppp ecc ,11
2

,15,44
*

,44 ε+= , 0HH γω = , MM πγω 4= , γ – ãèðîìàãíèòíàÿ 

ïîñòîÿííàÿ, M – íàìàãíè÷åííîñòü íàñûùåíèÿ ôåððèòà, 

fff ubH ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−= 2

0
2

0
24 ωωπγϕψ , ( ) ppppp ue ,11,15 εϕψ −= , b  – 

ìàãíèòîóïðóãàÿ ïîñòîÿííàÿ, fϕ , 0fϕ  – ìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû 

ñîîòâåòñòâåííî â ôåððèòå è ïüåçîýëåêòðèêå, pϕ , 0pϕ  – 

ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ñîîòâåòñòâåííî â ïüåçîýëåêòðèêå è 

ôåððèòå. Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ïàðàìåòðû, 

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ñëîÿì â ïàêåòå, 

ñîîòâåòñòâåííî ñ èíäåêñàìè 1p , 2p  è 1,0f , 2,0f . 

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)–(2) â êàæäîì èç ñëîåâ áóäåì 

èñêàòü â âèäå 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −Ω+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −Ω= *

1,1
)2(
,1

*
1,1

)1(
,11 cossin pnpnppnpnpp xxBxxBu , 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= *

1,
)2(
,1

*
1,

)1(
,11,0 chsh pnnppnnpf xxkAxxkAϕ , 
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 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= *

1,
)2(
,1

*
1,

)1(
,11 chsh pnnppnnpp xxkDxxkDψ , 

 
*

1,
*

2,1 pnpn xxx <<− ; 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −Ω+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −Ω= *

,
)2(

,
*

,
)1(
, cossin fnfnffnfnff xxBxxBu , 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= *

,
)2(

,
*

,
)1(
, chsh fnnffnnff xxkAxxkAψ , (3) 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= *

,
)2(

,
*

,
)1(
,0 chsh fnnffnnfp xxkDxxkDϕ , 

 
*

f,n
*

p,n xxx <<1 ; 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −Ω+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −Ω= *

2,
)2(
,2

*
2,2

)1(
,22 cossin pnpinppnpnpp xxBxxBu , 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= *

2,
)2(
,2

*
2,

)1(
,22,0 chsh pnnppnnpf xxkAxxkAϕ  

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= *

2,
)2(
,2

*
2,

)1(
,22 chsh pnnppnnpp xxkDxxkDψ , 

 
*

2,
*

, pnfn xxx << ; 

 …,2,1,0 ±=n , 

ãäå ( ) 1
*

1, 1 ppn hhnx +−= , ( ) fpfn hhhnx ++−= 1
*

, 1 , nhx pn =*
2, , 

21 pfp hhhh ++= ,  
22 kk ff −=Ω , 

222
ff ck ω= , fff cc ρ*

,44
2 = , 

22 kk pjpj −=Ω , 
222
pjpj ck ω= , pjpjpj cc ρ*

,44
2 = , ( 2,1=j ). 

Â ðåøåíèÿõ (3) ìíîæèòåëü ( )tikyi ωδ −exp  îïóùåí. Âåëè÷èíà 

1±=δ , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí â ïîëîæèòåëüíîì èëè 

îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè oy  ñîîòâåòñòâåííî. 

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà âíóòðåííèõ ïëîñêîñòÿõ ðàçäåëà 

ñâîéñòâ ïàêåòà âûïîëíÿþòñÿ  óñëîâèÿ [3,5]: 

(ãðàíèöà ïüåçîýëåêòðèê – ôåððèò) 

 pjxpjfxpjxpjfxfxf ebucbuc ψϕψ ∂+∂+∂=∂+∂ ,150
**

,44
**

,44 , pjf uu = , 

 jfff uC ,0
)4( ϕψ =+ , jfxfyfyfx uCCC ,0

)3(
0

)2(
0

)1(
0 ϕψψ ∂=∂+∂+∂ , (4) 

pjp ϕϕ =0 ,   pjxppxf ψεϕε ∂=∂ ,110,11 ,   ( 2,1=j ); 

 

(ãðàíèöà ïüåçîýëåêòðèê 1 – ìåòàëë – ïüåçîýëåêòðèê 2)  

22,152
*

2,4411,151
*

1,44 pxppxppxppxp euceuc ψψ ∂+∂=∂+∂ ,  

21 pp uu = ,   0=pjϕ ,   0,0 =∂ jfxϕ    ( 2,1=j ).                        (5) 
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Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ (3) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4), (5), ïîëó÷èì 

ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )2(

,1
)1(
,1,1 ,col npnpnp BBB

G
, 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )2(

,2
)1(
,2,2 ,col npnpnp BBB

G
, ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )2(

,
)1(
,, ,col nfnfnf BBB

G
, ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )2(

,1
)1(
,1,1 ,col npnpnp AAA

G
, 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )2(

,2
)1(
,2,2 ,col npnpnp AAA

G
, ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )2(

,
)1(
,, ,col nfnfnf AAA

G
, ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )2(

,1
)1(
,1,1 ,col npnpnp DDD

G
, 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )2(

,2
)1(
,2,2 ,col npnpnp DDD

G
, ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= )2(

,
)1(
,, ,col nfnfnf DDD

G
 âèäà 

 ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++ 11

*
2,111,15,111

~;~;; ppunpppunppp AkbNDkeNBaN
GGG

θ  

 ( ) nfunff AbNBaN ,
*

2, 0;0;
GG

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+= , 

 ( ) =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+ nffunfff AkbNBaN ,

*
2,

~;;
GG

θ  

 ( ) ( ) npunppunpp AbNDeNBaN ,2
*

2,22,15,22 0;0;0;
GGG

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++= , (6) 

 ( ) ( ) =+ npppunppp DkeNBaN ,222,15,222
~;;

GG
θ  

 ( ) ( ) 1,11,151,11 0;0; ++ += nppunpp DeNBaN
GG

, 

 ( ) ( ) ( ) nffunffnppp BbNAbMAkM ,,,111 0;0;~ GGG
+= , 

 ( ) ( ) ( ) nppnfffunfff AMBbNAkbM ,22,, 0;~;
GGG

=+ θ , 

 ( ) 0~
,22

)2(
2 =nppp AkM

GG
, ( ) 00 1,1

)2(
1 =+npp AM

GG
, 

 ( ) ( ) ( ) nffnppppunppp DEBkeNDkE ,,11,111,15,111,11 0;~;~;
GGG

εε =+ , 

( ) ( ) ( ) npppunppnfff BeNDEDkE ,22,15,22,11,,11 0;0;~;
GGG

+= εε , 

 ( ) ( ) 00;0; 1,11,15
)2(

1,11,11
)2( =+ ++ npppunpp BeNDE

GGGG
ε , 

( ) ( ) 0;~; ,222,15
)2(

,222,11
)2( =+ nppppunppp BeNDkE

GGGG
θε , 

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ 

 ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
pjpj

pjpipjpj
pjpj

aa
aN

θθ
θθ

θ
cossin

sincos
; , 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

00

~~~; ,15,15
,15

pjpjpjpj
pjpju

kshkekchkekeN , 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

ff

ffff
ff

aa
aN

θθ
θθ

θ
cossin

sincos
);( ,  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

00

~~~;
**

*
2

ff
fu

kshkbkchkbkbN , 
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 ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−=
pj

pj

pj
pj

pj

pjpjpjpu
eeeN θ
ε

θ
ε

θ cossin

00
;

,11

,15

,11

,15,15 , 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=

pjpj

pjpjpjpj
pjpj kchksh

kshkch
kE ~~

~~
~; ,11,11

,11
εε

ε , 

 ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

+−−
=

ff

ffff
ff kchksh

kchCkshCkshCkchCkbM ~~
~~~~~;

)2()1()2()1(
, 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
=

pjpj

pjpj
pjpj kchksh

kkshkkch
kM ~~

~~
~

, ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

ff

ff
ffu

C

CC
bN

θθ

θθ
θ

cossin

cossin
; )4(

)3()3(

, 

pjpjpj ca Ω= *
,44 , pjpj khk =

~
, ( 2,1=j ), fff ca Ω= *

,44 , ff khk =
~

, 

Mbb π4* = , 
)1(

0
)1( kCC = ,  

)2(
0

)2( kCiC σ= ,  
)3(

0
)3( kCiC σ= . Âåêòîðû-ñòðîêè 

)(iE
G

, 
)(i

puN
G

, 
)(
1
i

pM
G

, 
)(
2

i
pM
G

 – îáðàçîâàíû i  - é ñòðîêîé ñîîòâåòñòâóþùåé 

ìàòðèöû, à êîýôôèöèåíòû 
)1(

0C , 
)2(

0C , 
)3(

0C , 
)4(C  ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå 

[5].  

Âûïîëíèâ ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå 

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íåèçâåñòíûìè 

 npnpnp BPBPD ,212,111,1
GGG

+= ,   npnpnp BPBPD ,222,121,2
GGG

+= , 

 nfpnp BPA ,1,1
GG

= ,  nfpnp BPA ,2,2
GG

= ,   nffnf BPA ,,
GG

= , 

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèö fP , 1pP , 2pP  ââåäåíû â [5], 
ij

lmP , ýëåìåíòû 

ìàòðèö lmP , èìåþò âèä 

 
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= ,1

*
1,150

)2(
2

0
21

1,11

)1(
11 ;1

pppup
pep

eNEEE
E

P θ
ε

GGG
, 

 
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 2

*
2,15

)2(*
2,15

)2(
221

1,11

)1(
12 ;0;1

pppuppup
pep

eNeNE
E

P θ
ε

GGG
, 

 022
12

21
12

21
11 === PPP , 

*
1,15

22
11 peP −=  

pj

pj
pj

ke
e

,11

,15*
,15 ε

= , 

 ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+= −

,1
*

1,151111,1102,11
1

21 ;~;0; pppuppp eNPkEEEP θεε , 

 ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= − 0;~;0; *

2,151211,1102,11
1

22 ppuppp eNPkEEEP εε , 

201 pppe EEEE = , ( ) ( )0;~; ,11
1

,11 pjpjpjpj EkEE εε −= ,  
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 ( ) ( )0;~; ,11
1

,110 fff EkEE εε −= , ]1;0[)0( =E
G

, 

à âåêòîðû-ñòðîêè 
)(i

pjE
G

, 
)(i

puN
G

, 
)(iP

G
 – îáðàçîâàíû i - é ñòðîêîé 

ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû. 

Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé (6) ê âèäó 

 ( ) ( ) nffnppp BaNBaN ,
*

,111
* 0;;

GG
=θ , 

 ( ) ( ) nppnfff BaNBaN ,22
*

,
* 0;;

GG
=θ , (7) 

 ( ) ( ) 1,11
*

,222
* 0;; += nppnppp BaNBaN

GG
θ . 

Çäåñü ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) KPkeNPkeNaNaN ppuppupppp 1211,151111,151111
* ~;~;;; ++= θθ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1
2111,15111,1511

* ~;0;0;0; −++= KPkeNPeNaNaN ppupupp , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1
2122,152222,152222

* ~;~;;; −++= KPkeNPkeNaNaN ppuppupppp θθ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) KPkeNPeNaNaN ppupupp 1222,15222,1522
* ~;0;0;0; ++= , 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 1
1211,15

1
2

212,1511
1

~;0;;0;

0;;0;;
−−

−

−×

×−=

PkeNaNaNaN

PeNaNaNaNK

ppufffp

puppfff

θ

θθ
, 

 ( ) ( ) 2
*

2
*

2
* 0;~;;; puffuffff PbNPkbNaNaN ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+= θθ , 

 ( ) ( ) 11
*

2
*

2
* ~;0;0;0; ppufuff PkbNPbNaNaN ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+= . 

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äàåò âîçìîæíîñòü 

ïðèìåíèòü ïîäõîä, ðàçâèòûé â [7], è ïîçâîëÿåò ñâåñòè âîïðîñ î 

ñóùåñòâîâàíèè îáúåìíûõ âîëí â ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðå ê 

èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû 

âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= −

−− 1
2

*
22

*1**1
1

*
11

* 0;;0;;0;; pppfffppppf aNaNaNaNaNaNN θθθ . 

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ è âûâîäû. Â îáùåì ñëó÷àå 1det ≠pfN , à ýòî 

îçíà÷àåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû pfN  íå áóäåò 

âîçâðàòíûì. Íåâîçâðàòíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 

îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì â ïàêåòå ñëîÿ ñ ìàãíèòîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè. 

Â ðàáîòàõ [4,5,7] ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì 

ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåìíûõ âîëí â ñòðóêòóðàõ, ïîäîáíûõ 

ðàññìàòðèâàåìîé, ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà åäèíèöå 

îïðåäåëèòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû ïîðîæäàþùåãî ïàêåòà ñëîåâ. 
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Àíàëèç âûðàæåíèÿ pfNdet  ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà òîëùèí 

ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ 21 pp hh =  çíà÷åíèå 1det =pfN , à 

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû pfN  ñòàíîâèòñÿ âîçâðàòíûì. 

Ïðè ýòîì ñîâïàäåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ 

ñëîåâ íå òðåáóåòñÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåìíûõ 

ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí èìååò âèä  

  1≤pfb , 2/pfpf SpurNb = . 

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ðàâåíñòâå òîëùèí îáðàìëÿþùèõ 

ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ  ðàñïðîñòðàíåíèå ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ âîëí 

îáëàäàåò ñâîéñòâîì âçàèìíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, 

÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû äëÿ 

ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí áóäåò âîçâðàòíûì, åñëè ðàñïðîñòðàíåíèå 

ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ âîëí â ñòðóêòóðå áóäåò âçàèìíûì. 

Àíàëèç âûðàæåíèÿ  pfNdet  â îáùåì ñëó÷àå  ïîçâîëÿåò 

çàêëþ÷èòü, ÷òî  îòëè÷èå pfNdet  îò åäèíèöû çàâèñèò îò 

íåñèììåòðè÷íîñòè ñâîéñòâ ïàêåòà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 

21 fp hhx += , à âåëè÷èíà 1−pfNdet  îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû â 3-5 

çíàêå ïîñëå çàïÿòîé âî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò, çà èñêëþ÷åíèåì  

îêðåñòíîñòåé ÷àñòîò âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí, ãäå îòëè÷èå îò åäèíèöû  

ñóùåñòâåííî. 

 Äëÿ ïîíèìàíèÿ îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, 

îáóñëîâëåííûõ íàëè÷èåì ñïåêòðîâ óïðóãèõ è ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ 

âîëí, âàæíî çíàòü õàðàêòåð ôîðìèðîâàíèÿ ýòèõ ñïåêòðîâ â 

ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóðàõ. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå äèñïåðñèîííûõ 

óðàâíåíèé äëÿ ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ âîëí â íàøåì ñëó÷àå 

ëîêàëèçîâàíî â äèàïàçîíå ÷àñòîò ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++ MH

M
H ; ωωωω   

2
. Ïðè îòñóòñòâèè 

ìåòàëëèçàöèè â ñòðóêòóðå áóäóò ñóùåñòâîâàòü îáúåìíûå 

ìàãíèòîñòàòè÷åñêèå âîëíû, ëîêàëèçîâàííûå â 

èíòåðâàëå ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

20
M

H; ωωω . Åñëè 0→pih , òî äèñïåðñèîííûå êðèâûå  äëÿ 

ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ âîëí âûðîæäàþòñÿ â ïðÿìóþ MH ωωω += . 

Îáúåìíûå ìàãíèòîóïðóãèå âîëíû áóäóò ñóùåñòâîâàòü è ïðè íóëåâûõ 

òîëùèíàõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ, à îñíîâíûå ýôôåêòû 
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âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí áóäóò èìåòü ìåñòî â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû 

MH ωω + . Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ îäèí èç ýôôåêòîâ ìåòàëëèçàöèè. Â 

ñëó÷àå ðîñòà îòíîøåíèÿ fpi h/h  äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ äëÿ 

ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ âîëí çàðîæäàåòñÿ ïðè ÷àñòîòàõ âñå áîëåå 

áëèçêèõ ê ÷àñòîòå 
2
M

H
ωω + . 

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ðÿä îñîáåííîñòåé 

ðàñïðîñòðàíåíèÿ îáúåìíûõ âîëí. Â ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãîì ñëó÷àå  

äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ äëÿ ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ âîëí ðàñïàäàåòñÿ íà 

äâå êðèâûå 1=pfb  è 1−=pfb . Âíå îêðåñòíîñòåé ãðàíèö çîí 

ïðîïóñêàíèÿ  ýòè êðèâûå ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþòñÿ. Â îêðåñòíîñòè ýòèõ 

çîí ïðîèñõîäèò èõ ðàñùåïëåíèå, è êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå 

îäèíàêîâîìó çíà÷åíèþ pfb , âçàèìîäåéñòâóþò. Ïîñëå ðàñòàëêèâàíèÿ 

âûñøàÿ äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ ïåðåõîäèò â íèçøóþ, è ñ óäàëåíèåì îò 

òî÷êè ðàñòàëêèâàíèÿ ïðèíèìàåò íàêëîí (ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü) 

íèçøåé. 

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïîëó÷åíû äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ 

äëÿ îáúåìíûõ ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí ñäâèãà è èññëåäîâàíî 

âëèÿíèå ìåòàëëèçàöèè è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîðîæäàþùåãî 

ïàêåòà ñëîåâ íà óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ âîëí â ðåãóëÿðíî-

ñëîèñòûõ ôåððèò-ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåäàõ. 

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 
1. Çèí÷óê Ë.Ï., Ïîäëèïåíåö À.Í., Øóëüãà Í.À. Ýëåêòðîóïðóãèå 

ñäâèãîâûå âîëíû â ñòðàòèôèöèðîâàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå // 
Ïðèêë. ìåõ.– 1988.–  24, ¹ 3.–  Ñ. 45–51. 

2. Çèí÷óê Ë.Ï., Ëåâ÷åíêî Â.Â., Øóëüãà Í.À. Ðàñïðîñòðàíåíèå 
îáúåìíûõ ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí ñäâèãà â ðåãóëÿðíî–ñëîèñòîé ñpåäå 
òèïà ìåòàëë – ïüåçîýëåêòðèê //Ìàò. ìåòîäû è ôèç.– ìåõ. ïîëÿ.–  
1989.–  Âûï. 30.– Ñ.4–8. 

3. Çèí÷óê Ë.Ï., Ïîäëèïåíåö À.H. Ïîâåðõíîñòíûå ñäâèãîâûå âîëíû â 
ñëîèñòûõ êîìïîçèöèÿõ "ìåòàëë–ïüåçîêåðàìèêà" // Ïðèêë. 
ìåõàíèêà.– 1989. – 25, ¹ 11.– Ñ.54–61.  

4. Ëåâ÷åíêî Â.Â. Ìàãíèòîóïðóãèå îáúåìíûå âîëíû ñäâèãà â 
ðåãóëÿðíî-ñëîèñòûõ ôåððèò-äèýëåêòðè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ // 
Ïðèêë. ìåõàíèêà. -1990. –26, ¹2. –Ñ. 36–41. 

5. Ëåâ÷åíêî Â.Â. Î âëèÿíèè ìåòàëëèçàöèè íà ðàñïðîñòðàíåíèå 
îáúåìíûõ ìàãíèòîóïðóãèõ âîëí ñäâèãà â ïåðèîäè÷åñêèõ 
ñòðóêòóðàõ // Ïðèêë. ìåõàíèêà. -2003. –38, ¹ 12. –Ñ. 53–60. 

6. Ëåâ÷åíêî Â.Â., Çèí÷óê Ë.Ï. Ðàñïðîñòðàíåíèå 
ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ ñäâèãîâûõ âîëí â ñëîèñòî–ïåðèîäè÷åñêèõ 
ñòðóêòóðàõ òèïà «ôåððèò–ïüåçîýëåêòðèê» // Ñèñòåìí³ òåõíîëîã³¿. 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  95 

Ðåã³îíàëüíèé ì³æâóç³âñüêèé çá³ðíèê íàóêîâèõ ïðàöü. –Âèï. 4 
(51). – Äí³ïðîïåòðîâñüê, 2007. – Ñ. 21–26. 

7. Øóëüãà Í.À. Îñíîâû ìåõàíèêè ñëîèñòûõ ñðåä ïåðèîäè÷åñêîé 
ñòðóêòóðû. – Ê.: Íàóê. äóìêà, 1981. – 200 ñ. 

8. Øóëüãà Í.À., Ïîäëèïåíåö À.Í. Îáúåìíûå âîëíû â ñëîèñòûõ 
êîìïîçèòàõ // Äèíàìèêà è óñòîé÷èâîñòü ìàòåðèàëîâ – Ê.: Íàóê. 
äóìêà, 1993. – Ñ.  35–83. (Ìåõàíèêà êîìïîçèòîâ: Â 12 ò. Ò.2). 

9. Øóëüãà Ì.Î., Ëåâ÷åíêî Â.Â. Ïîâåðõíåâ³ ìàãí³òîïðóæí³ õâèë³ â 
ôåðèò-ìåòàë-ä³åëåêòðè÷í³é ðåãóëÿðíî-øàðóâàò³é ñòðóêòóð³ // Äîï. 
ÍÀÍÓ– 1996. – ¹ 6. – Ñ. 63 – 67. 

10. Øóëüãà Í.À. Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâÿçàííûõ âîëí â ïåðèîäè÷åñêè-
íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì 
ïîëåì // Ïðèêë. ìåõàíèêà. – 2003. – 39, ¹ 10. – Ñ. 38 – 68. 

 

 

 

 

 

Ïîëó÷åíî 17.04.2008 ã. 

 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

96  ISSN 1562-9945 

ÓÄÊ 534.01;62.4.01 
È.È. Àíèêüåâ, Ì.È. Ìèõàéëîâà, À.Ò. Çàáóãà, Í.Ï. Ïëàõòèåíêî, 

Å.À. Ñóùåíêî   

Î ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ Ñ ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÌ 

ÄÅÌÏÔÅÐÎÌ Â ÌÅÕÀÍÈÇÌÅ ÑÅÉÑÌÎÈÇÎËßÖÈÈ 

Ââåäåíèå. Ñî âòîðîé ïîëîâèíû 20 ñòîëåòèÿ äëÿ çàùèòû 

ñîîðóæåíèé îò çåìëåòðÿñåíèé ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ ìåõàíèçìû 

ñåéñìîèçîëÿöèè (ÌÑ) [1–5]. Òàêèå ìåõàíèçìû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ 

óìåíüøåíèÿ æåñòêîñòè ñâÿçè çàùèùàåìûõ îáúåêòîâ ñ ãðóíòîì è 

âíåñåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ äèññèïàöèè ýíåðãèè 

ñåéñìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïðîøëîãî 

ñòîëåòèÿ ñòàëè ðàçâèâàòüñÿ ïîäõîäû äëÿ ñåéñìîçàùèòû ñîîðóæåíèé, 

îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè â ÌÑ óïðàâëÿåìûõ äåìïôåðîâ 

ïîëóàêòèâíîãî òèïà. 

Óïðàâëÿåìîå äåìïôèðóþùåå âîçäåéñòâèå äîñòàòî÷íî ïðîñòîé 

êîíñòðóêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü èñïîëüçóÿ äåìïôèðóþùèå 

óñòðîéñòâà, ñîäåðæàùèå ñîëåíîèäû ñ ôåððîìàãíèòíûìè 

ñåðäå÷íèêàìè. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíûì 

ñïîñîáîì óñòàíàâëèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà êîíòàêòíîé ñèëû 

âçàèìîäåéñòâèÿ ñåðäå÷íèêà ñîëåíîèäà ñ ôåððîìàãíèòíûì òåëîì è 

ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ñ 

óïðàâëÿåìûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ôðèêöèîííûì äåìïôåðîì îáúåêòà ñ 

îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çàêîíàõ óïðàâëåíèÿ 

òîêîì ñîëåíîèäà. 

Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà è ìîäåëü êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñ 

ýëåêòðîìàãíèòíûì ôðèêöèîííûì äåìïôåðîì, óïðàâëÿåìûì ïî 

ñïîñîáó îáðàòíîé ñâÿçè. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà êîëåáàòåëüíàÿ 

ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òâåðäîãî òåëà, èìåþùåãî ñôåðè÷åñêèå âûåìêè 

ðàäèóñà R , óñòàíîâëåííîãî íà ñôåðè÷åñêèå îïîðíûå ýëåìåíòû 

ðàäèóñà Rr < , ïîçâîëÿþùèå âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå 

ïåðåìåùåíèÿ íåñîìîãî òåëà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ôåððîìàãíèòíîé 

ïîâåðõíîñòè íåñóùåé ïëàòôîðìû. Òåëî íåñåò ñîëåíîèä ñ 

ôåððîìàãíèòíûì ñåðäå÷íèêoì, ñâîáîäíî ñêîëüçÿùèì ïî 

âåðòèêàëüíîé íàïðàâëÿþùåé è êîíòàêòèðóþùèì ñ øåðîõîâàòîé 

ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. 
                                 

  © ÀÍÈÊÜÅÂ È.È., ÌÈÕÀÉËÎÂÀ Ì.È., ÇÀÁÓÃÀ À.Ò., ÏËÀÕÒÈÅÍÊÎ Í.Ï., 
ÑÓÙÅÍÊÎ Å.À., 2008 
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Ðèñóíîê 1 

 

Ïðè íàëè÷èè òîêà I  â îáìîòêå ñîëåíîèäà åãî áàøìàê 

ïðèæèìàåòñÿ ê ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ ñ ñèëîé )I(N . Â ðåçóëüòàòå ïðè 

äâèæåíèè ìàññû âîçíèêàåò ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ TF , 

íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâ âåêòîðà ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ 

ìàññû  

 xsign)I(NfFT �= , (1.1) 
ãäå f  – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, )I(N)I(N −=  – 

íåïðåðûâíàÿ ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà I , 
dt
dxx =�  – ãîðèçîíòàëüíàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ òåëà. Ñ ïîìîùüþñèñòåìû 

óïðàâëåíèÿ ñ êîíòóðîì îáðàòíîé ñâÿçè [3], ñîäåðæàùåì 

àêñåëåðîìåòð, èíòåãðàòîð è óñèëèòåëü, âåëè÷èíà òîêà â îáìîòêå 

ñîëåíîèäà ìîæåò áûòü ñäåëàíà ïðîïîðöèîíàëüíîé àáñîëþòíîìó 

óñêîðåíèþ èëè ñêîðîñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîçðà÷íûõ ðåçóëüòàòîâ 

áóäåì ñ÷èòàòü åãî àïåðèîäè÷åñêèì çâåíîì ïåðâîãî ïîðÿäêà [3] è 

ñîäåðæàùèì îäèí èäåàëüíûé èíòåãðàòîð. Â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó 

òîêîì â ñîëåíîèäå è èçìåðÿåìûì ïàðàìåòðîì äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà 

ïðåäñòàâèìà â âèäå 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ξ+

ξ+
=+

)),t(x(
dt
dK

)),t(x(
dt
dK

I
dt
dIT

2

2

a

v
 (1.2) 
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ãäå )K(K,T va  – ïîñòîÿííûå âðåìåíè è êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ 

ñèãíàëà àêñåëåðîìåòðà (âåëîñèìåòðà) êîíòóðà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ 

òîêîì, )t(ξ  – èçâåñòíûé çàêîí ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ íåñóùåé 

ïëàòôîðìû. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (1.2) îòâå÷àåò óïðàâëåíèþ ïî 

ñêîðîñòè, âòîðîå – ïî óñêîðåíèþ. Äîïîëíèì ñîîòíîøåíèÿ (1.2) 

êîíòóðà óïðàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ãîðèçîíòàëüíîãî 

äâèæåíèÿ ñèñòåìû òåë 

 2

2

2

2

dt
dmcx

dt
dxsign)I(Nf

dt
xdm ξ

−=++ , (1.3) 

ãäå m  – ïðèâåäåííàÿ ê ãîðèçîíòàëüíîé îñè ìàññà âñåõ 

ïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, 
)rR(4

gmc 0
−

= , 0m – ìàññà òâåðäîãî òåëà, 

81,9g = ì/ñ2. Ýòà ôîðìóëà ñëåäóåò èç [5]. 

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.2), (1.3) ïðè 0T ≠  ìîæåò áûòü ÷èñëåííî 

ïðîèíòåãðèðîâàíà ïðè ôóíêöèè )I(N , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ 

Ëèïøèöà.  

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàíèé òåëà, ñîãëàñíî óðàâíåíèé 

(1.2), (1.3), íåîáõîäèìî âûáðàòü õàðàêòåðèñòèêó ñèëû )I(N  

êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëåíîèäà ñ ïîâåðõíîñòüþ íåñóùåé 

ïëàòôîðìû. 

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ñîëåíîèäà ê 

ôåððîìàãíèòíîìó òåëó. Äëÿ ìàãíèòîâ è ñîëåíîèäîâ ïðîèçâîëüíîé 

ôîðìû íèêàêèõ ïðîñòûõ çàâèñèìîñòåé ñèëîâûõ õàðàêòåðèñòèê îò 

ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ìàãíåòèêà è èíäóêöèè óêàçàòü íåëüçÿ [4]. 

Ýòî ïîëîæåíèå ïðåæäå âñåãî êàñàåòñÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ñîëåíîèäîì 

ôåððîìàãíèòíûõ òåë. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ 

ñîëåíîèäîâ ñ ôåððîìàãíèòíûìè êîíñòðóêòèâíûìè ýëåìåíòàìè ìîæåò 

áûòü âûïîëíåíî èñêëþ÷èòåëüíî ýêñïåðèìåíòàëüíî òîëüêî äëÿ 

îáúåêòîâ çàäàííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû. Äëÿ èëëþñòðàöèè 

îïèñàííîé ñèòóàöèè ïîñòðîèì ýêñïåðèìåíòàëüíî õàðàêòåðèñòèêó )I(N  

ñèëû ïðèòÿæåíèÿ êîíêðåòíûì ñîëåíîèäîì ôåððîìàãíèòíûõ òåë â 

çàâèñèìîñòè îò ïðîòåêàþùåãî â íåì òîêà. Ñõåìà îïûòîâ ïðèâåäåíà íà 

ðèñ. 2. 
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Ðèñóíîê 2 

 

Ðèñóíîê 3 

Ýëåêòðîìàãíèò (ñîëåíîèä), ñîñòîÿùèé èç êàòóøêè (1) è 

ìàãíèòîìÿãêîãî ñòàëüíîãî ñåðäå÷íèêà (2) ôèêñèðîâàëñÿ â 

íåïîäâèæíîì äåðæàòåëå â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè. Êàòóøêà 

ïîäêëþ÷àëàñü ê èñòî÷íèêó ïèòàíèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà Á5-47 (3), ñèëà 

òîêà â öåïè êàòóøêè èçìåðÿëàñü ñ ïîìîùüþ öèôðîâîãî ïðèáîðà Ù 

4313 (4). Âåñ ñîëåíîèäà ñîñòàâëÿë 1 Í.  

Ê íà÷àëüíîìó ãðóçó â âèäå ñòàëüíîãî äèñêà, íåïîñðåäñòâåííî 

êîíòàêòèðóþùåìó ñ ñåðäå÷íèêîì ñîëåíîèäà (5), ñ ïîìîùüþ íèòè (6) 

êðåïèëèñü ïðîáíûå ãðóçû (7). Âåñ ãðóçîâ ñîñòàâëÿë 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 

3.0, 4.0 Í. 

Â íà÷àëå êàæäîãî îïûòà ïî êàòóøêå ïðîïóñêàåòñÿ òîê, ïðè 

êîòîðîì çàäàííûé ãðóç çàâåäîìî óäåðæèâàëñÿ â êîíòàêòå ñ 

ñåðäå÷íèêîì ñîëåíîèäà. Çàòåì òîê ïîñòåïåííî ñíèæàëñÿ äî çíà÷åíèÿ, 

ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèëî ïàäåíèå ãðóçà. Íèæå â òàáëèöå 

ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðåäíèõ èçìåðåíèé ïî 7 îïûòàì âåñà N îò 

òîêà I â êàòóøêå. 

Òàáëèöà 1. 

N , Í 0 0,5 1,0 1,5 2,0 3,0 4,0 

I , ìÀ 0 18,2 31,1 36,8 43,8 57,1 63,5 

 

Îá àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè îò òîêà êîíòàêòíîé ñèëû 

ïðèòÿæåíèÿ ñîëåíîèäà 

Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ñîëåíîèäà ñ 

ìàãíèòîìÿãêèì ñåðäå÷íèêîì ôåððîìàãíèòíûõ òåë ìîæåò áûòü òàêæå 

âûðàæåíà êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì 
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÷åòíîñòè. Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé 

àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè êîíòàêòíîé ñèëû ïðèòÿæåíèÿ )I(N  

èñïîëüçóåì ÷åòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì 24  ðîìáè÷åñêèå 

ãàðìîíèêè êðàòíîãî àðãóìåíòà [4].  

 
⎩
⎨
⎧

−σ
σ−

=σ
3q/
q/1

cor  
при
при

 
;q4q2

,2
≤σ<

≤σ
 (3.1) 

q4)q/4(E,2q σ−σ=σ= , )x(E  – öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x , σ  – 

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Àïïðîêñèìàòèâíóþ ôîðìóëó ìåòîäà 

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ èñêîìîé çàâèñèìîñòè )I(N  ïðåäñòàâèì â 

ôîðìå 

 ∑
=

σ−=
n

1
))I(cor1(b)I(N

A
A A , maxI/qI2)I( =σ , (3.2) 

îáðàùàþùåéñÿ â íîëü ïðè 0I = , ÷òî îòâå÷àåò ôèçè÷åñêîìó 

ñîäåðæàíèþ çàäà÷è. 

Äëÿ êðèâîé çíàêîïîñòîÿííîé êðèâèçíû òèïà ïàðàáîëû â ýòîé 

ôîðìóëå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ÷ëåíàìè ðÿäà, ñîäåðæàùèì 

21 b,b . Òàêóþ àïïðîêñèìàöèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íàçàâåì 

áèðîìáîïàðàáîëîèäàëüíîé. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà 

áèðîìáîïàðàáîëîèäàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîíòàêòíîé ñèëû, 

ïîëó÷åííàÿ ïðè Imax=63,5 ìÀ. Â ýòîì ñëó÷àå b1=1,9; b2= -0,5. 

Èìåþùàÿñÿ çäåñü òî÷êà èçëîìà õàðàêòåðèçóåò íà÷àëî èíòåíñèâíîé 

îðèåíòàöèè ìîëåêóëÿðíûõ òîêîâ ñåðäå÷íèêà ñîëåíîèäà ïî åãî 

âåêòîðó ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè. 

×èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.2), (1.3) 

âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò äèíàìè÷íîñòè ïî óñêîðåíèþ 

 )t(max)t()t(xmax
tt

ξξ+=µ ������ , 

õàðàêòåðèçóþùèé óñèëåíèå ïåðåíîñíîãî óñêîðåíèÿ 

êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìîé. Ïåðåíîñíîå óñêîðåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå 

ñóïåðïîçèöèè çàòóõàþùèõ ãàðìîíèê 

 [ ]∑
=

λ− α+νν+α+νλ−=ξ
M

1k
kkkkkk

t
k )tsin()tcos(ea)t( k�� . 

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âûáèðàåì òàêèìè: 

 ( ) ,4M,M,1k,k
M

,05,0),1k(
M
2,1aa,5,0mf kkkk ==

ω
=ν=λ=λ−

π
=α===  

 [ ] [ ]11,0,2T,5,15,0Kv ∈ρρ
ω
π

=∈ . 
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèìåì íóëåâûìè 0)0(I;0)0(x;0)0(x === � . Íà 

ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà ïîâåðõíîñòü ),K( vv ρµ=µ . Êàê âèäèì, ñ 

óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ vK  è óìåíüøåíèåì ïîñòîÿííîé 

âðåìåíè )(T ρ  êîýôôèöèåíò µ  óìåíüøàåòñÿ.  

 

 Ðèñóíîê 4      Ðèñóíîê. 5 

Âû÷èñëèì ôóíêöèþ ),K( ρµ=µ aa  ïðè óïðàâëåíèè äåìïôåðîì ïî 

óñêîðåíèþ äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ρ  è KKK v ==a  è ñîñòàâèì ðàçíîñòü 

),K(),K(),K( vv ρ∆=ρµ−ρµ aa . 

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà ïîâåðõíîñòü ),K( ρ∆ , õàðàêòåðèçóþùàÿ 

êîëè÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå âëèÿíèÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ (1.2) íà 

ãàøåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Èç ðèñ. 

5 âèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ∆  ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé âåëè÷èíîé. Ýòî 

îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìàëîé ïîñòîÿííîé âðåìåíè áîëåå ýôôåêòèâíûì 

ÿâëÿåòñÿ óïðàâëåíèå ïî ñêîðîñòè. Íàîáîðîò, ñ óâåëè÷åíèåì 

ïîñòîÿííîé T  êîíòóðà îáðàòíîé ñâÿçè óïðàâëåíèå ïî óñêîðåíèþ 

ñòàíîâèòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå. 
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ÓÄÊ 539.3 
Ã.Ì. Áàêëàíîâà  

ÑÓÒÜ ÏÐÎÁËÅÌÈ ÑÒ²ÉÊÎÑÒ² ÌÀÑÈÂÀ Ç ÃÎÐÈÇÎÍÒÀËÜÍÎÞ 

ÂÈÐÎÁÊÎÞ, ÎÁÓÌÎÂËÅÍÎÞ ÍÀßÂÍ²ÑÒÞ ÏËÀÑÒÈ×ÍÈÕ 

ÄÅÔÎÐÌÀÖ²É 

Âñòóï. Äîñë³äæåííÿ ïðóæíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ã³ðíè÷îãî 

ìàñèâó á³ëÿ âèðîáîê, à òàêîæ îö³íêà éîãî ç ïîçèö³é òåîð³¿ ì³öíîñò³ º 

îñíîâíèìè â ìåõàí³ö³ ã³ðíè÷èõ ïîð³ä. Îäíàê ïèòàííÿ ïðî ñò³éê³ñòü 

ñòàíó ð³âíîâàãè ìàñèâ³â á³ëÿ âèðîáîê âèâ÷àþòüñÿ íåäîñòàòíüî, 

íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ëîêàëüíà âòðàòà ñò³éêîñò³ äóæå íàïðóæåíèõ 

÷àñòîê ìàñèâó á³ëÿ âèðîáîê ìîæå áóòè ïî÷àòêîâèì åòàïîì ïðîöåñó 

ðóéíóâàííÿ, îñîáëèâî ïðè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³ÿõ, â çâ’ÿçêó ç 

ñóòòºâîþ êîíöåíòðàö³ºþ ñòèñêàþ÷èõ íàïðóæåíü. 

Âïåðøå äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ ìàñèâó á³ëÿ ã³ðíè÷èõ âèðîáîê, â 

îñíîâ³ ÿêîãî áóëî çàñòîñîâàíî ïðèáëèçíèé ï³äõ³ä â òåîð³¿ ñò³éêîñò³ 

äåôîðìîâàíèõ ò³ë, âèêîíàíî Ë.Â.ªðøîâèì [1]. 

Á³ëüø ñòðîãèé ï³äõ³ä ïðè äîñë³äæåíí³ çàäà÷ ñò³éêîñò³ ã³ðíè÷èõ 

âèðîáîê, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ òðèâèì³ðíî¿ ë³íåàðèçîâàíî¿ 

òåîð³¿ ñò³éêîñò³ äåôîðìîâàíèõ ò³ë, çàïðîïîíîâàíî Î.Ì.Ãóçåì [2]. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Â äàí³é ðîáîò³ íà îñíîâ³ ë³íåàðèçîâàíî¿ òåîð³¿ 

äîñë³äæóºòüñÿ ñò³éê³ñòü ïðóæíî-ïëàñòè÷íîãî íåñòèñëèâîãî ìàñèâó ç 

öèë³íäðè÷íîþ øàðîâîþ ïîðîæíèíîþ ðàä³óñà R. Ïðî ñò³éê³ñòü 

òðèâèì³ðíèõ ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ ò³ë ïðè íåîäíîð³äíèõ äîêðèòè÷íèõ 

äåôîðìàö³ÿõ áóäåìî ñóäèòè, âèõîäÿ÷è ç ïîâåä³íêè ìàëèõ çáóäæåíü â 

ðàìêàõ ë³íåàðèçîâàíî¿ òðèâèì³ðíî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ìàëèõ ïðóæíî-

ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é k
ii Aεσ = ïðè íåçì³ííèõ çîíàõ ðîçãðóçêè, 

ÿê³ ç’ÿâëÿþòüñÿ â äîêðèòè÷íîìó ñòàí³, òîáòî áóäåìî ñë³äóâàòè 

óçàãàëüíåí³é êîíöåïö³¿ ïðîäîâæóþ÷îãî íàâàíòàæåííÿ [2]. 

Ìåòîä. Äëÿ ð³øåííÿ çàäà÷è ïðî ñò³éê³ñòü ãîðèçîíòàëüíî¿ 

âèðîáêè, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè çàòóõàííÿ íà íåñê³í÷åííîñò³, 

âèêîðèñòàºìî âàð³àö³éíèé ìåòîä. Âèêîðèñòàííÿ âàð³àö³éíîãî ìåòîäó 

ðîçâ’ÿçêó äîçâîëÿº çâåñòè çàäà÷ó äî äîñë³äæåííÿ ôóíêö³îíàëó [2] 

 ( ) ∫ ∇⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∇=

V
ji

ijij dVupgupuJ αβ
αβχ

2
1,  (1) 
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íà åêñòðåìóì, äå p  - çáóðåííÿ ã³äðîñòàòè÷íîãî òèñêó, 
αβχ ij

 - 

êîìïîíåíòè òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãó, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ â çàëåæíîñò³ 

â³ä âèáîðó òåîð³¿ ïëàñòè÷íîñò³. Â çâ’ÿçêó ç â³äñóòí³ñòþ ïîâåðõí³ 

ðîçä³ëó çîí ïðóæíîñò³ òà ïëàñòè÷íîñò³ âèðàçè äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà 

{ χ } ìàþòü ì³ñöå äëÿ âñüîãî ïðîñòîðó. Â ðàç³ òåîð³¿ òåêó÷îñò³ 

íåîáõ³äíî âðàõóâàòè íàÿâí³ñòü ïðóæíî¿ òà ïëàñòè÷íî¿ çîí, â ÿêèõ 

êîìïîíåíòè 
αβχ ij

 (1) âèçíà÷àþòüñÿ íà îñíîâ³ ð³çíèõ ñï³ââ³äíîøåíü. 

Âòðàòà ñò³éêîñò³ ïðóæíî-ïëàñòè÷íîãî ìàñèâà ïî îáîì òåîð³ÿì 

äîñë³äæåíà â ðàìêàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Ïðè ðîçãëÿä³ ïðóæíî-

ïëàñòè÷íîãî ìàñèâà ç âèðîáêîþ äîêðèòè÷íèé ñòàí áóäå íåîäíîð³äíèì 

³ ðîçâ’ÿçîê çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ñòåïåíåâèõ òà òðèãîíîìåòðè÷íèõ 

ðÿä³â. 

Ðåçóëüòàòè. Îòðèìàí³ õàðàêòåðèñòè÷í³ ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 

ïàðàìåòð³â êðèòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ äëÿ ïîðîæíèíè, ÿêà 

äîñë³äæóºòüñÿ. Â òàáë. 1 òà 2 íàâåäåí³ äåÿê³ ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ 

êðèòè÷íèõ íàâàíòàæåíü â ðàç³ âèêîðèñòàííÿ äåôîðìàö³éíî¿ òåîð³¿ 

(äëÿ k=1; 0,9; 0,8; 0,5) òà òåîð³¿ òåêó÷åñò³ (äëÿ àðã³ë³òó òà ïåñ÷àíèêà). 

Òàáëèöÿ 1 

Çíà÷åííÿ '
cq E . 

K 
N 1,0 0,9 0,8 0,5 

2 0,558 0,663 0,756 1,275 

3 0,561 0,639 0,729 1,125 

4 0,528 0,585 0,654 1,002 

5 0,513 0,558 0,600 0,894 

Çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíèõ êðèòè÷íèõ äåôîðìàö³é 
∗ε äëÿ çíà÷åíü 

k=1; 0,9; 0,8; 0,5 â³äïîâ³äíî äîð³âíþþòü 0,257; 0,251; 0,240; 0,224. 

Òàáëèöÿ 2 

N  Àðã³ë³ò Ïåñ÷àíèê 

 
∗

0q  
∗

0sr  
∗ε  

eq ∗

0  
e∗ε  

дефq ∗

0
деф∗ε ∗

0q  
∗

0sr  
∗ε  

2 0,481 8,349 0,380 0,588 0,294 0,528 0,302 0,496 0,703 0,373 

3 0,445 8,062 0,350 0,561 0,281 0,513 0,292 0,454 6,725 0,341 

4 0,431 7,885 0,339 0,528 0,264 0,470 0,262 0,440 6,610 0,329 

5 0,424 7,812 0,333 0,513 0,257 0,439 0,240 0,432 6,552 0,323 
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Àíàë³ç íàâåäåíèõ â òàáë.1 òà 2 ðåçóëüòàò³â äîçâîëÿþòü çðîáèòè 

âèñíîâêè, ùî âàð³àö³éíèé ìåòîä ð³øåííÿ äîñòàòíüî åôåêòèâíèé. 

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â êðèòè÷íèõ íàâàíòàæåíü, îòðèìàíèõ ³ç 

çàñòîñóâàííÿì îáîõ òåîð³é, ÿê³ñíî ñîãëàñóþòüñÿ ì³æ ñîáîþ. Ìàº ì³ñöå 

íåçíà÷íà (ìåíøå 5%) ðîçá³æí³ñòü êðèòè÷íèõ íàâàíòàæåíü äëÿ 

àðã³ë³òà(k=0,751). Ïðè öüîìó êðèòè÷í³ äåôîðìàö³¿, îòðèìàí³ â ðàç³ 

çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ òåêó÷åñò³, â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä êðèòè÷íèõ 

äåôîðìàö³é, îòðèìàíèõ ïî äåôîðìàö³éí³é òåîð³¿, ïðèáëèçíî íà 30%.  

Òàêèì ÷èíîì, çîíè ðîçä³ëó ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòåé 

ïîð³ä ìîæóòü ñóòòºâî âïëèâàòè íà ñò³éê³ñòü âèðîáêè. 

Ïðåäñòàâëÿºòüñÿ äîö³ëüíèì ïðè äîñë³äæåí³ âèðîáêè â ïðóæíî-

ïëàñòè÷íîìó ìàñèâ³ çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ íàâàíòàæåíü îá÷èñëþâàòè â 

ðàìêàõ äåôîðìàö³éíî¿ òåîð³¿, òàê ÿê öå çíà÷íî ñïðîùóº öþ ñòîðîíó 

ð³øåííÿ çàäà÷³, à ìàêñèìàëüí³ êðèòè÷í³ äåôîðìàö³¿ âèçíà÷àþòüñÿ ïî 

îòðèìàíèì íàâàíòàæåííÿì íà îñíîâ³ ôîðìóë äëÿ âèçíà÷åííÿ 

äîêðèòè÷íîãî ñòàíó, îòðèìàíîãî â ðàìêàõ òåîð³¿ òåêó÷åñò³. 

Îòðèìàí³ â ðàìêàõ äåôîðìàö³éíî¿ òåîð³¿ ðåçóëüòàòè äëÿ ïðóæíî-

ïëàñòè÷íèõ ìîäåëåé ã³ðíè÷èõ ïîð³ä ñâ³ä÷àòü ïðî ñóòòºâèé âïëèâ 

ïëàñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³ëà ïðè âèçíà÷åí³ êðèòè÷íèõ 

íàâàíòàæåíü. 
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ÓÄÊ 539.3 
Ñ.Þ. Áàáè÷, Å.Í. Áîðèñîâ, Â.Ã. Îâñèåíêî  

Ê ÒÅÎÐÈÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÊÐÓ×ÅÍÈß ÓÏÐÓÃÎÃÎ 

ÑÆÈÌÀÅÌÎÃÎ ÑËÎß Ñ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌÈ ÍÀÏÐßÆÅÍÈßÌÈ 

Â ðàáîòàõ [1-2] ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå êîíòàêòíûå çàäà÷è 

êðó÷åíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ òåë, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò 

àíàëîãèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäà÷àìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè 

óïðóãîñòè (äëÿ òåë áåç íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé). Ýòà àíàëîãèÿ èìååò 

ìåñòî, êîãäà òåëî çàãðóæåíî òîëüêî âäîëü îñè 3Oy , òî åñòü: 

 .0;0 0
33

0
22

0
11 ≠== SSS  (1) 

Çäåñü æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à 

êðó÷åíèÿ äëÿ ñæèìàåìîãî óïðóãîãî ñëîÿ ñ îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì 

ñîñòîÿíèåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1) íå èìåþò ìåñòà è 

èçîòðîïíûé â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè ìàòåðèàë ñëîÿ ïîäâåðãíóò 

ñòàòè÷åñêîé îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ 

 .0;0 0
33

0
22

0
11 =≠= SSS  (2) 

Èññëåäóåì óïðóãèé ñëîé òîëùèíîé h , îäíà ãðàíè÷íàÿ ïëîñêîñòü 

êîòîðîãî hz −=3  çàêðåïëåíà, à äðóãàÿ 03 =z  ïîäâåðãàåòñÿ 

ñêðó÷èâàíèþ ïî ïëîùàäêå ar ≺≤0  æåñòêèì öèëèíäðè÷åñêèì 

øòàìïîì, êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë ε  âîêðóã îñè 3Oz . 

Ñîãëàñíî [5], â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ 

 

3
133

3

3

~

;);,(;0

z
uconstQ

r
uzr

z ∂
∂

==

∂
Ψ∂

−=Ψ=Ψ=

θ
θ

θ

µλ

χ
 (3) 

è óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ψ â âèäå  

 .01
2
3

2

0
1112

2
1

13
2
3

2

2
=Ψ⎟⎟

⎠
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⎝

⎛

∂
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+
+

∂
∂

+
∂
∂

zSrrr µλ
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 (4) 

Ââåäåì çàìåíó 
 3zz ∆= , (5) 
ãäå 

 )()( 0
1112

2
1

1
13

2
3 S+=∆ − µλµλ . (6) 

Äëÿ äàííîé çàäà÷è èìååì òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: 
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 ïðè )0(,03 == zz  )(,0);(, ar
z

uarru ;≺ =
∂

∂
⋅= θ

θ ε ; (7) 

 ïðè )(,3 ∆−=−= hzhz  0=θu . (8) 
Óðàâíåíèå (4) ñ ó÷åòîì (5) ïðèíèìàåò âèä [1], à ñîîòíîøåíèÿ (3) 

ñ ó÷åòîì (5) è (6) áóäóò òàêèìè  

 
z

uSQ
r

u constz ∂
∂

+=
∂
Ψ∂

−= =
θ

θθ µλµ )(~; 0
1112

2
113 . (9) 

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) â 

ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ 

(7) è (8). 

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) (áåç íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé) èùåì â âèäå 

èíòåãðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ Õàíêåëÿ  ïî ôóíêöèÿì )(1 rJ λ . 

 λλ
λ

λλθ drJ
hsh

hzshA
r

u )()()( 1
0
∫
∞

∆
∆+

=
∂
Ψ∂

−= . (10) 

Âûáèðàÿ ðåøåíèå â âèäå (10), àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåì 

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (4) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (8). Åñëè 

ïîäñòàâèòü (10) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7), òî ïðèõîäèì ê äâóì 

èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè 

)(λA   

 

).0(,0)()(

);0(,)()(

1
0

1
0

∞=∆

≤⋅=

∫

∫
∞

∞

≺≺

≺

rdrJhcthA

arrdrJA

λλλλλ

ελλλ

 (11) 

Ïðåäñòàâèì èñêîìóþ âåëè÷èíó )(λA  â âèäå èíòåãðàëà îò íîâîé 

íåèçâåñòíîé ôóíêöèè [4]  

 .sin)()(
0

tdtththA
a

λϕλλ ∫∆=  (12) 

Ïîëüçóÿñü ìåòîäèêîé, ðàçâèòîé â ðàáîòå [4], ïàðíûå 

èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (11) ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëüíîìó 

óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà II  ðîäà   

 ,0,4)]()()[(1)(
0

axxdtxtGxtGtx
a

≤≤=+−−− ∫ ε
π

ϕ
π

ϕ  (13) 

ãäå 
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 .cos)(
0

λλ
λ

λ
dy

hch
eyG

h

∫
∞ ∆−

∆
=  (14) 

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëàìè 

(10) è (12), ïðè÷åì ôóíêöèÿ )(tϕ  äîëæíà áûòü íàéäåíà èç 

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13). 

Âõîäÿùèé â ðåøåíèå íåèçâåñòíûé óãîë ïîâîðîòà øòàìïà ε  

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç çàäàííîå çíà÷åíèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà Ì 

òàêèì îáðàçîì: 

 ∫ ∫ =−=
a

arz drdrQM
0

2
2

0
),0( .~ θ

π

θ ≺  (15) 

Çíà÷åíèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà Ì  ïðåäñòàâèì ÷åðåç ôóíêöèþ )(tϕ  

â âèäå 

 ∫+−=
a

dtttSM
0

0
1112

2
113 )()(4 ϕµλµπ . (16) 

Ââåäåì âìåñòî )(tϕ  áåçðàçìåðíóþ ôóíêöèþ 

 ;;);(
4

)(
a
t

a
xx

a
=== τξϕ

ε
πξω  (17) 

 ]1,0[,];,0[, ∈∈ τξatx . 
Ó÷èòûâàÿ (16) è (17), ïîëó÷èì  

 ∫+−=
1

0

0
1112

2
113

3 )()(16 τττωµλµε dSaM . (18) 

Ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòà à, õàðàêòåðèçóþùåãî ñâÿçü óãëà 

ïîâîðîòà ε  ñ ïðèëîæåííûì ìîìåíòîì Ì,  áóäåò èìåòü âèä: 

 
)(16
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0
1112

2
113

3

1

0 Sa

Mda
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−== ∫
µλµε

τττω . (19) 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü 

ðåøåíèå îñíîâíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13), êîòîðîå ñ ó÷åòîì 

(17) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â áåçðàçìåðíîé ôîðìå 

 ),10()]()()[()(
1

0

≤≤+−−+= ∫ ξτξτξτξω
π

ξξω σ dKKP
 (20) 

ãäå 

 ∫
∞ −

==
∆

=
0

cos)(;; µµ
µ σ

µ

σ duP
ch
euK

h
appP . (21) 
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè )0( →∞→ ph èìååì  

 
3
1;)( == aξξω . (22) 

Â ñëó÷àå 121 == λλ  (ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé) 

ïîëó÷èì ôîðìóëó èç [4]. Àíàëîãè÷íî [4], çàìåíÿÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà 

â (20) åãî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå 

òðàïåöèé, ïðèâîäèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè )(τω  ê ðåøåíèþ 

ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. 

Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ñæèìàåìîãî ñëîÿ. Ðàññìîòðèì â 

êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëîé èç ìàòåðèàëà, ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ 

óïðóãèì ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîãî òèïà. Äëÿ êîýôôèöèåíòà 

Ïóàññîíà 25,0=ν  è 1=p , ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â 

òàáëèöå 

)(ξω  

1λ  
ξ  

0,9 0,95 1,0 1,05 1,1 
0 0 0 0 0 0 
0,1 0,1163 0,1108 0,1076 0,1056 0,1033 
0,2 0,2322 0,2212 0,2150 0,2111 0,2066 

0,3 0,3471 0,3312 0,3221 0,3164 0,3097 

0,4 0,4606 0,4404 0,4288 0,4213 0,4164 

0,5 0,5723 0,5486 0,5348 0,5260 0,5200 

0,6 0,6820 0,6556 0,6401 0,6301 0,6233 

0,7 0,7896 0,7614 0,7447 0,7338 0,7263 

0,8 0,8948 0,8660 0,8485 0,8369 0,8289 

0,9 0,9979 0,9692 0,9514 0,9395 0,9312 

1,0 1,0958 1,0672 1,0540 1,0415 1,0330 

a 0,3756 0,3630 0,3556 0,3507 0,3471 

 

Àíàëèç ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå äàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè 

ïðåäâàðèòåëüíîì ñæàòèè ìàòåðèàëà ñëîÿ âëèÿíèå íà÷àëüíûõ 

íàïðÿæåíèé áîëåå ñóùåñòâåííîå, ÷åì ïðè ïðåäâàðèòåëüíîì 

ðàñòÿæåíèè. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ( 11 =λ ) 

ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ [4].  
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ÓÄÊ 539.3 
Ê.². Øíåðåíêî, Â.Ô. Ãîäçóëà  

ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß ÂÏËÈÂÓ ÇÌ²ÍÈ Ì²ÆØÀÐÎÂÎÃÎ ÇÑÓÂÓ ÍÀ 

ÍÀÏÐÓÆÅÍÈÉ ÑÒÀÍ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÎ¯ ÖÈË²ÍÄÐÈ×ÍÎ¯ 

ÎÁÎËÎÍÊÈ Ç ÎÒÂÎÐÎÌ 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî ð³âíîâàãó øàðóâàòî¿ 

öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ðàä³óñà R , òîâùèíèh , ïîñëàáëåíî¿ êðóãîâèì 

îòâîðîì ðàä³óñà 0r  ³ íàâàíòàæåíî¿ âíóòð³øí³ì òèñêîì ³íòåíñèâíîñò³ 

0p . Ââàæàºìî, ùî â îáîëîíö³ âèíèêàþòü ïðóæí³ äåôîðìàö³¿, à 

êîìïîçèòíèé ìàòåð³àë îðòîòðîïíèé ç îäíîð³äíèìè âëàñòèâîñòÿìè. 

Äëÿ âñüîãî ïàêåòó îáîëîíêè ìîæóòü áóòè çíàéäåí³ ïðèâåäåí³ 

æîðñòê³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè â³äíîñíî ðîçòÿãó – ñòèñêó, çãèíó, 

êðó÷åííÿ ³ ì³æ øàðîâîãî çñóâó. Òàêà ðîçðàõóíêîâà ñõåìà ìîæå áóòè 

çàñòîñîâàíà äëÿ á³ëüøîñò³ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â, ùî 

âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ñó÷àñí³é òåõí³ö³. 

Â³äíåñåìî ñåðåäèííó ïîâåðõíþ îáîëîíêè äî ïîëÿðíî¿ 

íàï³âãåîäåçè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( θρ , ) ç ïî÷àòêîì â öåíòð³ 

îòâîðó. Ïðè öüîìó ïàðàìåòðè Ëàìå ³ êðèâèçíè îáîëîíêè çàïèøåìî â 

âèãëÿä³  

 .
R2
2sink,

R2
2cos1k,

R2
2cos1k,B,1A 1221

θθθρ −=
+

=
−

===  (1) 

Îäíîð³äíà ñèñòåìà ð³âíÿíü ð³âíîâàãè íåïîëîãî¿ îáîëîíêè â 

çóñèëëÿõ â îáðàí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ³ ç âðàõóâàííÿì (1) çàïèøåòüñÿ 

ó âèãëÿä³ [1] 

 ,0Q
R2
2sinQ

R
sin)TT(1S1T 2

=++−+
∂

∂
+

∂

∂
θρθρ

ρθρ θθ
ρθρρ

 

 ,0Q
R

cosQ
R2
2sinS2T1S 2

=+++
∂
∂

+
∂

∂
θρρθ

θρθ θθ
ρθρρ

 

 ,0Q1Q1Q
T

R
cosS

R
2sinT

R
sin 22

=+
∂

∂
+

∂

∂
+−−− ρ

θρ
θρθρ ρθρρ

θθθ
 (2) 

 ,0Q)GG(1H1G
=−−+

∂

∂
+

∂
∂

ρθρ
ρθ

ρθρρ
 

 .0QH2G1H
=−+

∂
∂

+
∂

∂
θρθ

θρθ

ρθρρ
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Ãåîìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ äåôîðìàö³ÿìè, çì³íàìè 

êðèâèçí ³ óçàãàëüíåíèìè ïåðåì³ùåííÿìè áóäóòü 

 ,w
R
2sinvu1v,w

R
cosuv1,w

R
sinu

12

2

2

2

1
θ

ρθρρ
εθ

ρθρ
εθ

ρ
ε +−

∂
∂

+
∂
∂

=++
∂
∂

=+
∂
∂

=  

 ,1,,w1,w
212313 ρ

γ
θ
γ

ρ
χ

ρ
γ

χ
θρ

γε
ρ

γε ρθρ
θρ +

∂
∂

=
∂

∂
=

∂
∂

+=
∂
∂

+=  (3) 

 .12 12 ρ
γ

ρ
γ

θ
γ

ρ
χ θθρ −

∂
∂

+
∂

∂
=  

Ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðóæíîñò³ äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåð³àëó îáîëîíêè 

ïîäàìî â âèãëÿä³ [1] 

 )3,2,1i(2DDDG,BBBT ,12i32i21i1i12i32i21i1i =++=++= χχχεεε  

 ),2,1i(KQ 13ii == ε  (4) 

äå i,jiji KD,B óçàãàëüíåí³ æîðñòêîñò³  ìàòåð³àëó îáîëîíêè. 

Îñíîâíèé íàïðóæåíèé ñòàí, ùî âèíèêàº â íåïîñëàáëåí³é îòâîðîì 

îáîëîíö³, âèçíà÷àºòüñÿ çà áåçìîìåíòíîþ òåîð³ºþ ³ äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî 

íàâàíòàæåííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä 

 ,0HGG),2cos3(
2
qT,2sin

2
qS),2cos3(

2
qT 000000 ===+==−= ρθθρθρθρ θθθ  (5) 

äå .
2
Rpq 0=  

Çáóðåíèé íàïðóæåíèé ñòàí äëÿ íåïîëîãî¿ îáîëîíêè, ùî 

ïîðîäæóºòüñÿ íàÿâí³ñòþ îòâîðó, çíàõîäèòüñÿ ç ð³âíÿíü çàãàëüíî¿ 

òåîð³¿ îáîëîíîê [1]. 

Ãðàíè÷í³ óìîâè íà êîíòóð³ îòâîðó ïðè 0ρρ =  ìàþòü âèãëÿä 

 .
2
rpQ,0H,0G,2sinRp

4
1S,2cosRp

4
1Rp

4
3T 00

000 ====−= ρρρθρ ρθθθ (6) 

Ìåòîä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷³. Áóäåìî âèõîäèòè ç çàñòîñóâàííÿ 

âàð³àö³éíî-ð³çíèöåâîãî ìåòîäó [2]. Çã³äíî ïðèíöèïó ìîæëèâèõ 

ïåðåì³ùåíü Ëàãðàíæà äîñòîâ³ðí³ ïåðåì³ùåííÿ  ïåðåòâîðþþòü 

ôóíêö³þ Ëàãðàíæà ∏  â â³äíîñíèé ì³í³ìóì 

 ,0=∏δ  (7) 
ùî åêâ³âàëåíòíî ð³âíîñò³ íóëþ âñ³õ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ïî 

íåçàëåæíèõ çì³ííèõ. Òóò ,AV −=∏  V - ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ 

äåôîðìàö³¿, A  - ñóìà ðîá³ò çîâí³øí³õ ñèë íà íåçàëåæíèõ 

ïåðåì³ùåííÿõ îáîëîíêè. 

Ïîòåíö³éíó åíåðã³þ çàïèøåìî ÷åðåç ïðóæíèé ïîòåíö³àë Φ [3] 
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 ∫=
G

,dGV Φ  (8) 

äå G  - îáëàñòü, ÿêó çàéìàº ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ îáîëîíêè. 

Ãåîìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (3)  ïîäàìî â êîìïàêòíîìó âèãëÿä³ 

 ∑
=

=
15

1k
kik ,UNε  (9) 

äå ( )15,1kUk =  – äåÿê³ óçàãàëüíåí³ ïåðåì³ùåííÿ, à êîìïîíåíòè 

ìàòðèö³  

( )15,1k;8,1iNik ==  çíàõîäÿòüñÿ ç (3). Òóò íåçàëåæíèõ 

óçàãàëüíåíèõ ïåðåì³ùåíü ëèøå ï’ÿòü: 

 ( ) ( ),U,U,wU,vU,uU;13,10,7,4,1lU 1310741l θρ γγ ======  

à ðåøòà ïîâ’ÿçàí³ ç íèìè çàëåæíîñòÿìè: 

 ( ).13,10,7,4,1lUU;UU l
2l

l
1l =

∂
∂

=
∂
∂

= ++ βα
 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (9) â  âèðàç äëÿ ïðóæíîãî ïîòåíö³àëó Φ [4] 

îòðèìàºìî 

 ∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

15

1k
,k

15

1r
krkr URUPΦ  (10) 

äå krP  ³ kR  çàëåæàòü â³ä jkN  [2]. 

Âàð³àö³éíó çàäà÷ó äëÿ â³äíîñíèõ çì³ùåíü çàì³íèìî âàð³àö³éíîþ 

çàäà÷åþ äëÿ äèñêðåòíèõ ¿õ çíà÷åíü ó âóçëàõ îñíîâíî¿ òà äîïîì³æíî¿ 

ñ³òîê îäíàêîâî¿ ðîçì³ðíîñò³. Âóçëè îñíîâíî¿ ñ³òêè  ïîçíà÷àþòüñÿ 

ö³ëèìè ³íäåêñàìè ( t,s ), à äîïîì³æíî¿, ùî ëåæàòü ïîñåðåäèí³ ì³æ 

âóçëàìè îñíîâíî¿, – äðîáîâèìè ³íäåêñàìè (
2
1t,

2
1s ++ ). Âóçëè 

ïåðåòèíó îáîõ ñ³òîê ïîçíà÷àþòüñÿ çì³øàíèìè ³íäåêñàìè ( t,
2
1s +  ) è 

(
2
1t,s + ). Îñíîâíà ñ³òêà ïî êîîðäèíàò³ ρ  ìàº êðîê ( ) ( ),m,1ss =ρλ  à ïî 

êîîðäèíàò³ θ - ( ) ( ).n,1tt =θλ  Òóò m  - ê³ëüê³ñòü âóçë³â ñ³òêè ïî 

êîîðäèíàò³ ρ , n  – ïî êîîðäèíàò³ θ . 

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìóºìî äèñêðåòíèé àíàëîã ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà 

∏ . Ïîâåðõíåâèé ³íòåãðàë â (8) ïîäàíèé â âèãëÿä³ ïîäâ³éíî¿ ñóìè [4] 

 ∑ ∑
= =

=
m

1s

n

1t

stst ,GV Φ  (11) 
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äå ( )ts
st ,θρΦΦ =  – çíà÷åííÿ ïðóæíîãî ïîòåíö³àëó â òî÷ö³ ( );, ts θρ  

stG  – âàãîâà ôóíêö³ÿ, ùî ÿâëÿº ñîáîþ ÷àñòèíó ïëîù³ ÷îòèðèêóòíî¿ 

ÿ÷åéêè ç öåíòðîì â òî÷ö³ ( )ts ,θρ  ³ ñòîðîíàìè 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ],t1t
2
1;s1s

2
1

θθρρ λλλλ +−+−  

ÿê³ íàëåæàòü îáëàñò³ S . 

Ç óìîâ (7) îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî 

äèñêðåòíèõ  çíà÷åíü ïåðåì³ùåíü ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ ³ ôóíêö³é çñóâó 

lU  ( l   =1,4,7,10,13) [4] 

 

 ( )∑ ∑ ∑
+

−=

+

−= =
====

1i

1ia

1j

1jb

13

1k

ij
l

ab
k

ab
kl .n,1j;m,1i;13,10,7,4,1k,lQUP  (12) 

 

Òóò ab
klP  – çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â â âóçë³ b,a  ïðè â³äîì³é âåëè÷èí³ 

ab
kU  â ð³âíÿíí³ äëÿ ij

lU , ÿêèé º ôóíêö³ºþ ãåîìåòðè÷íèõ ³ ìåõàí³÷íèõ 

ïàðàìåòð³â îáîëîíêè; ij
lQ  – çíà÷åííÿ â âóçë³ ( )j,i l  -õ êîìïîíåíò 

ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ[2].  Ìàòðèöÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü (12) 

ñèìåòðè÷íà, äîäàòíüî âèçíà÷åíà, ³ ìàº ñòð³÷êîâó ñòðóêòóðó, ùî 

äîçâîëÿº ñêîðîòèòè îáñÿã âèêîðèñòîâàíî¿ ïàì'ÿò³ ïðè ðîçðàõóíêàõ íà 

ÅÎÌ. 

×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. Çà âèêëàäåíîþ ìåòîäèêîþ âèçíà÷àâñÿ 

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí êîìïîçèòíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç 

êðóãîâèì îòâîðîì, íàâàíòàæåíî¿ âíóòð³øí³ì òèñêîì. Ïðè 

ðîçðàõóíêàõ ðîçãëÿäàëèñü òàê³ ïàðàìåòðè îáîëîíêè ³ ìàòåð³àëó: 

 

 .3,0;50G
E;04,0R

h;2,0R
r

12
==== ν  

Â òàáëèö³ íàâåäåí³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â êîíöåíòðàö³¿ 

íàïðóæåíü ph
G6k,p

Tk 21
θ

θ
θ

θ ==  ( )Rpp 0=  â çàëåæíîñò³ â³ä çì³íè 

ïàðàìåòðà çñóâó 
13G

E  â òî÷êàõ 0=θ , 2
πθ = , πθ = . Çàóâàæèìî, ùî 

çì³íà ïàðàìåòðà çñóâó â ðîçãëÿíóòîìó ³íòåðâàë³ ( )2005,2 ÷  ïðèâîäèòü 

äî çì³íè íàéá³ëüøèõ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü 

πθ =  â³äïîâ³äíî íà 28% ³ 22%. 
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Òàáëèöÿ 1 

0 2
π  π  

G
E  

θ1k  θ2k  θ1k  θ2k  θ1k  θ2k  

0,25 -1,23 0,53 3,78 -0,25 -0,59 1,38 
10 -1,25 0,49 3,84 -0,24 -0,59 1,45 
100 -1,29 0,39 4,02 -0,20 -0,54 1,47 
200 -1,31 0,36 4,14 -0,18 -0,52 1,46 
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ÆÈÄÊÎÑÒÜ 

Ââåäåíèå. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ ãèäðîóïðóãîñòè 

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ 

îáîëî÷êè è óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè æèäêîé ñðåäû. Â ðåçóëüòàòå 

äâèæåíèå ñèñòåìû îáîëî÷êà-æèäêîñòü îïèñûâàåòñÿ ñëîæíîé ñèñòåìîé 

óðàâíåíèé, ïîëó÷èòü ðåøåíèå êîòîðîé â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ 

âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé çàäà÷è 

íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü òå èëè èíûå ìîäåëè äëÿ æèäêîñòè è 

îáîëî÷êè. 

Øèðîêîå ïðèìåíåíèå â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå íàõîäÿò 

êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû, îáëàäàþùèå àíèçîòðîïèåé 

äåôîðìàòèâíûõ è ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ, íèçêîé ñäâèãîâîé 

æåñòêîñòüþ, êîíñòðóêòèâíîé íåîáíîðîäíîñòüþ. Îíè íå óêëàäûâàþòñÿ 

â ðàìêè îáû÷íîé èçîòðîïíîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè. Ýòî îòíîñèòñÿ 

òàêæå ê òðåõñëîéíûì îáîëî÷êàì, ñðåäíèé ñëîé êîòîðûõ âåñüìà 

ïîäàòëèâ ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãó, ãäå íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü 

äåôîðìàöèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèÿì âäîëü 

íîðìàëè. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî âåñòè èññëåäîâàíèÿ íà 

îñíîâå óòî÷íåííûõ òåîðèé îáîëî÷åê. Ïðè âûáîðå êîíêðåòíîé ìîäåëè, 

àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé ðåàëüíûå æèäêîñòíûå íàïîëíèòåëè, 

íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. 

Ïðè èññëåäîâàíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìå 

äëÿ îáîëî÷êè íåîáõîäèìî âûáðàòü òàêóþ ìîäåëü, óðàâíåíèÿ 

äâèæåíèÿ äëÿ êîòîðîé áîëåå ïîëíî îïèñûâàþò ÿâëåíèå 

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Êðîìå òîãî, âÿçêàÿ æèäêîñòü ïåðåäàåò ñòåíêå 

îáîëî÷êè íå òîëüêî íîðìàëüíîå äàâëåíèå, íî è êàñàòåëüíûå óñèëèÿ. 

Ïîýòîìó â äàííîé çàäà÷å óìåñòíî ó÷åñòü äåôîðìàöèè ïîïåðå÷íîãî 

ñäâèãà è èíåðöèþ âðàùåíèÿ íîðìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê 

òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî. Äëÿ æèäêîé ñðåäû 

èñïîëüçóåòñÿ ëèíåàðèçèðîâàííàÿ ìîäåëü íüþòîíîâñêîé ïîêîÿùåéñÿ 

âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. 
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Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí â ñèñòåìå îðòîòðîïíàÿ îáîëî÷êà ( ðàäèóñà R è 

òîëùèíû 2h) – âÿçêàÿ ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü. Èñïîëüçóåì ëèíåéíûå 

óðàâíåíèÿ òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî [1] è 

ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ïîêîÿùåéñÿ âÿçêîé 

ñæèìàåìîé æèäêîñòè [2]. Â ðàìêàõ ýòèõ ìîäåëåé ñèñòåìà óðàâíåíèé, 

îïèñûâàþùàÿ ñîâìåñòíûå êîëåáàíèÿ ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìû, â 

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (z,r,θ ) áóäåò èìåòü âèä: 

 ;L =
G Gu q  (1) 

 
1 0;

3
qradp qraddiv

t
o

νν
ρ

∗∂ ∗− ∆ + − =
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G G Gυ υ υ   
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a const=   ;ur rυ=� ;uz zυ=�  - ;q pr rr=   - ;q pz rz=  (3) 
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λ µ
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∂ ∂

= +
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 (4) 

Çäåñü â óðàâíåíèÿõ (1): L-ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíûõ 

îïåðàòîðîâ òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî [1]; ( , )u uz r=
G Gu u -

âåêòîð ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè; 
Gq -

âåêòîð óñèëèÿ âíåøíåé íàãðóçêè, ïðèâåäåííûé ê ñåðåäèííîé 

ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Â óðàâíåíèÿõ (2-4): υG -âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèö 

æèäêîñòè; *ρ  è p -âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ â æèäêîñòè; *
o

ρ  

è 
o

a -ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ; *,ν  

*µ -êèíåìàòè÷åñêèé è äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè; ,p prr rz -

ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ (3) – 

ñîîòâåòñòâåííî êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, 

êîòîðûå, â ñèëó òîíêîñòåííîñòè îáîëî÷êè, áóäåì óäîâëåòâîðÿòü íà 

ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (r=R). Ñîîòíîøåíèÿ (1)-(4) ïðåäñòàâëÿþò 

çàìêíóòóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé ãèäðîóïðóãîñòè äëÿ îðòîòðîïíîé 

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé âÿçêóþ ñæèìàåìóþ 

æèäêîñòü. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé èñïîëüçóåì 

ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé 

ñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïîòåíöèàëû [2]. Ïîäñòàâëÿÿ 

âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â âèäå áåãóùèõ âîëí â óðàâíåíèÿ 

èñõîäíîé ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íà êîëåáëþùåéñÿ ñòåíêå (3), 
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ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ 

îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä. Èç 

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû 

ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå 

 det 0,mnA =  (m,n=1,2,3), (5) 

ãäå 
2* *( , , , , , , , , , , , ( ), ),

jno o i ik ij oб jmn mn
hA A c a E G J R

R
γ ρ ν ν ρ η η= Ω  (i,j=1,2; k=2,3), 

c-ôàçîâàÿ ñêîðîñòü; Ω -÷àñòîòà; γ -êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ âîëí; 

,E Gi ik -ìîäóëè óïðóãîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñäâèãå; ijν -êîýôôèöèåíòû 

Ïóàñîíà; ( )J Rn jη -ôóíêöèè Áåññåëÿ n-ãî ïîðÿäêà ïåðâîãî ðîäà 

êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà Rjη  [2]. 

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèì 

òðàíñöåíäåíòíûì óðàâíåíèåì è îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí â èññëåäóåìîé ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìå. 

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Óðàâíåíèå (5) ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü 

âëèÿíèå ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè è õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè íà 

ôàçîâûå ñêîðîñòè è êîýôôèöèåíòû çàòóõàíèÿ âîëí â ñèñòåìå. 

Îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì âëèÿíèÿ íà äèñïåðñèîííûå êðèâûå 

òàêîé õàðàêòåðèñòèêè æèäêîé ñðåäû, êàê åå ïëîòíîñòü. 

 
Ðèñ.1     Ðèñ.2    Ðèñ.3 
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Íà ðèñ.1 ïîêàçàíî âëèÿíèå îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè âÿçêîé 

æèäêîñòè (îòíîøåíèå 0
0

*
*

об

ρ
ρ

ρ
= ) íà õàðàêòåð äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ 

îðòîòðîïíîé îáîëî÷êè (áîðîïëàñòèê). Óâåëè÷åíèå îòíîñèòåëüíîé 

ïëîòíîñòè æèäêîñòè (ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò 0
*ρ =0,6; à 

øòðèõîâûå – 0
*ρ =2) ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ 

÷àñòîò. Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ïåðâîé ìîäû ïðè ýòîì äëÿ íèçêèõ ÷àñòîò 

( 21 <Ω ) óìåíüøàåòñÿ, ôàçîâûå ñêîðîñòè âûñøèõ ìîä óâåëè÷èâàþòñÿ 

â îêðåñòíîñòÿõ êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò. 

Õàðàêòåð âëèÿíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè æèäêîñòè íà 

çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ γ  îò ÷àñòîòû Ω  ïðåäñòàâëåí íà 

ðèñ.2 (äëÿ ïåðâîé ìîäû) è íà ðèñ.3 (äëÿ 2îé è 8îé ìîä). Äëÿ ïåðâîé 

ìîäû õàðàêòåðíà ïðÿìàÿ çàâèñèìîñòü γ  îò îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè 

æèäêîñòè. Äëÿ ìîä áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà âëèÿíèå 0
*ρ çàâèñèò îò 

èíòåðâàëà ÷àñòîò. Ñóùåñòâóþò îáëàñòè ÷àñòîò, ãäå 

óâåëè÷åíèå 0
*ρ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ 

çàòóõàíèÿ (îáëàñòè êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò), à òàêæå îáëàñòè ÷àñòîò, ãäå 

óâåëè÷åíèå 0
*ρ  ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ 

çàòóõàíèÿ. 
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Âñòóï. Íåñòàö³îíàðí³ êîëèâàííÿ íåîäíîð³äíèõ ïî òîâùèí³ 

îáîëîíêîâèõ êîíñòðóêö³é ðîçãëÿäàëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè. Çîêðåìà, 

´ðóíòîâíèé îãëÿä ë³òåðàòóðè ç äàíîãî ïèòàííÿ âèêëàäåíèé â ðîáîò³ 

[1]. Çíà÷íèé âíåñîê â âèâ÷åí³ äàíî¿ ïðîáëåìè çðîáèëè àâòîðè 

ìîíîãðàô³¿  [2]. Íåë³í³éí³ îñåñèìåòðè÷í³ êîëèâàííÿ òðèøàðîâèõ 

îáîëîíîê îáåðòàííÿ ïðè ³ìïóëüñíèõ íàâàíòàæåííÿõ ðîçãëÿíóòî â 

ðîáîò³ [3], äå ðîçðàõóíêîâà ñõåìà ïðèéìàºòüñÿ ç âðàõóâàííÿì 

íåçàëåæíèõ ê³íåìàòè÷íèõ ³ ñòàòè÷íèõ àïðîêñèìàö³é äî êîæíîãî 

øàðó. Òðèøàðîâ³ îáîëîíêè îáåðòàííÿ ç âðàõóâàííÿì äèñêðåòíîñò³ 

ðåáðèñòîãî íàïîâíþâà÷à ïðè íåñòàö³îíàðíèõ íàâàíòàæåííÿõ 

ðîçãëÿíóòî â [4]. Âèâ÷åííÿ íåñòàö³îíàðíèõ êîëèâàíü ï’ÿòèøàðîâèõ 

öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ ç âðàõóâàííÿì âïëèâó 

äèñêðåòíîñò³ ðåáåð ïðèâåäåíî â ðîáîò³ [5]. 

Â äàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷³ íåñòàö³îíàðíî¿ 

ïîâåä³íêè ï’ÿòèøàðîâèõ êîí³÷íèõ îáîëîíîê ç âðàõóâàííÿì 

äèñêðåòíîñò³ ðîçì³ùåííÿ ðåáåð, ïîáóäîâà ÷èñåëüíîãî àëãîðèòìó ³ç 

çàñòîñóâàííÿì àïðîêñèìàö³é òèïó Ð³÷àðäñîíà òà ðîçâ’ÿçóâàííÿ 

âêàçàíèõ çàäà÷ ³ àíàë³ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Äèñêðåòíî-íåîäíîð³äíà ïî òîâùèí³ ïðóæíà 

ñòðóêòóðà êîí³÷íîãî òèïó ÿâëÿº ñîáîþ ñèñòåìó, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç 

áàãàòîøàðîâî¿ ï³äêð³ïëåíî¿ êîí³÷íî¿ îáîëîíêè ç âðàõóâàííÿì 

äèñêðåòíîñò³ ðåáåð. Ââàæàºòüñÿ, ùî áàãàòîøàðîâà ï³äêð³ïëåíà 

êîí³÷íà êîíñòðóêö³ÿ íàâàíòàæåíà âíóòð³øí³ì ðîçïîä³ëåíèì 

íåñòàö³îíàðíèì íîðìàëüíèì íàâàíòàæåííÿì )t,s(P3 , äå s  ³ t – 

ïðîñòîðîâà ³ ÷àñîâà êîîðäèíàòè. 

Ïðè ðîçãëÿä³ îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü êîí³÷íèõ îáîëîíîê 

çâè÷àéíî âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò t,s , ïðè÷îìó 

êîîðäèíàòà s  â³äðàõîâóºòüñÿ â³ä âåðøèíè êîíóñà. Â äåÿêèõ 

âèïàäêàõ, çîêðåìà äëÿ çð³çàíèõ êîí³÷íèõ îáîëîíîê, á³ëüø çðó÷íèì º 

                                 
  © ÌÅÉØ Â.Ô., ÀÐÍÀÓÒÀ Í.Â., 2008 
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âèêîðèñòàííÿ êîîðäèíàòè 1s , äå êîîðäèíàòà 1s  â³äðàõîâóºòüñÿ â³ä 

êðàþ îáîëîíêè. 

Êîåô³ö³ºíòè ïåðøî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè ³ êðèâèçíè 

êîîðäèíàòíî¿ ïîâåðõí³ çàïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: 

 1 2 1 21, , 0, cos / ,s sA A R k k Rα= = = =  

äå α– êóò êîíóñíîñò³; 1s  – òåêó÷à êîîðäèíàòà; 0 1 sinsR R s α= + . 

Çà äîïîìîãîþ âàð³àö³éíîãî ïðèíöèïó Ðåéññíåðà äëÿ äèíàì³÷íèõ 

ïðîöåñ³â îòðèìàíî íàñòóïí³ ñèñòåìè ð³âíÿíü: 

â ãëàäê³é îáëàñò³  

 
2

1
11 22 2

1

1 sin( ) ,
s

uRT T h
R s tR

α ρ∂ ∂− =
∂ ∂

 (1) 

 
2

3
13 22 3 1 2

1

1 cos( ) ( , ) ,
s

uRT T P s t h
R s R t

α ρ ∂∂ − + =
∂ ∂

 

 
3 2

1
11 22 13 2

1

1 sin( ) .
12s

hRM M T
R s R t

α ρ ϕ∂ ∂− − =
∂ ∂

 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ âåëè÷èíàìè çóñèëü-ìîìåíò³â òà 

â³äïîâ³äíèìè âåëè÷èíàìè äåôîðìàö³é ìàþòü âèãëÿä 

 11 22 13 11 22 13( , , ) ( , , )kz kz kz

k z

T T T dzσ σ σ=∑∫ ; (2) 

 * *
11 22 11 22( , ) ( , )kz kz

k z

M M z z dzσ σ=∑∫ ; 

 * *
11 22 11 22 11 22( , ) ( , ) ( , )ckM M M M h T T= ± ; 

 13 13 11 1T T T θ= + ; 

 1 k k
k

I hρ=∑ ; 2 k k ck
k

I h hρ= ±∑ ; 
3

3 12
k

k
k

hI ρ=∑ ; 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ âåëè÷èíàìè äåôîðìàö³é òà âåëè÷èíàìè 

óçàãàëüíåíèõ âåêòîð³â ïåðåì³ùåíü çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³: 

 21
11 1

1

1 [ ] ,
2

k
k ku

s
ε θ∂= +

∂
  (3) 

 3
22 1 13 1

1

sin cos , ,
k

k k k k

s s

uu
R R s
α αε ε ϕ ∂= + = +

∂
 

 3 1
1 11 22 1

1 1

sin, , .
k k

k k k k

s

u
s s R

ϕ αθ κ κ ϕ∂ ∂= = =
∂ ∂

 

Íà ë³í³ÿõ ðîçðèâ³â ð³âíÿííÿ êîëèâàíü çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 
2 22 2

1 3
11 132 2

1 1

, ,j ji i
j j j j

i i

u u
T F T F

t t
ρ ρ± ±

= =

∂ ∂
= =

∂ ∂∑ ∑  (4) 

 
22

1
11 11 2

1

( ) .ji i
j j крj

i

M h T I
t
ϕ

ρ± ±

=

∂
=

∂∑ ∓  
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Â ð³âíÿííÿõ (4.14) âåëè÷èíè )2,1i(M,TT,T i
11

i
11

i
11

i
13

i
11 =θ+= ±±±±±  

â³äïîâ³äàþòü çóñèëëÿì–ìîìåíòàì, ÿê³ ä³þòü íà j – é äèñêðåòíèé 

åëåìåíò íà ë³í³¿ ðîçðèâó j11 ss = . Ð³âíÿííÿ êîëèâàíü (1)–(4) 

äîïîâíþþòüñÿ â³äïîâ³äíèìè ãðàíè÷íèìè òà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. 

×èñåëüíèé àëãîðèòì. Äëÿ ïîáóäîâè ÷èñåëüíîãî àëãîðèòìó 

ðîçâ’ÿçêó íåñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ òåîð³¿ íåîäíîð³äíèõ áàãàòîøàðîâèõ 

îáîëîíîê âèêîðèñòîâóºòüñÿ ³íòåãðî-³íòåðïîëÿö³éíèé ìåòîä ïîáóäîâè 

ð³çíèöåâèõ ñõåì [6] äëÿ ã³ïåðáîë³÷íèõ ð³âíÿíü. Â ñèëó âèõ³äíî¿ 

ïîñòàíîâêè çàäà÷ ÷èñåëüíèé ðîçâ’ÿçîê øóêàºòüñÿ â ãëàäê³é îáëàñò³ 

ïðóæíî¿ ñòðóêòóðè (äëÿ áàãàòîøàðîâî¿ îáîëîíêè ì³æ ðåáðàìè) òà íà 

ë³í³ÿõ ðîçòàøóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ ðåáåð. 

Äëÿ ïîáóäîâè á³ëüø åôåêòèâíèõ àëãîðèòì³â çàñòîñîâóºòüñÿ 

ï³äõ³ä, ùî áàçóºòüñÿ íà çíàõîäæåíí³ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â ïî 

Ð³÷àðäñîíó [7]. Ïðè÷îìó, ïðè ô³êñîâàíîìó ð³çíèöåâîìó êðîêó ïî 

÷àñîâ³é êîîðäèíàò³, âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïîñë³äîâí³ñòü íàáëèæåíèõ 

àïðîêñèìàö³é ïî ïðîñòîðîâ³é êîîðäèíàò³. Ïðè öüîìó, ïðîöåäóðà 

åêñòðàïîëÿö³¿ ôîðìóºòüñÿ çã³äíî ôîðìóë 

 n
)s(l

n
)2/s(l

n
)s(l U

3
1U

3
4U

~
∆∆∆ −= , (5) 

äå ( / 2)
n
l sU ∆  ³ ( )

n
l sU ∆  - ÷èñåëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü êîëèâàíü â³äïîâ³äíî 

ç äèñêðåòíèìè êðîêàìè ïî ïðîñòîðîâ³é êîîðäèíàò³ / 2s∆  ³ s∆ , 1 1s Aα= . 

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ð³çíèöåâ³ ð³âíÿííÿ (5) àïðîêñèìóþòü 

âèõ³äí³ ð³âíÿííÿ êîëèâàíü (1) â ãëàäê³é îáëàñò³ ç ÷åòâåðòèì 

ïîðÿäêîì òî÷íîñò³ ïî êîîðäèíàò³ s . 

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â. ßê ÷èñëîâèé ïðèêëàä, ðîçãëÿäàëàñÿ 

çàäà÷à äèíàì³÷íîãî äåôîðìóâàííÿ ï’ÿòèøàðîâî¿ êîí³÷íî¿ îáîëîíêè ç 

æîðñòêî çàùåìëåíèìè òîðöÿìè ï³ä ä³ºþ âíóòð³øíüîãî ðîçïîä³ëåíîãî 

íàâàíòàæåííÿ 3( , )P s t . Ãðàíè÷í³ óìîâè ïðè 0 , Ns s s s= =  ìàþòü âèãëÿä: 

1 3 1 0 .u u ϕ= = =  

Íåñòàö³îíàðíå ³ìïóëüñíå íàâàíòàæåííÿ çàäàâàëîñÿ ó âèãëÿä³ 

 [ ]3 1( , ) sin ( ) ( ) ,tP s t A t t T
T
π η η= ⋅ − −   

äå A  – àìïë³òóäà íàâàíòàæåííÿ, T – òðèâàë³ñòü íàâàíòàæåííÿ. 

Â ðîçðàõóíêàõ ïîêëàäàëîñÿ 610A = Ïà; 61050T −⋅= ñ. Ðîçðàõóíêè 
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ïðîâîäèëèñü ïðè íàñòóïíèõ ãåîìåòðè÷íèõ òà ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ 

ïàðàìåòðàõ:  

 1 3 5 10
1 1 1 7 10jE E E E= = = = ⋅ Ïà; 1

1 1/ 10 1000запE E = ÷ ; 

 ;4,0;3,0 зап
1

5
1

3
1

1
1 =ν=ν=ν=ν  

 3
1 3 5 2,7 10jρ ρ ρ ρ= = = = ⋅ êã/ì3; 1 / 7запρ ρ = ; 

 1 2 3 4 5h h h h h h= + + + + ; 3
1 3 5 10h h h −= = = ì; 2 4 2 1; / 3h h h h= = ; 

4
0 0,1 ; / 9 / 20; 10j jR м h h F −= = = ì2; 1 / 3;α π=  2 / 4α π= ; 3 / 6α π=  

Äèñêðåòí³ ï³äêð³ïëþþ÷è åëåìåíòè ðîçòàøîâàíî â òî÷êàõ 

0,25 ,j Ns s j= 1,3j=  

Îòðèìàí³ ÷èñåëüí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü ïðîâîäèòè àíàë³ç 

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ï’ÿòèøàðîâî¿ ï³äêð³ïëåíî¿ ïðóæíî¿ 

ñòðóêòóðè êîí³÷íîãî òèïó â áóäü ÿêèé ìîìåíò ÷àñó (ðîçðàõóíêè 

ïðîâîäèëèñÿ ïðè 0 40t T≤ ≤ ). Çîêðåìà, íà ðèñ. 1 òà ðèñ. 2 ïðèâåäåíî 

çàëåæíîñò³ âåëè÷èí 3u  ³ íàïðóæåííÿ 22σ â³ä ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè s  

â çàëåæíîñò³ â³ä âåëè÷èíè êóò³â êîíóñíîñò³ â ìîìåíò ÷àñó t=4T ³ 

t=5,5T. 

 

Ðèñóíîê 1 - Çàëåæí³ñòü âåëè÷èíè 

3U  â³ä ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè s  â 

ìîìåíò ÷àñó t=4T 

 
Ðèñóíîê 2 - Çàëåæí³ñòü âåëè÷èíè 

22σ  â³ä ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè s  â 
ìîìåíò ÷àñó t=4,5T 

Êðèâà ç ³íäåêñîì 1 â³äïîâ³äàº êóòó êîíóñíîñò³ 1 / 3;α π=  êðèâà ç 

³íäåêñîì 2 – 2 / 4α π= , êðèâà ç ³íäåêñîì 3 – 3 / 6α π= . Ðîçãëÿäàºòüñÿ 

âèïàäîê 1
1 1/ 100запE E = . Âèõîäÿ÷è ç ïðåäñòàâëåíîãî ãðàô³÷íîãî 

ìàòåð³àëó ìîæíà â³çóàëüíî âèçíà÷èòè âïëèâ êîíóñíîñò³ ñòðóêòóðè íà 

àíòèñèìåòðè÷í³ñòü ðîçïîä³ëó âåëè÷èí 3u  ³ 22σ  ïî ïðîñòîðîâ³é 
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êîîðäèíàò³ (ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê, äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ó 

âèïàäêó 0=α  ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ñèìåòðè÷íà êàðòèíà â³äíîñíî îñ³ 1s ). 
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ÓÄÊ 622.28.044:622.831 
Ã.². Ëàð³îíîâ  

ÄÎ ÏÈÒÀÍÍß ÏÐÎ ÇÌ²ÍÓ Ä²ÀÌÅÒÐÓ ÌÅÒÀËÎÏÎË²ÌÅÐÍÎÃÎ 

ÀÍÊÅÐÀ  

Àêòóàëüí³ñòü. Íåçàëåæí³ñòü Óêðà¿íè ó åíåðãåòè÷í³é ñôåð³ 

âèìàãàº ÿê íàéøèðøîãî âèêîðèñòàííÿ åíåðãîðåñóðñ³â âëàñíîãî 

âèäîáóòêó. Îñê³ëüêè Óêðà¿íà ìàº ïîòóæí³ çàïàñè âóã³ëëÿ òî 

íåîáõ³äíî çá³ëüøèòè âèäîáóòîê âëàñíîãî âóã³ëëÿ. Äîíåöüêèé 

âóã³ëüíèé áàñåéí ì³ñòèòü äîñòàòí³é îá’ºì ÿê³ñíîãî âóã³ëëÿ, àëå éîãî 

ïîòð³áíî âèäîáóâàòè íà âåëèêèõ ãëèáèíàõ. 

Çàñòîñóâàííÿ ðàìíîãî êð³ïëåííÿ ã³ðñüêèõ âèðîáîê íà âåëèêèõ 

ãëèáèíàõ, ÿê ïîêàçóº ïðàêòèêà, ñòàëî åêîíîì³÷íî íåäîö³ëüíèì ³ 

òàêèì, ùî íå çàáåçïå÷óº íåîáõ³äíèé ð³âåíü áåçïåêè íà âóã³ëüíèõ 

øàõòàõ Óêðà¿íè. Ñó÷àñíèé âèä êð³ïëåííÿ ã³ðñüêèõ âèðîáîê - àíêåðíå 

êð³ïëåííÿ â çìîç³ åôåêòèâíî âèð³øèòè ïåðåë³÷åí³ ïðîáëåìè ³ 

çàáåçïå÷èòè  çíà÷íî á³ëüø³ òåìïè âèäîáóòêó [1]. 

Íà âóã³ëüíèõ øàõòàõ Óêðà¿íè àíêåðíå êð³ïëåííÿ çä³éñíþºòüñÿ 

çã³äíî ç ñòàíäàðòàìè Óêðà¿íè, ÿê³ áàçóþòüñÿ íà ñòàíäàðòàõ 

Âåëèêîáðèòàí³¿ [1]. Âèõîäÿ÷è ç íîðìàòèâíèõ äîêóìåíò³â ïðèéíÿòèõ â 

Óêðà¿í³ çàñòîñóâàííÿ íàáóëè àíêåðí³ øòàíãè äîâæèíîþ 2,4 ì òà  

íîì³íàëüíèõ ä³àìåòð³â 22; 24; 27; 30 ìì â³äïîâ³äíî. Íàéá³ëüøîãî 

ïîøèðåííÿ íàáóëè àíêåðí³ øòàíãè íîì³íàëüíèì ä³àìåòðîì 25 ìì ïðè 

ä³àìåòð³ øïóðà 32 ìì òà ô³êñóþ÷à ñóì³ø âèðîáíèöòâà ÇÀÎ „Êàðáî ³ 

Êð³ïëåííÿ” ç ìàêñèìàëüíèì îïîðîì íà ñòèñêàííÿ 60 – 80 ÌÏà. 

Çàñòîñóâàííÿ òàêèõ êîìïëåêòóþ÷èõ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ 

ï³äòâåðäèëè ñâîþ åôåêòèâí³ñòü íà áàãàòüîõ øàõòàõ Óêðà¿íè ç 

ð³çíèìè ã³ðíè÷î–ãåîëîã³÷íèìè óìîâàìè.  

Åôåêòèâí³ñòü àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ ïðîòèä³ÿòè ã³ðñüêîìó òèñêó ó 

âåëèê³é ì³ð³ çàëåæèòü â³ä çàáåçïå÷åííÿ òåõíîëîã³¿ éîãî çâåäåííÿ. 

Ïàðàìåòðè áóðîâîãî îáëàäíàííÿ, ÿêå âèêîðèñòîâóºòüñÿ ³ äëÿ 

âñòàíîâëåííÿ àíêåð³â, ìàþòü ñóòòºâèé âïëèâ íà çàáåçïå÷åííÿ 

ïðàâèëüíî¿ òåõíîëîã³¿ çâåäåííÿ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ, à òàê ³ 

åôåêòèâíîñò³ éîãî ðîáîòè. 

Îñòàííüîþ òåíäåíö³ºþ ó çàñòîñóâàíí³ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ íà 

âóã³ëüíèõ øàõòàõ Óêðà¿íè ñòàëî âèêîðèñòàííÿ àíêåðíèõ øòàíã 

                                 
  © ËÀÐ²ÎÍÎÂ Ã.²., 2008 
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íàéìåíøîãî ³ç ðÿäó ðåêîìåíäîâàíèõ íîðìàòèâíèìè äîêóìåíòàìè 

ä³àìåòðó 21 ìì. 

ßê íà íàø ïîãëÿä, öå ïîâ’ÿçàíî ç íàëàãîäæåííÿì âèðîáíèöòâà 

ïðîêàòó äëÿ àíêåðíèõ øòàíã ç á³ëüøîþ ì³öí³ñòþ, ç ìîæëèâ³ñòþ 

çìåíøèòè ìåòàëîºìí³ñòü ñèñòåì àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ òà ïîçáàâèòèñü 

òåõíîëîã³÷íî¿ îïåðàö³¿ ç íàð³çàííÿ ð³çüáîâî¿ ä³ëÿíêè ó õâîñòîâ³é 

÷àñòèí³ àíêåðíî¿ øòàíãè. 

Îñê³ëüêè îñíîâíèì âèäîì íàâàíòàæåííÿ º ðîçòÿã,  òî îñíîâíèì 

êðèòåð³ºì çì³íè íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó øòàíãè áóëî îáðàíî 

íåçì³íí³ñòü ìàêñèìàëüíî¿ íåñó÷î¿ çäàòíîñò³ àíêåðíî¿ øòàíãè íà 

ðîçðèâ. 

Àëå ÿê ñâ³ä÷èòü ïðàêòè÷íèé äîñâ³ä âèêîðèñòàííÿ àíêåðíîãî 

êð³ïëåííÿ ñòàëîãî çíà÷åííÿ ì³öíîñò³ íà ðîçðèâ àíêåðíî¿ øòàíãè 

çàìàëî. 

Ñïðàâà â ò³ì, ùî âàæëèâ³ñòü âèáîðó âåëè÷èíè ä³àìåòðó àíêåðíî¿ 

øòàíãè, à â³äïîâ³äíî ³ àíêåðíîãî øïóðà, îáóìîâëåíà çíà÷íèì 

âïëèâîì òîâùèíè îáîëîíêè  ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ íà ÿê³ñòü ³ ì³öí³ñòü ¿¿ 

çàêð³ïëåííÿ. À ÿê â³äîìî [3] òîâùèíà îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ 

³ñòîòíî âïëèâàº íà åôåêòèâí³ñòü ðîáîòè ÿê îêðåìî çàô³êñîâàíîãî 

àíêåðà òàê ³ ñèñòåìè àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ â ö³ëîìó. 

Òàêèì ÷èíîì, íà âèá³ð ä³àìåòðó àíêåðíî¿ øòàíãè ³ â³äïîâ³äíî 

àíêåðíîãî øïóðà ï³ä ìåòàëîïîë³ìåðíèé àíêåð îäíî÷àñíî âïëèâàþòü 

äâà ÷èííèêè. Ç îäíîãî áîêó, áóðîâå îáëàäíàííÿ ïîâèííî 

çàáåçïå÷óâàòè íåîáõ³äíó ÿê³ñòü ïåðåì³øóâàííÿ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ 

(çã³äíî ç [1] âåëè÷èíà êðóòíîãî ìîìåíòó áóðîâîãî îáëàäíàííÿ ïðè 

âñòàíîâëåíí³ àíêåðíî¿ øòàíãè ó øïóð ïîâèííà çàáåçïå÷èòè 

øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ ¿¿ íå ìåíøå 450 îá/õâ. íà ïðîòÿç³ 30 ñåêóíä), à ç 

³íøîãî áîêó, áóòè â çìîç³ ñòâîðèòè òàêó òîâùèíó îáîëîíêè ç 

ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³, ÿêà á çàáåçïå÷èëà íàéåôåêòèâí³øó ïåðåäà÷ó 

çóñèëü â³ä ã³ðñüêîãî ìàñèâó äî àíêåðíî¿ øòàíãè. Çðîçóì³ëî, ùî 

âèð³øåííÿ òàêî¿ çàäà÷³ ìîæëèâî ëèøå â ðàìêàõ ïîñòàíîâêè òàêî¿ 

çàäà÷³ ÿê çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ. 

ßâëÿº ³íòåðåñ ïèòàííÿ: ÷è çì³íþºòüñÿ ìåõàí³çì ðîáîòè àíêåðíî¿ 

øòàíãè ó ñèñòåì³ àíêåðíà øòàíãà – ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ã³ðñüêà 

ïîðîäà? ßê âïëèâàº çìåíøåííÿ ä³àìåòðó àíêåðíî¿ øòàíãè íà ðîáîòó 

ñèñòåìè àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ? 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì: 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  127 

Çíàéòè òàêèé ä³àìåòð øïóðà ï³ä ïîë³ìåðíèé àíêåð, ÿêèé 

çàáåçïå÷èâ áè íàéñïðèÿòëèâ³ø³ óìîâè ðîáîòè îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ 

ñóì³ø³ çà íàÿâíîñò³ áóðîâîãî îáëàäíàííÿ ç îáìåæåíèì êðóòíèì 

ìîìåíòîì, àáî ³íàêøå 

çàáåçïå÷èòè ì³í³ìóì ö³ëüîâ³é ôóíêö³¿  

 ( )
0

;
L

F dσ ξ ξ= ∫  (1) 

äå: L – äîâæèíà çàô³êñîâàíî¿ ÷àñòèíè àíêåðà;σ  - çóñèëëÿ, ùî 

âèíèêàþòü ó ò³ë³ îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³. 

çà íàÿâíîñò³ îáìåæåíü ì³öíîñò³ îáîëîíêè ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ 

 . .;фікс суміш граничσ <σ  (2) 

çà íàÿâíîñò³ òåõíîëîã³÷íèõ îáìåæåíü 

 
2 2 2

.2 2

2 ;a обол
крутн буров обл

обол a

Nd d LM M
d d

π µ= <
−

 (3) 

òà êîíñòðóêòèâíèõ îáìåæåíü: 
 min max ;оболd d d≤ ≤  (4) 

Âðàõóâàííÿ îáìåæåíî¿ ì³öíîñò³ ìàòåð³àëó ç ÿêîãî ñêëàäàºòüñÿ 

ô³êñóþ÷à ñóì³ø íà ðîçðèâ ïðèçâåëî äî ïîÿâè îáìåæåííÿ çàäà÷³ ó 

âèãëÿä³ ôîðìóëè (2), äå: 

.фікс сумішσ òà .граничσ  ÿâëÿþòü ñîáîþ çóñèëëÿ, ùî âèíèêàþòü â 

îáîëîíö³ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ òà ãðàíè÷í³ çóñèëëÿ íà ðîçðèâ â³äïîâ³äíî; 

крутнM , .буров облM  - íåîáõ³äíèé êðóòíèé ìîìåíò äëÿ çàáåçïå÷åííÿ 

ïîñòàíîâêè àíêåðà ó øïóð òà ìàêñèìàëüíèé äëÿ áóðîâîãî 

îáëàäíàííÿ, ùî âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ ââåäåííÿ àíêåðà ó øïóð [2]; 

µ  - ãóñòèíà ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ [í ⋅ õâ./ì]; N  -  øâèäê³ñòü 

îáåðòàííÿ âèêîíàâ÷îãî îðãàíó áóðîâîãî îáëàäíàííÿ [îá/õâ]; оболadd  - 

ä³àìåòðè àíêåðíî¿ øòàíãè òà îáîëîíêè ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³(àáî øïóðà); 

L  - äîâæèíà ÷àñòèíè àíêåðíî¿ øòàíãè, ÿêó çàô³êñîâàíî ó ìàñèâ 

ã³ðñüêî¿ ïîðîäè; mind , maxd  - ì³í³ìàëüíî òà ìàêñèìàëüíî äîïóñòèì³ 

ä³àìåòðè øïóðà. 
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Ðèñóíîê 1 - Òèïîâèé çàêîí ðîçïîä³ëåííÿ çóñèëü ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ 
îáîëîíêè ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ 

Çàðàç íà øàõòàõ Óêðà¿í³ åêñïëóàòóºòüñÿ øèðîêèé ñïåêòð 

áóðîâîãî îáëàäíàííÿ äëÿ âèáóðþâàííÿ àíêåðíèõ øïóð³â, òà 

âñòàíîâëåííÿ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ. Ïðîáëåìè âèáîðó áóðîâîãî 

îáëàäíàííÿ ÿêå ìîæå çàáåçïå÷èòè íåîáõ³äíèé ñïåêòð çíà÷åíü 

ïàðàìåòð³â íå ³ñíóº. Íàéïîøèðåí³øèì êðèòåð³ºì âèáîðó áóðîâîãî 

îáëàäíàííÿ, çà çâè÷àé, º ö³íîâèé. Öèì ìîæíà ïîÿñíèòè íàéá³ëüøå 

ðîçïîâñþäæåííÿ áóðîâîãî îáëàäíàííÿ äëÿ áóð³ííÿ àíêåðíèõ øïóð³â 

òà ïîñòàíîâêè àíêåð³â âèðîáíèöòâà Êèòàþ, íàïðèêëàä, MQT-120, 

MQT-35 òîùî. Ìàêñèìàëüíèé êðóòíèé ìîìåíò öüîãî áóðîâîãî 

îáëàäíàííÿ íå ïåðåâèùóº Ìêðóòí =120 í ì. ßê ñâ³ä÷èòü [2],  âåëè÷èíà 

öüîãî ïàðàìåòðó ó çíà÷í³é ñòåïåí³ âèçíà÷àº ìîæëèâ³ñòü òà 

ïðàâèëüí³ñòü âèêîíàííÿ òåõíîëîã³¿ âñòàíîâëåííÿ øòàíãè àíêåðà ó 

øïóð ³ çàáåçïå÷óº ÿê³ñòü ïåðåì³øóâàííÿ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³, à 

â³äïîâ³äíî ³ ìàêñèìàëüíî ñïðîìîæíó éîãî ì³öí³ñòü.  Â òîé æå ÷àñ 

ïðàêòè÷íèé äîñâ³ä âèêîðèñòàííÿ ð³çíèõ âèä³â áóðîâîãî îáëàäíàííÿ 

ïîêàçàâ, ùî ÿê³ñòü ïåðåì³øóâàííÿ ³ñòîòíî íå çìåíøóºòüñÿ íàâ³òü ó 

ä³àïàçîí³ 170 ÷ 250 îá/õâ. Òîìó ó ïîäàëüøèõ îá÷èñëåííÿõ 

âèêîðèñòàíî íàéìåíøó ç öüîãî ä³àïàçîíó øâèäê³ñòü 170 îá/õâ. 

Âèêîðèñòàííÿ óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ Í.Ì. Æóêîâñüêîãî, ùî  äîâåëà 

ñâîþ åôåêòèâí³ñòü ïðè âèçíà÷åíí³ ñèëîâèõ ïàðàìåòð³â äëÿ ñèñòåìè 

ã³ðñüêèé ìàñèâ – îáîëîíêà ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ – àíêåðíà øòàíãà [3] ³ 

áóëî âèêîðèñòàíî ïðè âèð³øåíí³ çàäà÷³ (1 – 4). Ñõåìà íàâàíòàæåííÿ 

ñèñòåìè ïîäàíà íà ðèñ. 2, à ðîçðàõóíêîâà ñõåìà íà ðèñ. 3. 

Îñíîâí³ åëåìåíòè íàâàíòàæåííÿ âèäíî ç íàâåäåíîãî âèùå 

ðèñóíêà. 

Îñíîâíèìè ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëåíèìè íà ðèñ. 3 º: 

Q – îñüîâå íàâàíòàæåííÿ àíêåðíî¿ øòàíãè; 
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Ðèñóíîê 2 - Ñõåìà íàâàíòàæåííÿ 
ñèñòåìè ã³ðñüêèé ìàñèâ – îáîëîíêà 
ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ – àíêåðíà øòàíãà 

Ðèñóíîê 3 - Ðîçðàõóíêîâà ñõåìà 
óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ Ì.ª. 

Æóêîâñüêîãî 

pi - ñèëè âçàºìîä³¿, ùî âèíèêàþòü íà êîíòàêò³ àíêåðíà øòàíãà – 

ô³êñóþ÷à ñóì³ø; 

ti - ñèëè âçàºìîä³¿, ùî âèíèêàþòü íà êîíòàêò³ ô³êñóþ÷à ñóì³ø – 

ã³ðñüêèé ìàñèâ; 

Si - çóñèëëÿ, ùî âèíèêàþòü ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ àíêåðíî¿ 

øòàíãè; 

iσ - çóñèëëÿ, ùî âèíèêàþòü ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ îáîëîíêè ³ç 

ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³; 
Äëÿ âèçíà÷åííÿ çóñèëü, ùî âèíèêàþòü ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ 

àíêåðíî¿ øòàíãè òà îáîëîíêè ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ âèêîðèñòàíî 

ðîçâ’ÿçêè óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ Ì.ª. Æóêîâñüêîãî [4] ÿê³ ïðåäñòàâëåí³ 

íàâåäåíèìè íèæ÷å ôîðìóëàìè: 

Çóñèëëÿ, ùî âèíèêàþòü ó ò³ë³ îáîëîíêè ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ òà 

ñèëè, ùî âèíèêàþòü íà êîíòàêòàõ ã³ðñüêà ïîðîäà – ô³êñóþ÷à ñóì³ø  

òà àíêåðíà øòàíãà – ô³êñóþ÷à ñóì³ø âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (5-

6) â³äïîâ³äíî: 
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 ( ) ( )
1 1

0 0

,
k k

В В
k i i i i

i i

p t p tσ
− −

= =

= − = −∑ ∑  (5) 

äå: 

 
2 1

1 1
2 2

1 3

1 2 1 2 2 1
;

8sh sh sh sh
2 2 2 2

k k

k
Q e et

β β
λλ

β β β β β β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + − +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥+ − ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
1 2

1 1
2 21 1 2

1 2 1 2
sh sh  ;

2 22sh sh
2 2

k k

k k
Qp e e t

β βλ β β
β β β β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + − +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − +⎢ ⎥+ − ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (6) 

Çóñèëëÿ, ùî âèíèêàþòü ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ îáîëîíêè 

ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ òà àíêåðíî¿ øòàíãè îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè  

â³äïîâ³äíî: 

 
( )

( ) ( )

1 1
3

2
1 1 1

1 1 3

1  ;

1 ;

Г
k k k

Б
k k k k k

t t

s p p t t

σ
λ

λ
λ λ λ

+ +

+ + +

⎫⎪⎪= − ⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪= − + − ⎪⎪⎪⎪⎭

 

äå:  

 

2
1 2 3 1 2 3 1 3

1

2
1 2 3 1 2 3 1 3

2

ch 1 1  ;
4 4 4

ch 1 1  ;
4 4 4

λ λ λ λ λ λ λλβ

λ λ λ λ λ λ λλβ

⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜= + + + −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜= + − + −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

 ( ) ( )1 2 ;   ;Б Г
прав прав
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λ λ= =
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hÁ, hÃ – â³äñòàíü ì³æ âèñòóïàìè íà øòàíç³ àíêåðà ³ ïîâåðõí³ 

øïóðà â³äïîâ³äíî; 

ББFE ; ГГFE  - ìîäóë³ ïðóæíîñò³ òà ïëîù³ ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó 

àíêåðà òà îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ â³äïîâ³äíî; 

( )прав
ГБ cc + , ( )Слев

Г cc +  - ñóìè êîåô³ö³ºíò³â ïðîïîðö³éíîñò³ íà 

êîíòàêòàõ àíêåðíà øòàíãà – îáîëîíêà ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ òà îáîëîíêà 

ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ – ã³ðñüêà ïîðîäà â³äïîâ³äíî. Çì³ñò êîåô³ö³ºíò³â 

ïðîïîðö³éíîñò³ âèçíà÷àþòüñÿ ³ç ôîðìóëè: fi=c⋅pi, äå: fi – ïåðåì³ùåííÿ 

ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ï³ä ä³ºþ ñèëè pi. Êîåô³ö³ºíò ïðîïîðö³éíîñò³ 

ïðèéìàºòüñÿ ñòàëèì äëÿ ïàðè êîíòàêòóþ÷èõ ïîâåðõîíü.  

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â Бc , прав
Гc , лев

Гc ,ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ 

[5]. 

ßê âèïëèâàº ³ç ôîðìóë (5-6) çóñèëëÿ, ùî âèíèêàþòü ó 

ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ ÿâëÿþòü ñîáîþ 
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ð³çíèöþ ì³æ ñèëàìè íà êîíòàêòàõ àíêåð – ô³êñóþ÷à ñóì³ø òà 

ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ïîâåðõíÿ àíêåðíîãî øïóðà. Îñê³ëüêè âîíè 

âèíèêàþòü íà ð³çíèõ, àëå êîàêñ³àëüíèõ ïîâåðõíÿõ, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ 

íà â³äñòàí³ ð³âí³é òîâùèí³ îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³, òî âîíè 

ïðèçâîäÿòü äî çì³íè ôîðìè îá’ºìó ìàòåð³àëó ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³, à ÿê 

â³äîìî íàâàíòàæåííÿ ïîä³áíîãî òèïó º íåáåçïå÷íèìè äëÿ 

çáåðåæåííÿ ö³ëîñòíîñò³ ìàòåð³àëó.   

Çðîçóì³ëî òàêîæ, ùî çíà÷åííÿ ö³º¿ ð³çíèö³ íå â³äîáðàæàº 

àáñîëþòíèõ çíà÷åíü äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà êîíòàêòóþ÷èõ 

ïîâåðõíÿõ. 

Äëÿ îòðèìàííÿ íèæíüî¿ îö³íêè îïòèìàëüíèõ ïàðàìåòð³â 

ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ âèáðàíî ì³í³ìàëüíî ìîæëèâó øâèäê³ñòü 

îáåðòàííÿ àíêåðíî¿ øòàíãè ó øïóð³ N = 170 îá/õâ. òà êðóòíîãî 

ìîìåíòó äëÿ íàéá³ëüø ïîøèðåíîãî áóðîâîãî ñòàíêà MQT-120 

(Ìêðóòí = 120 íì). Äëÿ òîãî ùîá óñâ³äîìèòè äèíàì³êó çì³í 

ïàðàìåòð³â, ùî äîñë³äæóþòüñÿ, ãðàô³êè ïðåäñòàâëåíî îäíî÷àñíî äëÿ 

äâîõ ð³çíèõ øâèäêîñòåé îáåðòàííÿ âèêîíàâ÷îãî îðãàíó áóðîâîãî 

îáëàäíàííÿ: N =170 òà 180 îá/õâ. 

Îñê³ëüêè äëÿ ðîçðàõóíê³â ó ïîäàëüøîìó íåîáõ³äíî ìàòè 

çíà÷åííÿ ìîäóëÿ ïðóæíîñò³ äëÿ àíêåðíî¿ øòàíãè íîì³íàëüíèì 

ä³àìåòðîì 21 ìì, à â³äîìî ëèøå òå, ùî ðîçðèâí³ çóñèëëÿ àíêåðíî¿ 

øòàíãè íå ìåíøå çà ìàòåð³àë àíêåðíî¿ øòàíãè íîì³íàëüíèì 

ä³àìåòðîì 25 ìì, òî ìîäóëü ïðóæíîñò³ äëÿ ðîçðàõóíê³â ïðèéìàâñÿ 

âèõîäÿ÷è ç ð³âíîñò³ æîðñòêîñò³ íà ðîçðèâ:  

Å25 F25 = E21 F21; 

äå: Å25F25; E21F21 – ìîäóë³ ïðóæíîñò³ òà ïëîù³ ïîïåðå÷íèõ 

ïåðåð³ç³â àíêåðíèõ øòàíã íîì³íàëüíèõ ä³àìåòð³â 25 ³ 21 ìì 

â³äïîâ³äíî. 

Ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1 – 4) îòðèìàíî çà íàñòóïíèõ 

äàíèõ: 

 ;10*5 4нQ = L=2,25 ì; гранσ =60 ÌÏà; ;700500
м
секн

−=µ ad =0,021 ì;  

 ah =0,009 ì; ad =0,025 ì; ah =0,0165 ì; N = 170 òà 180 îá/õâ.; 

 maxd =0,060 ì; Гh = 0,006 ì; aE =1.2 ⋅ 1011 í/ì2; ГE =9.0 ⋅ 109 í/ì2. 
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåí³ ãðàô³÷í³ çàëåæíîñò³ ïàðàìåòð³â äëÿ 

àíêåðíî¿ øòàíãè ç îïòèìàëüíèì ä³àìåòðîì øïóðà òà ç ìîäóëåì 

ïðóæíîñò³ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ òà ä³àìåòð³â 32 ìì òà 34 ìì ç ìîäóëåì 
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ïðóæíîñò³ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³, ÿêà çà çâè÷àé âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè 

ñïîðóäæåíí³ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ íà âóã³ëüíèõ øàõòàõ. 

 
à) á) 

â) 

Ðèñóíîê 4 - Ðîçïîä³ë ïàðàìåòð³â äëÿ íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó àíêåðíî¿ 
øòàíãè dø= 0.025 ì 

à) äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà êîíòàêò³ àíêåð – îáîëîíêà, á)   

äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà êîíòàêò³ îáîëîíêà – øïóð, â)çóñèëü ó 

ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ òà ïåðåì³ùåíü 

ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â çà Ìêð= 120 íì, äå: 1 – äëÿ îïòèìàëüíèõ 

çíà÷åíü ä³àìåòðó øïóðà òà Å = 6.0⋅109 í/ì2;  2 – äëÿ dø = 0.032 ì òà 

Å =7.8⋅109 í/ì2; 3 – äëÿ dø = 0.034 ì òà Å = 7.8⋅109 í/ì2 

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåí³ ãðàô³÷í³ çàëåæíîñò³ ïàðàìåòð³â äëÿ 

àíêåðíî¿ øòàíãè ç îïòèìàëüíèì ä³àìåòðîì øïóðà òà ç ìîäóëåì 

ïðóæíîñò³ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ òà ä³àìåòð³â øïóðà 27 ìì òà 30 ìì ç 

ìîäóëåì ïðóæíîñò³ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³, ÿêà çà çâè÷àé 

âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè ñïîðóäæåíí³ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ íà âóã³ëüíèõ 

øàõòàõ Óêðà¿íè 
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à) á) 

 
â) 

à) äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà êîíòàêò³ àíêåð - îáîëîíêà á)   

äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà êîíòàêò³ îáîëîíêà – øïóð â)çóñèëü ó 

ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ òà ïåðåì³ùåíü 

ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â çà Ìêð  =120 íì 

Ðèñ. 5 - Ðîçïîä³ë ïàðàìåòð³â äëÿ íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó àíêåðíî¿ øòàíãè 
dø = 0.021 ì 

äå: 1 – äëÿ îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü ä³àìåòðó øïóðà òà Å = 6.0⋅109 

í/ì2;   

2 – äëÿ dø = 0.027 ì òà Å= 7.8⋅109 í/ì2; 3 – äëÿ  dø = 0.030 ì òà 

= 7.8⋅109 í/ì2 

Îñê³ëüêè äèíàì³÷íà ãóñòèíà µ  çì³íþºòüñÿ ó ïðîöåñ³ ïîñòàíîâêè 

àíêåðíî¿ øòàíãè ó øïóð â³ä çíà÷åíü 500,0 äî ïîâíîãî çàòâåðä³ííÿ  

äëÿ îòðèìàííÿ ãðàô³÷íèõ çàëåæíîñòåé ïàðàìåòð³â âèáðàíî íàéìåíøå 

çíà÷åííÿ äèíàì³÷íî¿ ãóñòèíè µ  = 500,0. Çðîçóì³ëî, ùî ó òàêîìó ðàç³  

â³äøóêóºòüñÿ íèæíÿ ìåæà îïòèìàëüíèõ ïàðàìåòð³â. Òîáòî, ÿêùî çà 

òàêèõ íàÿâíèõ îáìåæåíü ìàêñèìàëüíèõ êðóòíèõ ìîìåíò³â áóðîâîãî 

îáëàäíàííÿ íåìîæëèâî çàáåçïå÷èòè íîðìàòèâí³ ïàðàìåòðè òåõíîëîã³¿ 

íàïðèêëàä íà ïðîòÿç³ 30 ñåêóíä çàáåçïå÷èòè 170 îá/õâ, òî îòðèìàíå 

çíà÷åííÿ ä³àìåòðó øïóðà  íå áóäå âèòðèìàíî ³ çà á³ëüøèõ çíà÷åíü 

äèíàì³÷íî¿ ãóñòèíè ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³. 
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Äîñë³äæåííÿ ïðîáëåìè âèêîðèñòàííÿ àíêåðíî¿ øòàíãè 

íîì³íàëüíèì ä³àìåòðîì 25 ìì (äèâèñü òàáë. 1 òà ðèñ. 4) äàº ï³äñòàâè 

äëÿ íàñòóïíèõ âèñíîâê³â. 

Òàáëèöÿ 1 

Ïàðàìåòðè îïòèìàëüíèõ ïðîåêò³â äëÿ n=170 òà 180 îá/õâ 
Äèíàì³÷í
à ãóñòèíà 
[í ñåê/ì] 

Dø10-2 

 
 
[ì] 

Eô.ñ   
109 

 
[í/ì2] 

σmax 

 
[í/ì2] 
106 

ö³ëüîâà 
ôóíêö³ÿ 
 
103 

Dø 10-2 

 
 
[ì] 

Eô.ñ 109 

 
 
[í/ì2] 

σmax 

 
[í/ì2] 
106 

ö³ëüîâà 
ôóíêö³ÿ 
 
103 

500 3,2 6,0 4,58 2,828 3,2 6,0 4,58 2,828 
600 3,21 6,0 4,58 2,848 3,27 6,0 4,57 3,1846 
700 3,4 6,0 4,44 3,7179 3,49 6,0 4,36 4,1715 

Îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ìîäóëÿ ïðóæíîñò³ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ ìåíøå 

ïî÷àòêîâîãî 7,8 109 í/ì2 ³ ñêëàäàº 6,0 109í/ì2(äèâ. òàáë. 1). Ãðàô³÷í³ 

çàëåæíîñò³ îòðèìàíèõ ïàðàìåòð³â íà ðèñ. 4 äåìîíñòðóþòü òåíäåíö³þ 

ñòâîðåííÿ á³ëüø ñïðèÿòëèâèõ óìîâ ó ðîáîò³ îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ 

ñóì³ø³  çà ìåíøîþ âåëè÷èíîþ ìîäóëÿ ïðóæíîñò³. Çà îïòèìàëüíèõ 

çíà÷åíü ä³àìåòðó îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ (òîáòî ä³àìåòðó øïóðà 

) ³ ìîäóëÿ ïðóæíîñò³ ïîêðàùóºòüñÿ ðîçïîä³ë äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ÿê 

íà âíóòð³øí³é (ðèñ. 1à ) òàê ³ íà çîâí³øí³é ïîâåðõíÿõ (ðèñ. 1á). 

Ðîçïîä³ë çóñèëü ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ 

ñóì³ø³ òà ïåðåì³ùåíü çîâí³øíüîãî øàðó âòóëêè çîáðàæåíî íà ðèñ. 

4â). Ç àíàë³çó ãðàô³ê³â âèïëèâàº - çà ìåíøèõ çíà÷åíü ìîäóëÿ 

ïðóæíîñò³ çóñèëëÿ ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ îáîëîíêè ðîçïîä³ëåí³ 

á³ëüø ð³âíîì³ðíî, à ïåðåì³ùåííÿ ó çîí³ çàìêîâî¿ ÷àñòèíè àíêåðíî¿ 

øòàíãè çá³ëüøóþòüñÿ, ùî â³äïîâ³äàº çàãàëüíèì óÿâëåííÿì ìåõàí³êè 

äåôîðìîâàíîãî òâåðäîãî ò³ëà. 

Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â ÷èñåëüíèõ äîñë³äæåíü àíêåðíî¿ øòàíãè 

íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó 21 ìì (äèâèñü òàáë. 2 òà ðèñ. 5) äàº ï³äñòàâè 

äëÿ íàñòóïíèõ âèñíîâê³â. 

Òàáëèöÿ 2 

Ïàðàìåòðè îïòèìàëüíèõ ïðîåêò³â äëÿ n = 170 òà 180 îá/õâ 
Äèíàì³÷íà 
ãóñòèíà 
[í ñåê/ì] 

Dø10-2 

[m] 
Eô.ñ   
109 

[í/ì2] 

σmax 

[í/ì2] 
106 

ö³ëüîâà 
ôóíêö³ÿ 
103 

Dø   
10-2 

[m] 

Eô.ñ 
109 

[í/ì2] 

σmax 

[í/ì2] 
10-6 

ö³ëüîâà 
ôóíêö³ÿ 
10-3 

500 2,5 6,0 1,8 0,5287 2,5 6,0 1,8 0,5287 
600 2,5 6,0 1,8 0,5287 2,5 6,0 1,8 0,5287 
700 2,556 6,0 1,728 0,602 2,6 6,0 1,77 0,654 

Ðîçïîä³ë äîòè÷íèõ íàïðóæåíü, ùî âèíèêàþòü íà âíóòð³øí³é òà 

çîâí³øí³õ ïîâåðõíÿõ îáîëîíêè ³ç ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ (ðèñ. 5à, á)),ñòàº 

á³ëüø ð³âíîì³ðíèì íà çîâí³øí³é ïîâåðõí³(ðèñ. 5á) ó ïîð³âíÿíí³ ç 

âíóòð³øíüîþ. Á³ëüø íàâàíòàæåíîþ º âíóòð³øíÿ ïîâåðõíÿ  
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îáîëîíêè(ðèñ. 5à ). Çóñèëëÿ, ùî âèíèêàþòü íà êîíòàêò³ àíêåð – 

ô³êñóþ÷à ñóì³ø íà 15% á³ëüøå í³æ íà êîíòàêò³ ô³êñóþ÷à ñóì³ø – 

ïîâåðõíÿ øïóðà. Ïðè÷îìó, ðîçïîä³ë äîòè÷íèõ íàïðóæåíü çà 

îïòèìàëüíèõ ïàðàìåòð³â (dø = 0,025 ìì òà Åô.ñ. =6,0 ⋅109 í/ì2 ) º 

á³ëüø ð³âíîì³ðíèì, à ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà 

53% ìåíøå í³æ çà íåîïòèìàëüíèõ çíà÷åíü(dø = 0,03 ìì òà Åô.ñ. =7,8 

109 í/ì2 );  

Ïîð³âíÿííÿ ðîçïîä³ëó çóñèëü ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ îáîëîíêè ³ç 

ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ (äèâèñü ðèñ. 5â) äàº ï³äñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùî 

çá³ëüøåííÿ ì³öíîñò³ ìàòåð³àëó ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ ³ ä³àìåòðó øïóðà 

ïðèçâîäèòü äî á³ëüøî¿ íåîäíîð³äíîñò³ çóñèëü ïî äîâæèí³ àíêåðíî¿ 

øòàíãè. Ïåðåì³ùåííÿ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â îáîëîíêè ç ô³êñóþ÷îãî 

ìàòåð³àëó á³ëüøî¿ ì³öíîñò³ (êðèâà 3) º ìåíøèìè (äèâèñü ðèñ. 5â), ùî 

ï³äòâåðäæóº âæå â³äîìèé ôàêò. Çì³íà íîì³íàëüíèõ ä³àìåòð³â 

àíêåðíèõ øòàíã ç 25 ìì íà 21 ìì ïðèçâîäèòü äî ñóòòºâèõ çì³í ó 

ðîçïîä³ë³ íàâàíòàæåíü, ùî ä³þòü íà âíóòð³øí³õ ³ çîâí³øí³õ 

êîíòàêòíèõ ïîâåðõíÿõ. Çîêðåìà, çà íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó àíêåðíî¿ 

øòàíãè 25 ìì á³ëüøîãî íàâàíòàæåííÿ çàçíàº çîâí³øíÿ êîíòàêòíà 

ïîâåðõíÿ ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ïîâåðõíÿ øïóðà ó ïîð³âíÿíí³ ç 

âíóòð³øíüîþ ³ ð³çíèöÿ ñêëàäàº 30%. Çà íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó 

àíêåðíî¿ øòàíãè 21 ìì á³ëüøîãî íàâàíòàæåííÿ çàçíàº âíóòð³øíÿ 

êîíòàêòíà ïîâåðõíÿ àíêåð - ô³êñóþ÷à ñóì³ø ó ïîð³âíÿíí³ ³ç 

çîâí³øíüîþ ³ ð³çíèöÿ ñêëàäàº íå ìåíøå 13%. Àíàë³çóþ÷è 

ïåðåðîçïîä³ë íàâàíòàæåííÿ âèêëèêàíèé çì³íîþ íîì³íàëüíèõ 

ä³àìåòð³â àíêåðíèõ øòàíã òà âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî ð³çíèöÿ ì³æ 

ìîäóëÿìè ïðóæíîñò³ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ ³ ã³ðñüêî¿ ïîðîäè ìåíøà í³æ 

ïàðè àíêåð – ô³êñóþ÷à ñóì³ø, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ñëàáîþ 

ëàíêîþ ó ö³é êîíñòðóêö³¿ º ïàðà àíêåð – ô³êñóþ÷à ñóì³ø. À öåé ôàêò 

îçíà÷àº, ùî ïðè ï³äâèùåíí³ íàâàíòàæåííÿ éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè 

êîíñòðóêö³¿ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ çà ðàõóíîê ïàðè àíêåð – ô³êñóþ÷à 

ñóì³ø º âèùîþ, í³æ ïàðè ô³êñóþ÷à ñóì³ø – ã³ðñüêà ïîðîäà. 

Çà ïðèéíÿòî¿ ôóíêö³¿ ö³ë³ îïòèìàëüí³ ïðîåêòè âèçíà÷àþòüñÿ 

ðîçòàøóâàííÿì íåçàëåæíî¿ çì³ííî¿ (ìîäóëÿ ïðóæíîñò³)íà íèæí³é 

ãðàíèö³ îáìåæåííÿ. Öå îçíà÷àº í³ùî ³íøå ÿê òåíäåíö³þ 

âèêîðèñòàííÿ ô³êñóþ÷î¿ ñóì³ø³ ç ìåíøèì ìîæëèâèì ìîäóëåì 

ïðóæíîñò³ (âðàõîâóþ÷è êîðåëÿö³éíó çàëåæí³ñòü ì³æ ìîäóëåì 

ïðóæíîñò³ òà ìåæåþ ì³öíîñò³ ) ç ìåíøîþ ì³öí³ñòþ. 
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Êð³ì òîãî, ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî êîíñòðóêòèâíîþ îñîáëèâ³ñòþ 

àíêåðíèõ øòàíã íîì³íàëüíèì ä³àìåòðîì 21 ìì, ùî îòðèìóþòü 

øèðîêå ðîçïîâñþäæåííÿ, º â³äñóòí³ñòü ð³çüáîâî¿ ÷àñòèíè. Íàÿâí³ñòü 

ð³çüáîâî¿ ä³ëÿíêè äëÿ àíêåðíèõ øòàíã ç íîì³íàëüíèì ä³àìåòðîì 25 

ìì áóëà âèêëèêàíà íåîáõ³äí³ñòþ ñòâîðåííÿ ïîïåðåäíüîãî 

íàâàíòàæåííÿ. Äëÿ ñòâîðåííÿ ïîïåðåäíüîãî íàâàíòàæåííÿ àíêåðíèõ 

øòàíã íîì³íàëüíèì ä³àìåòðîì 21 ìì âèêîðèñòîâóºòüñÿ çîâí³øíÿ 

ãâèíòîâà íàâèâêà ïðîêàòó. Ðîçðàõóíêè ïðîâåäåí³ â ²ÃÒÌ ÍÀÍ 

Óêðà¿íè ïîêàçóþòü, ùî ìàêñèìàëüíå ïîïåðåäíº íàâàíòàæåííÿ, çà 

òàêèõ êîíñòðóêòèâíèõ îñîáëèâîñòåé ïðîêàòó ³ áóðîâîãî îáëàäíàííÿ ç 

êðóòíèì ìîìåíòîì, ùî íå ïåðåâèùóº 150 íì, íå ïåðåâèùóº 2 ò ïðîòè 

5 ò çà íîðìàòèâíèìè äîêóìåíòàìè [1]. 

Äëÿ îòðèìàííÿ â³äïîâ³ä³ ïðî íåîáõ³äí³ñòü ïîïåðåäíüîãî 

íàâàíòàæåííÿ ³ âèêîðèñòàííÿ àíêåðíèõ øòàíã íîì³íàëüíèì 

ä³àìåòðîì 20 ìì â óìîâàõ âóã³ëüíèõ øàõò Óêðà¿íè (íà ø. 

„Á³ëîð³÷åíñüêà” ÄÂÀÒ „Ëóãàíñüêâóã³ëëÿ”) ” ó 2007 ðîö³ áóëî 

ïðîâåäåíî óêðà¿íñüêî–àìåðèêàíñüêèé åêñïåðèìåíò. Â³í ï³äòâåðäèâ 

íåîáõ³äí³ñòü ³ âàæëèâ³ñòü ñòâîðåííÿ ïîïåðåäíüîãî íàâàíòàæåííÿ. 

Êð³ì òîãî, çàñâ³ä÷èâ âàæëèâ³ñòü íå ò³ëüêè ïîâçäîâæíüî¿ æîðñòêîñò³, 

à é ïîïåðå÷íî¿. ²íøèìè ñëîâàìè, îäíîñòàéíî áóëî çðîáëåíî âèñíîâîê 

ïðî íååôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ ç 

àìåðèêàíñüêîþ òåõíîëîã³ºþ ¿¿ çâåäåííÿ ³ âèñîêó åôåêòèâí³ñòü 

àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ, ç íîì³íàëüíèì ä³àìåòðîì àíêåðíèõ øòàíã 25 

ìì ³ ïîïåðåäí³ì íàâàíòàæåííÿì, ÿêå âèêîðèñòîâóºòüñÿ íà âóã³ëüíèõ 

øàõòàõ Óêðà¿íè. 

ßê ñâ³ä÷èòü ïðîâåäåíèé åêñïåðèìåíò òà ïðàêòè÷íèé äîñâ³ä 

çàñòîñóâàííÿ àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ íà Óêðà¿í³, âðàõóâàííÿ ïîïåðå÷íî¿ 

æîðñòêîñò³ ñòàº âêðàé íåîáõ³äíèì ó âèïàäêó ñëàáêèõ ïîð³ä ïîêð³âë³ 

ã³ðñüêî¿ âèðîáêè. Çà ñòàëî¿ âåëè÷èíè ïîïåðåäíüîãî íàâàíòàæåííÿ, 

ð³âí³ñòü ïîïåðå÷íî¿ æîðñòêîñò³ ïðîïîðö³éíà ð³âíîñò³ ñóìàðíèõ ïëîù 

âñòàíîâëåíèõ àíêåð³â â ðÿäó. 

²íøèìè ñëîâàìè: 

,21212525 FNFN =  

çâ³äêè  

=21N =212525 / FFN 25
2
21

2
25 / Ndd =1.417 25N . 

äå: N25, N21 òà F25, F21 – â³äïîâ³äíî ê³ëüêîñò³ àíêåð³â íîì³íàëüíèõ 

ä³àìåòð³â 25 òà 21 ìì ó ðÿäó òà ¿õ ïëîù³ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â. 
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Òîáòî, äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ð³âíÿ çì³öíåííÿ ïîêð³âë³ ã³ðñüêî¿ 

âèðîáêè ç äîïîìîãîþ 9 àíêåð³â íîì³íàëüíîãî ä³àìåòðó 25 ìì 

ïîñòàâëåíèõ ó ðÿä íåîáõ³äíî ïîñòàâèòè 13 àíêåð³â íîì³íàëüíîãî 

ä³àìåòðó 21 ìì. Îòæå çì³íà ä³àìåòðó àíêåðíèõ øòàíã äëÿ êð³ïëåííÿ 

ã³ðñüêèõ âèðîáîê ïîòðåáóº çì³íè ïàñïîðò³â êð³ïëåííÿ, à öå ó ñâîþ 

÷åðãó íàòèêàºòüñÿ íà â³äñóòí³ñòü ïðàêòè÷íîãî äîñâ³äó ¿õ 

çàñòîñóâàííÿ. 

Âèñíîâêè: 

- åôåêòèâí³ñòü òà íàä³éí³ñòü ðîáîòè àíêåðíîãî êð³ïëåííÿ 

çàëåæèòü â³ä ì³öíîñò³ ô³êñóþ÷èõ ñóì³øåé, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ, 

ì³öíîñò³ ïðîêàòó ç ÿêîãî âèãîòîâëåí³ àíêåðí³ øòàíãè, ¿õ ä³àìåòð³â òà 

ä³àìåòð³â øïóð³â ; 

- çì³íà íîì³íàëüíèõ ä³àìåòð³â àíêåðíèõ øòàíã ç 25 ìì íà 21 ìì 

ïðèçâîäèòü äî ñóòòºâèõ çì³í ó ðîçïîä³ë³ íàâàíòàæåíü, ùî ä³þòü íà 

âíóòð³øí³õ ³ çîâí³øí³õ êîíòàêòíèõ ïîâåðõíÿõ;  

- äëÿ çàáåçïå÷åííÿ âèñîêîãî ð³âíÿ áåçïåêè âèäîáóòêó âóã³ëëÿ ó 

ñêëàäíèõ ã³ðíè÷î-ãåîëîã³÷íèõ óìîâàõ âóã³ëüíèõ øàõò Óêðà¿íè 

íåîáõ³äíî âèêîðèñòîâóâàòè àíêåðíå êð³ïëåííÿ ç íîì³íàëüíèì 

ä³àìåòðîì øòàíã íå ìåíøå 25 ìì ç ìåòðè÷íîþ ð³çüáîâîþ ÷àñòèíîþ 

äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ïîïåðåäíüîãî íàâàíòàæåííÿ ó â³äïîâ³äíîñò³ ç 

ä³þ÷èìè íîðìàòèâíèìè äîêóìåíòàìè; 

- âèêîðèñòàííÿ àíêåðíèõ øòàíã ä³àìåòðó 21 ìì ìîæëèâå ó 

âèðîáêàõ çà á³ëüø ñïðèÿòëèâèõ ã³ðíè÷î-ãåîëîã³÷íèõ óìîâ òà ó 

âèðîáêàõ ç íåâåëèêèì òåðì³íîì ³ñíóâàííÿ ÿê òî ðîçð³çí³ ïå÷³, 

êâåðøëàãè òîùî; 

- äëÿ ï³äâèùåííÿ ñò³éêîñò³ ã³ðñüêèõ âèðîáîê òà áåçïåêè 

âèäîáóòêó âóã³ëëÿ íà âèñîêèõ ãëèáèíàõ çàì³ñòü ñïðîá ïåðåõîäó íà 

ìåíøèé ä³àìåòð àíêåðíèõ øòàíã ç ñóìí³âíîþ åôåêòèâí³ñòþ, 

íåîáõ³äíî çá³ëüøóâàòè ì³öí³ñòü òà äîâæèíó àíêåð³â íîì³íàëüíîãî 

ä³àìåòðó 25 ìì. 
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À.Â.Àðòàìîíîâà, Â.À.Äîëîäàðåíêî, Ñ.Ç.Ïîëèùóê, Â.Í.Ïîëòîðàöêàÿ, 

Â.Â.Ôàëüêî, À.Â.Ïîëèùóê  

ÎÏÛÒÍÎ-ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÖÅÍÊÀ ÑÎÑÒÀÂËßÞÙÅÉ 

ÝÊÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÈÑÊÀ ÎÒ ÒÎ×Å×ÍÎÃÎ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀ 

ÂÛÁÐÎÑÎÂ  ÇÀÃÐßÇÍßÞÙÈÕ  ÂÅÙÅÑÒÂ 

Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [1-4] ðàçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè 

çàäà÷è îöåíêè ñîñòàâëÿþùåé ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà îò òî÷å÷íîãî 

èñòî÷íèêà âûáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â àòìîñôåðó ïðè ïðîãíîçå 

(ðàñ÷åòàõ) èëè ïî äàííûì èçìåðåíèé â çàäàííîé òî÷êå ìåñòíîñòè 

êîíöåíòðàöèé ýòèõ âåùåñòâ. Âåëè÷èíà  ñóììàðíîãî ðèñêà 

îöåíèâàåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ â íàèõóäøèõ óñëîâèÿõ [5] 

êîíöåíòðàöèé Cj õîòÿ áû îäíîãî j-ãî n,j 1=  çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà 

ñâîåé ìàêñèìàëüíîé ðàçîâîé ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé êîíöåíòðàöèè 

ÏÄÊìðj [6] 

 
1

1 2 1 2... ( , ,..., ) ...
мр мрn

n n
ПДК ПДК

f C C C dC dC dCα
∝ ∝

= ⋅∫ ∫ . (1) 

Ðèñê îò êàæäîãî j-ãî çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ 

êàê âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ â òåõ æå óñëîâèÿõ êîíöåíòðàöèåé ýòîãî 

âåùåñòâà ñâîåé ÏÄÊìðj 

 ( )
мрj

j j j j
ПДК

f C dCα
∝

= ∫  (2) 

Â (1) è(2) f è fj - ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèé 

ñèñòåìû (C1,C2,…,Cn) êîíöåíòðàöèé è êàæäîé êîíöåíòðàöèè n,j,C j 1=  

â îòäåëüíîñòè, çàâèñÿùèõ îò âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ 11 m,g,, ggj =λλ  

- ïðîåêòíûõ ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà è õàðàêòåðèñòèê âíåøíåé ñðåäû 

[1]. Íà îñíîâàíèè ïðåäåëüíûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïëîòíîñòè 

f, fj ïðåäñòàâëåíû â âèäå íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé [7]. ×èñëîâûå  

õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè ïðîãíîçíûõ ðàñ÷åòàõ 

ïîëó÷àþò íà îñíîâàíèè ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè [1,7] èëè ñ 

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé [2], à ïðè îöåíêàõ 

ðèñêà ïî äàííûì èçìåðåíèé êîíöåíòðàöèé – ñ ïîìîùüþ 

ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè. 

                                 
  © ÀÐÒÀÌÎÍÎÂÀ À.Â., ÄÎËÎÄÀÐÅÍÊÎ Â.À., ÏÎËÈÙÓÊ Ñ.Ç., ÏÎËÒÎÐÀÖÊÀß Â.Í., 
ÔÀËÜÊÎ Â.Â., ÏÎËÈÙÓÊ À.Â., 2008 
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Íà ïðàêòèêå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ñëó÷àè, â êîòîðûõ èçìåðåíèÿ 

êîíöåíòðàöèé ïðîèçâîäèòñÿ íå äëÿ âñåx n,j 1=  çàãðÿçíÿþùèõ 

âåùåñòâ, à òîëüêî äëÿ îñíîâíûõ 11 n,j = . Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò 

íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÷èñëîâûå 

õàðàêòåðèñòèêè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ f è fj íå ìîãóò áûòü 

ïîëó÷åíû òîëüêî ïî äàííûì èçìåðåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò 

èäåÿ ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñîñòîÿùàÿ â îáúåäèíåíèè çàäà÷ 

[1,2] ïðîãíîçíîé îöåíêè ðèñêà äëÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, 

ïðèçåìíûå êîíöåíòðàöèè êîòîðûõ íå èçìåðÿþòñÿ, ñ çàäà÷åé [4] 

àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ðèñêà äëÿ çàãðÿçíÿþùèõ  âåùåñòâ, ïðèçåìíûå 

êîíöåíòðàöèè êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì 

êîìïëåêñíàÿ çàäà÷à áóäåò äàâèòü èñêîìóþ îïûòíî-òåîðåòè÷åñêóþ 

îöåíêó ðèñêà. 

Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ 

óñëîâèé [5] ñëåäóþùèå âåëè÷èíû è çàâèñèìîñòè: 

1. Ïðîåêòíûå ïàðàìåòðû èñòî÷íèêà: 

à) ãåîìåòðè÷åñêèå 

Ho, ì  - âûñîòà èñòî÷íèêà âûáðîñà íàä óðîâíåì çåìëè; 

Do, ì  -äèàìåòð óñòüÿ èñòî÷íèêà âûáðîñà; 

õf,ì - f-îå ðàññòîÿíèå îò îñíîâàíèÿ èñòî÷íèêà äî òî÷êè íà 

ïðèëåãàþùåé ê èñòî÷íèêó ïîâåðõíîñòè çåìëè, â êîòîðîé îöåíèâàåòñÿ 

èñêîìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà; 

zf, ì - ïðåâûøåíèå òî÷êè, â êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà 

èñêîìîé ñîñòàâëÿþùåé ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà, íàä îñíîâàíèåì 

èñòî÷íèêà; 

á) òåõíîëîãè÷åñêèå: 

jM , ã/ñ - ìàññà j-ãî çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà, âûáðàñûâàåìàÿ â 

àòìîñôåðó â åäèíèöó âðåìåíè; 

Fj - áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé ñêîðîñòü 

îæèäàíèÿ âðåäíûõ âåùåñòâ â àòìîñôåðíîì âîçäóõå; 

oω ,ì/ñ - ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü âûõîäà ãàçîâîçäóøíîé ñìåñè (ÃÂÑ) èç 

óñòüÿ èñòî÷íèêà âûáðîñà.; 

Òã  
îÑ  - òåìïåðàòóðà âûáðàñûâàåìîé ÃÂÑ; 

jC∆  - ïîãðåøíîñòü ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé. 
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2. Õàðàêòåðèñòèêè âíåøíåé ñðåäû: 

À – êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðíîé ñòðàòèôèêàöèè 

àòìîñôåðû; 

η  - áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé ðåëüåô ìåñòíîñòè; 

Òâ  
îÑ  - òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåãî àòìîñôåðíîãî âîçäóõà; 

u , ì/ñ - âåëè÷èíà ñêîðîñòè âåòðà; 

ϕ , ðàä - èçìåíåíèå àçèìóòà âåêòîðà ñêîðîñòè; 

Côj, ìã/ì3 - ôîíîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ j-ãî çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà; 

3. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ggj ,σσ ñëó÷àéíûõ 

èçìåíåíèé ïðîåêòíûõ ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê âíåøíåé ñðåäû 

(èíäåêñ j îòíîñèòñÿ ê âåëè÷èíàì, çàâèñÿùèì îò âèäà çàãðÿçíÿþùèõ 

âåùåñòâ: jфjjj C,C,F,M ∆ ). 

4. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèé Cj j-ûõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ îò 

ïðîåêòíûõ ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê âíåøíåé ñðåäû ggj , λλ  [5] 

 )...,,...,,(CC mjjjj 1541 λλλλ=  , (3) 

ãäå jjфjjjjjj C,C,F,M ∆λλλλ ==== 4321  - õàðàêòåðèñòèêè, 

çàâèñÿùèå îò âèäà çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà; 

15 m,...,λλ  - õàðàêòåðèñòèêè, íå çàâèñÿùèå îò âèäà çàãðÿçíÿþùåãî 

âåùåñòâà. 

5. Äàííûå ïîäôàêåëüíûõ è ñîïðîâîæäàþùèõ èõ èçìåðåíèé: 

à) ïðè îïàñíîì íàïðàâëåíèè âåòðà ϕ îï (íàïðàâëåíèå «èñòî÷íèê-

òî÷êà èçìåðåíèé») è íàèõóäøèõ âåëè÷èíàõ Mj, ω o   [5]: 

èçìåðåííûå â m,к 1=  îïûòàõ êîíöåíòðàöèè n1 çàãðÿçíÿþùèõ 

âåùåñòâ, âûáðàñûâàåìûõ èñòî÷íèêîì, jкC ; 

ïåðå÷åíü çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â êîëè÷åñòâå n2 , 

âûáðàñûâàåìûõ èñòî÷íèêîì, äëÿ êîòîðûõ èçìåðåíèÿ íå 

ïðîèçâîäèëèñü; 

ñêîðîñòü âåòðà uê (ì/ñ) ïðè èçìåðåíèÿõ; 

òåìïåðàòóðà âîçäóõà Òâê 
îÑ  ïðè èçìåðåíèÿõ; 

á) ïðè èçìåðåííîì íàïðàâëåíèè âåòðà ϕ ê , ðàä, îòëè÷íîì îò 

îïàñíîãî, èëè âåëè÷èíàõ Mjê, ω oê , îòëè÷íûõ îò íàèõóäøèõ; 

êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå à) çàäàþòñÿ 

èçìåðåííûå âåëè÷èíû íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè âåòðà ϕ ê, ðàä, à òàêæå 
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èçìåðåííûå âåëè÷èíû ñåêóùåãî ðàñõîäà ìàññû j-ûõ çàãðÿçíÿþùèõ 

âåùåñòâ 1, 1, , 1,jкM j n к m= =  è ñêîðîñòè âûõîäà ÃÂÑ èç óñòüÿ èñòî÷íèêà 

, 1,oк к mω = . 

6. Ñîñòàâ 1,j n=  j-ûõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ è íàëè÷èå ãðóïï 

ñóììàöèè âðåäíîãî äåéñòâèÿ èõ. 

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü â çàäàííîé òî÷êå ìåñòíîñòè íà 

ðàññòîÿíèè õf îò îñíîâàíèÿ èñòî÷íèêà â íàèõóäøèõ óñëîâèÿõ [5] 

ñîñòàâëÿþùóþ ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà äëÿ ÷åëîâåêà îò çàãðÿçíåíèÿ 

àòìîñôåðû îòäåëüíûìè çàãðÿçíÿþùèìè âåùåñòâàìè , 1,j j nα =  è îò 

çàãðÿçíåíèÿ àòìîñôåðû âñåìè çàãðÿçíÿþùèìè âåùåñòâàìè α . 

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ïðè ðàññìîòðåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïûòíî-

òåîðåòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ åå áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â ïðèâåäåíèè â 

ñîîòâåòñòâèå ñ [4] èçìåðåííûõ êîíöåíòðàöèé jкC  ê íàèõóäøèì 

óñëîâèÿì è ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå ïðèâåäåííûõ êîíöåíòðàöèé 
пр
jкC , 1,к m= , â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷àþò ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè 

ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ f è fj äëÿ ÷àñòè èçìåðÿåìûõ êîíöåíòðàöèé 

çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ: 

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 

 * 1
1, 1,

m
пр
jк

к
j

C
C j n

m
== =
∑

, (4) 

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ 

 

* 2

1
1

( )
, 1,

1

пр
m

jк j
к

j

C C
j n

m
σ =

−
= =

−

∑
, (5) 

êîððåëÿöèîííûå ìîìåíòû Kjp è êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè rjp 

ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè  j-ãî è p-ãî çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ 

 

* *

1
1 1

( )( )
, 1, ; 1, , ,

1

m
пр пр
jк j pк p

к
j

C C C C
K j n p n j p

m
=

− −
= = = ≠

−

∑
, (6) 

 jp
jp

j p

K
r

σ σ
= . 

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ íå 

èçìåðÿåìûõ êîíöåíòðàöèé çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ îïðåäåëÿþòñÿ ñ 

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè [1]: 

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 

 n,nj),,...,,(CC m
**

j
*

jj
*
j 11121 +== λλλ , (7) 
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ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ 

 
14

2 2
1

1 5

( ) ( ) , 1,
gj g

m
j j

j
g ggj g

C C
j n nλ λσ σ σ

λ λ= =

∂ ∂
= + = +

∂ ∂∑ ∑ , (8) 

êîððåëÿöèîííûå ìîìåíòû Kjp è êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè rjp 

ìåæäó j-ûì è p-ûì çàãðÿçíÿþùèìè âåùåñòâàìè, âêëþ÷àÿ ìíîæåñòâî 

J  èíäåêñîâ j, p  ìåæäó èçìåðÿåìûìè è íå èçìåðÿåìûìè 

êîíöåíòðàöèÿìè ( j J∈ ) 

 
1

2

5

m
j p

jp g
g g g

C C
K λσλ λ=

∂ ∂
= ⋅

∂ ∂∑ , (9) 

 jp
jp

j p

K
r

σ σ
= , , ,j J p J j p∈ ∈ ≠ . 

Çäåñü j p

g g

C C
λ λ

∂ ∂
⋅

∂ ∂
 - ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàâèñèìîñòè 

êîíöåíòðàöèé îò âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ [1,8]; 

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà íåëèíåéíîñòåé â çàâèñèìîñòè 

êîíöåíòðàöèé îò âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëîâûõ 

õàðàêòåðèñòèê (7)-(9) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä 

ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé [2]. 

Â ñâÿçè ñ âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè îïðåäåëåíèÿ α  ïðè 

áîëüøîì ÷èñëå çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ îöåíêà âåëè÷èí ðèñêà α (1) 

ïðîèçâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåííîé çàâèñèìîñòè, 

ïðåäëîæåííîé â [9,10] 

 min
1 1

11 arcsin ( )
( 1)

n n

j jp j
j jj p p

F r F F
n n

α
π= =≠

= − − ⋅ −
− ∑ ∑∏ ∏ , (10) 

ãäå 

 )(minF;F j
j

minij αα −=−= 11 . (11) 

Ïðè ýòîì ïðè áîëüøîì ÷èñëå èçìåðåíèé ( 100≥m ) âåëè÷èíû jα  

(2) äëÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ñ èçìåðåííûìè êîíöåíòðàöèÿìè 

îïðåäåëÿþòñÿ ïðèáëèæåííî ïî ÷àñòîòå [7] 

 
m

m j
j =α , 

ãäå mj - ÷èñëî ïðåâûøåíèé ïðèâåäåííûõ ê íàèõóäøèì óñëîâèÿì 

èçìåðåííûõ êîíöåíòðàöèé ñâîåé ÏÄÊìpj . 

Â ñëó÷àå ìàëîãî ÷èñëà èçìåðåíèé èëè äëÿ çàãðÿçíÿþùèõ 

âåùåñòâ ñ íåèçìåðåííûìè êîíöåíòðàöèÿìè âåëè÷èíû jα  (2)  

îïðåäåëÿþò òàáëè÷íî [7] èëè ñ ïîìîùüþ ðÿäà [11] 
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 2 5
1 2 5( )( ... )j j j j jZ h b t b t b tα = + + + , 

ãäå 

 
*

21 1; ( ) exp( )
22

мрj j
jj j

j

ПДК C
h Z h h

σ π
−

= = − ; 

 

1

2 3

4 5

1 , 0,2316419, 0,31938153 ,
1
0,356563782 , 1,781477937 ,

1,821253978 , 1,330274429.

j
j

t p b
ph

b b
b b

= = =
+

= =
=− =

 

Âûâîäû. Ïîëó÷åííàÿ îïûòíî-òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà 

ñîñòàâëÿþùåé ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà äëÿ ÷åëîâåêà îò òî÷å÷íîãî 

èñòî÷íèêà âûáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â àòìîñôåðó ïîçâîëÿåò 

îïðåäåëèòü ñóììàðíûé ðèñê è åãî ñîñòàâëÿþùèå îò çàãðÿçíåíèÿ 

îòäåëüíûìè âåùåñòâàìè â ÷àñòî âñòðå÷àþùåìñÿ íà ïðàêòèêå ñëó÷àå, 

â êîòîðîì ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì íå ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèÿ 

ïðèçåìíûõ êîíöåíòðàöèé âñåõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ. 

Äàëüíåéøèå ðàáîòû äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû íà ðàçðàáîòêó 

àëãîðèòìà è ïðîãðàììû ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ èõ â 

ýêîëîãè÷åñêîì ìîíèòîðèíãå ïðåäïðèÿòèé. 
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ËÅÍÒ ÏÐÈ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈ Ñ ÏÐÈÂÎÄÍÛÌ ÁÀÐÀÁÀÍÎÌ 
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Ââåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè â êîíòóðå ëåíòî÷íîãî 

êîíâåéåðà ëåíòà è åå ñîåäèíåíèÿ èñïûòûâàþò ðàçëè÷íûå íàãðóçêè 

êàê ïî âåëè÷èíå, òàê è ïî âèäó èõ ïðèëîæåíèÿ. Îäíèì èç 

õàðàêòåðíûõ âèäîâ íàãðóæåíèÿ, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèì íà 

íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñîåäèíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå 

íàãðóæåíèå ðàñòÿãèâàþùèìè è èçãèáàþùèìè íàãðóçêàìè ñ 

êàñàòåëüíûì ïðèëîæåíèåì òÿãîâîãî óñèëèÿ îò ïðèâîäíîãî áàðàáàíà ê 

ïîâåðõíîñòè ëåíòû, êîíòàêòèðóþùåé ñ íèì. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî 

òÿãîâîå óñèëèå îò ïðèâîäíîãî áàðàáàíà ê ëåíòå ïî äëèíå äóãè îáõâàòà 

ïðèêëàäûâàåòñÿ íåðàâíîìåðíî [1, 2]. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû – îïðåäåëèòü 

íàïðÿæåíèÿ â ñâÿçóþùåì ñëîå ñîåäèíåíèÿ çóá÷àòîé êîíñòðóêöèè ïðè 

âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà. 

Ìåòîä è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Çàäà÷à ðåøàëàñü â 

íåëèíåéíîé (ôèçè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé) ïîñòàíîâêå ìåòîäîì 

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà 

«Ëèðà 9.4» [3]. 

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà (íà ïðèìåðå 

÷åòûðåõïðîêëàäî÷íîé ëåíòû ñ ðåçèíîòêàíåâûì êàðêàñîì íà îñíîâå 

òêàíè ÒÊ-200) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåâÿòèñëîéíóþ ìîäåëü, ñîñòîÿùóþ 

èç ÷åòûðåõ ñëîåâ òêàíåâûõ ïðîêëàäîê òîëùèíîé, ðàâíîé δ=1 ìì; 

òðåõ  ðåçèíîâûõ ïðîñëîåê, ëåæàùèõ ìåæäó òêàíåâûìè ïðîêëàäêàìè, 

òîëùèíîé s=1 ìì; äâóõ ñëîåâ – ðàáî÷åé è íåðàáî÷åé ðåçèíîâûõ 

îáêëàäîê. 

Òêàíåâûå ïðîêëàäêè, ñâÿçóþùèé ñëîé ìåæäó ñîåäèíÿåìûìè 

ïîâåðõíîñòÿìè è ðåçèíîâûå ïðîñëîéêè ìåæäó òêàíåâûìè 

ïðîêëàäêàìè ìîäåëèðîâàëèñü ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè ñ 

ýêñïîíåíöèàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è 

äåôîðìàöèÿìè «σ–ε». Ïðèíÿòûå â ðàñ÷åòàõ õàðàêòåðèñòèêè 

                                 
  © ÊÓÇÜÌÅÍÊÎ Â.È., ÊÈÐÜßÇÅÂ Ï.Í., 2008 
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ðåçèíîâûõ ïðîñëîåê è ñâÿçóþùåãî ñëîÿ: ìîäóëü óïðóãîñòè Åð=10 

Í/ìì2 ; êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà µð = 0,4. Õàðàêòåðèñòèêè òêàíåâûõ 

ïðîêëàäîê: ìîäóëü óïðóãîñòè Åò=1000 Í/ìì2; êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 

µò = 0,275. Êîíñòðóêòèâíûå ïàðàìåòðû ñîåäèíåíèÿ ïðèíÿòû 

ñëåäóþùèå: äëèíà l = 500 ìì; óãîë ñðåçà áîêîâûõ ãðàíåé çóáüåâ  

ðàâåí 45°; øèðèíà çóáà b = 50 ìì; òîëùèíà ñâÿçóþùåãî ñëîÿ 

s = 1 ìì. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå çóá÷àòîãî 

ñîåäèíåíèÿ îïðåäåëÿëîñü äëÿ ïîëîæåíèÿ, êîãäà ñòûê ïîëíîñòüþ 

ðàñïîëàãàëñÿ íà ïðèâîäíîì áàðàáàíå äèàìåòðîì 400 ìì, ò.å. óãîë 

îáõâàòà ðàâåí 180°. 

Íàãðóçêà ïðèêëàäûâàëàñü êàê ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïî 

ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèÿì òêàíåâûõ ïðîêëàäîê â íàáåãàþùåé âåòâè ëåíòû 

ñ èíòåíñèâíîñòüþ 20 Í/ìì2 , â ñáåãàþùåé âåòâè – 5 Í/ìì2 . Êðîìå 

òîãî, ïî ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ëåíòû ñ áàðàáàíîì ïðèëîæåíà 

ïåðåìåííàÿ êàñàòåëüíàÿ íàãðóçêà. Óïðîùåííûé çàêîí èçìåíåíèÿ 

êàñàòåëüíîé íàãðóçêè ïî ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ëåíòû ñ ïðèâîäíûì 

áàðàáàíîì ïðèíÿò íà îñíîâàíèè ðàáîòû [1] . Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàí 

ïðèíÿòûé â ðàñ÷åòàõ ëèíåàðèçîâàííûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ 

êàñàòåëüíîé íàãðóçêè ïî ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ëåíòû ñ ïðèâîäíûì 

áàðàáàíîì. 

 
Ðèñóíîê 1 - Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîé íàãðóçêè ïî ïîâåðõíîñòè 

êîíòàêòà 

Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ êàñàòåëüíîé íàãðóçêè íà ïëîùàäêå øèðèíîé 

1 ìì è äëèíîé, ðàâíîé äëèíå  ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà, ñîñòàâëÿåò 60Í, 

ò.å. ïàðàìåòð íàãðóçêè q = 0.025Í/ìì2 .  

Îáùèé âèä êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû çóá÷àòîãî 

ñîåäèíåíèÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì ïðåäñòàâëåí 

íà ðèñ. 2 (ãäå 1 – ëåíòà; 2 – ïðèâîäíîé áàðàáàí; 3 – òÿãè, 
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ïðèãèáàþùèå ëåíòó ê áàðàáàíó), à íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà 

äåôîðìèðîâàííàÿ ñõåìà ñîåäèíåíèÿ íà ïðèâîäíîì áàðàáàíå. 

 

Ðèñóíîê 2 - Îáùèé âèä êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû çóá÷àòîãî 
ñîåäèíåíèÿ íà ïðèâîäíîì áàðàáàíå. 

 

Ðèñóíîê 3 - Äåôîðìèðîâàííàÿ ñõåìà çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ íà ïðèâîäíîì 
áàðàáàíå 

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñâÿçóþùåãî 

ñëîÿ çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ ëåíòû ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì 

áàðàáàíîì ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4-9 â âèäå 

ãðàôè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé êîìïîíåíò íîðìàëüíûõ (Nx, Ny, Nz) è 

êàñàòåëüíûõ (Txy, Tyz, Txz) íàïðÿæåíèé ïî äëèíå ñîåäèíåíèÿ. 
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Ðèñóíîê 4 - Íàïðÿæåíèÿ Nx â ñâÿçóþùåì ñëîå çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ ëåíòû 
ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì 
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Ðèñóíîê 5 - Íàïðÿæåíèÿ Ny â ñâÿçóþùåì ñëîå çóáàòîãî ñîåäèíåíèÿ ëåíòû 
ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì 
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Ðèñóíîê 6 - Íàïðÿæåíèÿ Nz â ñâÿçóþùåì ñëîå çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ ëåíòû 
ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì 
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Ðèñóíîê 7 - Íàïðÿæåíèÿ Txy â ñâÿçóþùåì ñëîå çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ ëåíòû 
ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì 
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Ðèñóíîê 8 - Íàïðÿæåíèÿ Txz â ñâÿçóþùåì ñëîå çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ ëåíòû 
ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì 
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Ðèñóíîê 9 - Íàïðÿæåíèÿ Tyz â ñâÿçóþùåì ñëîå çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ ëåíòû 
ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì 

Èç ñðàâíåíèÿ êîìïîíåíò íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñâÿçóþùåì 

ñëîå (ðèñ. 4-6) âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé 

âîçíèêàþò â çîíå íàáåãàíèÿ íà ïðèâîäíîé áàðàáàí. Íà ïðèìåðå ñëîÿ 

¹6: Ny = 1,4 ÌÏà, Nõ = 0,76 ÌÏà, Z – Nz = 0,08  ÌÏà. Ïðè ýòîì ïî 

òîëùèíå ñîåäèíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ èçìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. 

Íàèìåíåå íàïðÿæåííûìè ñëîÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëîè ¹1 è ¹9. Â 
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ñáåãàþùåé âåòâè ëåíòû ñ ïðèâîäíîãî áàðàáàíà ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà 

âåëè÷èíû íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñâÿçóþùåì ñëîå ñîåäèíåíèÿ 

çíà÷èòåëüíî íèæå: x yN N 0,38МПа,= =  zN 0,06МПа= . 

Êîìïîíåíòû êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñâÿçóþùåì ñëîå (ðèñ. 7-

9) èìåþò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ â çîíå íàáåãàíèÿ ëåíòû íà 

ïðèâîäíîé áàðàáàí íà ïðèìåðå ñëîÿ ¹6: xy xzT T 0,85МПа= = , 

yzT 0,12МПа= . Â òî÷êå ñáåãàíèÿ ñ ïðèâîäíîãî áàðàáàíà ýòè 

íàïðÿæåíèÿ çíà÷èòåëüíî íèæå è ñîñòàâëÿþò xy xzT T 0,2МПа= = , à 

yzT 0,03МПа= . Êàê è â ñëó÷àå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, â ñëîÿõ ¹2 – 

¹8 ïî òîëùèíå ñîåäèíåíèÿ êàñàòåëüíûå  íàïðÿæåíèÿ îòëè÷àþòñÿ 

äðóã îò äðóãà íåçíà÷èòåëüíî, à ñëîè ¹1 è ¹9 òàêæå ÿâëÿþòñÿ 

íàèìåíåå íàãðóæåííûìè. 

Ñ öåëüþ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé 

ñâÿçóþùåãî ñëîÿ çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ êîíâåéåðíîé ëåíòû äëÿ 

ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ åå íàãðóæåíèÿ (ðàñòÿæåíèå íà ïðÿìîëèíåéíîì 

ó÷àñòêå ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà, ðàñòÿæåíèå ñ èçãèáîì íà íåïðèâîäíîì 

áàðàáàíå [4], ðàñòÿæåíèå ñ èçãèáîì íà ïðèâîäíîì áàðàáàíå) áûëè 

îïðåäåëåíû ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ ïî ýíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè 

ïðî÷íîñòè. Ãðàôèêè ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 

10 (N04_R – äëÿ ñëó÷àÿ ðàñòÿæåíèÿ ñòûêà íà ïðÿìîëèíåéíîì 

ó÷àñòêå, N04_OB è N04_PB – äëÿ ñëó÷àåâ ðàñòÿæåíèÿ ñ èçãèáîì, 

ñîîòâåòñòâåííî, íà íåïðèâîäíîì è ïðèâîäíîì áàðàáàíàõ) 

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî 

ìàêñèìàëüíûå ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ â ñâÿçóþùåì ñëîå 

çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ èìåþò ìåñòî ïðè åãî  âçàèìîäåéñòâèè ñ 

íåïðèâîäíûì áàðàáàíîì è ñîñòàâëÿþò экв.(ОВ) 2,1МПаσ = . Ïðè 

ðàñòÿæåíèè ñîåäèíåíèÿ íà ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå êîíâåéåðà  

ìàêñèìàëüíûå ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ ðàâíÿþòñÿ 

экв.(R ) 1,8 МПаσ = , à ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðèâîäíûì áàðàáàíîì 

экв.(PВ) 1,7 МПаσ = . 

Âûâîäû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ ïðè åãî âçàèìîäåéñòâèè  ñ 

ïðèâîäíûì áàðàáàíîì ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà ïîçâîëèë óñòàíîâèòü: 

– ïî òîëùèíå ñîåäèíåíèÿ âñå êîìïîíåíòû  íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ â ñâÿçóþùåì ñëîå èçìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, ïðè ýòîì 
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Ðèñóíîê 10 - Ñðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé â ñâÿçóþùåì ñëîå 
çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàñ÷åòíûõ ñõåì åãî íàãðóæåíèÿ 

– ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ñâÿçóþùåì ñëîå ñîåäèíåíèÿ 

èìåþò ìåñòî â çîíå íàáåãàíèÿ ëåíòû íà ïðèâîäíîé áàðàáàí, êîòîðûå â 

2,4 ðàçà ïðåâûøàþò íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå â ñâÿçóþùåì ñëîå â 

çîíå ñáåãàþùåé âåòâè ëåíòû; 

–íàèáîëüøèå ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ â ñâÿçóþùåì ñëîå 

çóá÷àòîãî ñîåäèíåíèÿ ëåíòû èìåþò ìåñòî ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ 

íåïðèâîäíûì áàðàáàíîì ëåíòî÷íîãî êîíâåéåðà. 
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ñîåäèíåíèé ëåíò ëåíòî÷íûõ êîíâåéåðîâ ïðè ðàñòÿæåíèè è èçãèáå íà 
íåïðèâîäíîì áàðàáàíå / Â.È. Êóçüìåíêî, Ï.Í. Êèðüÿçåâ // 
Ïîäúåìíî-òðàíñïîðòíàÿ òåõíèêà.– 2008. – ¹3. 

 

 

Ïîëó÷åíî 05.05.2008 ã. 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

154  ISSN 1562-9945 

ÓÄÊ 004.8 + 004.032.26 
Ä.À. Ðà÷êîâñêèé  

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÌÛØËÅÍÈß ÊÀÊ ÏÓÒÜ ÏÎÂÛØÅÍÈß 

ÈÍÒÅËËÅÊÒÓÀËÜÍÎÑÒÈ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÕ 

ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ È ÑÈÑÒÅÌ 

Ââåäåíèå 

Ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû õîðîøî ïðèñïîñîáëåíû ê ðåøåíèþ 

ðÿäà îãðàíè÷åííûõ è õîðîøî ôîðìàëèçîâàííûõ çàäà÷, òðóäíûõ äëÿ 

÷åëîâåêà, òàêèõ, êàê ñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ. Ìíîãèå 

âèäû èíòåëëåêòóàëüíîé àêòèâíîñòè íå òðåáóþò ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçóìà 

– åãî ìîæåò çàìåíèòü áûñòðûé ïåðåáîð âàðèàíòîâ. Îäíàêî 

ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû èñïûòûâàþò òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèè 

îãðîìíîãî ÷èñëà çàäà÷, ëåãêèõ äëÿ ÷åëîâåêà. Íèêàêîé êîìïüþòåð 

èëè ïðîãðàììà íå ìîæåò äåëàòü áîëüøèíñòâî âåùåé, êîòîðûå äåëàåò 

ðåáåíîê. Äàæå ïðè îòñóòñòâèè çíàíèé ÷åëîâåê äåéñòâóåò – íàïðèìåð, 

ïî àíàëîãèè [6], òîãäà êàê òðàäèöèîííûé êîìïüþòåð ñòîïîðèòñÿ. 

Íåäîñòàòîê ñîâðåìåííûõ ïðîãðàìì â òîì, ÷òî ó íèõ åñòü èíôîðìàöèÿ 

î òîì, ÷òî è êàê (êàêèå îïåðàöèè) íàäî äåëàòü, íî íåò èíôîðìàöèè î 

öåëÿõ (çà÷åì). Ñîîòâåòñòâåííî, ó êîìïüþòåðà íåò ñðåäñòâ óçíàòü, 

äîñòèãíóòû ëè öåëè, è åñëè äà, êàêîé öåíîé è íàñêîëüêî õîðîøî.  

Òàêèå ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà (ÈÈ), 

êàê Íèêîëàé Àìîñîâ, Ìàðâèí Ìèíñêèé, Äóã Ëåíàò âûñêàçûâàëè 

ìíåíèå, ÷òî çàäà÷è, êîòîðûå ïëîõî ðåøàþò ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû 

– ýòî çàäà÷è, òðåáóþùèå çäðàâîãî ñìûñëà ([1, 2], [9], [8]). Ìû 

ñ÷èòàåì, ÷òî ïóòü ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåì ñóùåñòâóþùèõ ñèñòåì ÈÈ 

ìîæåò ëåæàòü â ñîçäàíèè êðóïíîìàñøòàáíûõ áàç çíàíèé çäðàâîãî 

ñìûñëà â ñî÷åòàíèè ñ ìåõàíèçìàìè ýôôåêòèâíîãî ïîèñêà è 

èçâëå÷åíèÿ èç òàêèõ áàç èíôîðìàöèè îá èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ 

ðåøåíèÿ çàäà÷ èëè ïîâåäåíèÿ â ñèòóàöèÿõ, è èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé 

èíôîðìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ íîâûõ âõîäíûõ çàäà÷. 

Íåîáõîäèìîñòü çíàíèé çäðàâîãî ñìûñëà 

Ñóùåñòâóþùèå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû ïðîåêòèðóþòñÿ äëÿ 

ðàáîòû â îïðåäåëåííûõ óçêèõ îáëàñòÿõ, ïîëüçóþòñÿ îäíèì ìåòîäîì. 
                                 

  © ÐÀ×ÊÎÂÑÊÈÉ Ä.À., 2008 
Ðåäêîëëåãèÿ, ïðèíèìàÿ ðåøåíèå î ïóáëèêàöèè ïðåäëàãàåìîé ñòàòüè â äàííîì ñáîðíèêå, 
îáðàùàåò âíèìàíèå íà åå ìåæäèñöèïëèíàðíîñòü è âàæíîñòü ïîäíÿòîé àâòîðîì ñòàòüè 
ïðîáëåìû ïîâûøåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíîñòè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. 
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Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ìåòîä íå ñðàáàòûâàåò, ïðîãðàììà âûäàåò 

«ñòðàííûå» ðåçóëüòàòû. Ó êîìïüþòåðîâ íåò "îáùèõ çíàíèé", 

"çäðàâîãî ñìûñëà" (common sense knowledge), ïîýòîìó îíè íå 

«ïîíèìàþò», ÷òî îò íèõ òðåáóåòñÿ â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè. Ñòðóêòóðà 

ïðîãðàìì îáû÷íî èçëèøíå ïðîöåäóðàëüíà, â òîì ñìûñëå, ÷òî 

ïðîãðàììû ãëàâíûì îáðàçîì âûïîëíÿþò ïðåäîïðåäåëåííûå 

ïðîöåäóðû, íå àíàëèçèðóÿ, êîãäà, â êàêîé ñèòóàöèè ýòè ïðîöåäóðû 

ïðèìåíèìû. 

Ñóùåñòâóþùèå ïðîãðàììû ðåøàþò èçîëèðîâàííûå ñïåöèàëèçè-

ðîâàííûå çàäà÷è, â òî âðåìÿ êàê ëþäè îáó÷àþòñÿ äåñÿòêàì òûñÿ÷ íà-

âûêîâ. Åñëè áû ó ïðîãðàììû áûëî ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ïðèíÿòèÿ ðå-

øåíèÿ, îíà áû ïðè âîçíèêíîâåíèè ïðîáëåì ïåðåêëþ÷àëàñü íà äðóãîé 

ïîäõîä. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, ñíàáäèâ ïðîãðàììó áîëüøèìè áàçàìè 

îáùèõ çíàíèé – çíàíèé çäðàâîãî ñìûñëà – è ìíîãî÷èñëåííûìè ìåòî-

äàìè èõ èñïîëüçîâàíèÿ – òî åñòü, ïðåäîñòàâèâ ïðîãðàììàì áîëüøå 

"ñõåì ìûøëåíèÿ". 

Ìåõàíèçìû ïîâûøåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíîñòè  

Èòàê, äëÿ ñèñòåì ÈÈ òðåáóåòñÿ çíàíèÿ çäðàâîãî ñìûñëà è 

ìåõàíèçìû èõ èñïîëüçîâàíèÿ.  

Áàçà çíàíèé çäðàâîãî ñìûñëà. Â ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ, äàæå 

îñíîâàííûõ íà çíàíèÿõ, ôðàãìåíòû çíàíèé çà÷àñòóþ èçîëèðîâàíû è 

íå "ïðèâÿçàíû" ê öåëÿì. Â òî æå âðåìÿ ÷åëîâåê ñïîñîáåí ïî-ðàçíîìó 

ïðåäñòàâëÿòü è îöåíèâàòü îäíó è òó æå ñèòóàöèþ â çàâèñèìîñòè îò 

öåëè, è êàæäàÿ òàêàÿ "òî÷êà çðåíèÿ" ìîæåò äàòü àëüòåðíàòèâíûå 

ïóòè äîñòèæåíèÿ öåëè.  

Òðåáóþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû çíàíèé è ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èõ 

ïðåäñòàâëåíèÿ. Êàæäûé îáúåêò ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü ðàçíûìè 

ñïîñîáàìè. Ïðè÷åì ïåðåêëþ÷åíèå îò îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê äðóãîìó 

äîëæíî ïðîèñõîäèòü äîñòàòî÷íî ëåãêî è ðåøåíèå î òàêîì 

ïåðåêëþ÷åíèè ïðè âîçíèêíîâåíèè ïðîáëåì ñèñòåìà äîëæíà 

ïðèíèìàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ 

ïðåäñòàâëåíèé íóæíî èìåòü õîðîøèå ñïîñîáû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î 

òîì, êîãäà èñïîëüçîâàòü êàæäûé òèï ïðåäñòàâëåíèÿ, à òàêæå 

ñîõðàíÿòü è èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû óæå ïðîäåëàííîé ðàáîòû.  

Íóæíà ïàìÿòü – áàçà çíàíèé (ÁÇ), êîòîðàÿ èùåò òî, ÷òî 

òðåáóåòñÿ â òåêóùåé ñèòóàöèè, ïîñêîëüêó çàðàíåå íå èçâåñòíî, ÷òî 

èìåííî ïîòðåáóåòñÿ. ÁÇ äîëæíà âêëþ÷àòü âçàèìîñâÿçàííûå 
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ïðåäñòàâëåíèÿ ýïèçîäîâ-ñèòóàöèé, çàäà÷ è öåëåé, ïðîöåäóð îáó÷åíèÿ 

è èñïîëüçîâàíèÿ. 

Öåëè è çàäà÷è äîëæíû âêëþ÷àòü öåëè, çàäà÷è, îãðàíè÷åíèÿ, ïðè 

êîòîðûõ ñëåäóåò (èëè íå ñëåäóåò) èñïîëüçîâàòü òàêóþ áàçó; ñâåäåíèÿ 

î ðåëåâàíòíîñòè ýïèçîäîâ-ôðàãìåíòîâ áàçû ñèòóàöèÿì, êîíòåêñòàì, 

ïîäöåëÿì; ñâåäåíèÿ î òîì, êàê ýïèçîäû ïðèìåíÿëàñü â ïðîøëîì è 

íàñêîëüêî ýôôåêòèâíî áûëî ýòî ïðèìåíåíèå. 

Ïðîöåäóðû äîëæíû âêëþ÷àòü çíàíèÿ î òîì, êóäà ïðèëîæèòü 

ôðàãìåíò çíàíèé; êàêèõ äåéñòâèé íå ïðåäïðèíèìàòü, ÷òîáû íå 

ñäåëàòü ñèòóàöèþ õóæå; êàê äåéñòâîâàòü, êîãäà îáû÷íûå ìåòîäû íå 

ðàáîòàþò; êàê ïðèìåíÿòü ñòàðûå çíàíèÿ ê íîâîé ñèòóàöèè. 

Çíàíèÿ îá îñîáåííîñòÿõ ïðèìåíåíèÿ ýïèçîäà çíàíèé äîëæíû 

âêëþ÷àòü ñâåäåíèÿ î çàòðàòàõ íà ïðèìåíåíèå, ïîáî÷íûõ ýôôåêòàõ, 

èñêëþ÷åíèÿõ – â êàêèõ êîíòåêñòàõ, êàêèå àëüòåðíàòèâû ìîãóò 

îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè. 

Äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü èíôîðìàöèÿ îá èñòî÷íèêå çíàíèÿ, åãî 

íàäåæíîñòè, êàê ñêîðî çíàíèå ìîæåò óñòàðåòü, êòî åùå èìååò çíàíèÿ 

î öåëåâîé ñèòóàöèè è êóäà ìîæíî îáðàòèòüñÿ ñ çàïðîñîì î òàêîì 

çíàíèè. 

Ìûøëåíèå íà îñíîâå çäðàâîãî ñìûñëà. Âòîðàÿ çàäà÷à – äàòü 

êîìïüþòåðàì ñïîñîáíîñòü ê ðàññóæäåíèÿì íà îñíîâå çäðàâîãî ñìûñëà, 

ïóòè èñïîëüçîâàíèÿ (áàçû) çíàíèé çäðàâîãî ñìûñëà äëÿ ðåøåíèÿ 

ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷. Áàçà çíàíèé ñ ìèëëèîíàìè ôàêòîâ (ýïèçîäîâ) 

íåîáõîäèìà, íî íå äîñòàòî÷íà. Íåîáõîäèìî ïðåäîñòàâèòü ñèñòåìå ÈÈ 

ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïóòåé èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî çíàíèÿ äëÿ 

ìûøëåíèÿ: ðàçëè÷íûå ïóòè ðàññóæäåíèé, ïëàíèðîâàíèÿ, 

îáúÿñíåíèÿ, ïðîãíîçèðîâàíèÿ, è äðóãèõ ìåíòàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé, 

àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå èñïîëüçóåò ÷åëîâåê. Íàïðèìåð:  

Åñëè åñòü çàäà÷à, íàéòè ïðîøëóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ðåøàëàñü 

ïîäîáíàÿ. 

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ äåéñòâèå, ïðåäâèäåòü, ÷òî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ äàëåå. 

Åñëè ðåøåíèå íåóäà÷íî, ïðåäëîæèòü äðóãèå ïóòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. 

Åñëè íàáëþäàåòñÿ ñîáûòèå, îïðåäåëèòü, ÷òî âûçâàëî åãî.  

Åñëè íàáëþäàåòñÿ îáúåêò, îïðåäåëèòü, êîìó îí ïðèíàäëåæèò.   

Åñëè îáúåêò äåéñòâóåò, îïðåäåëèòü, êàêàÿ ìîæåò áûòü öåëü 

äåéñòâèÿ. 
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Âñå ýòî – îñîáûé òèï çíàíèé, íî íå î âíåøíåì, à î âíóòðåííåì 

ìèðå. Ýòî çíàíèÿ î ïóòÿõ èñïîëüçîâàíèÿ çíàíèé äëÿ ðàññóæäåíèÿ î 

ìèðå ñ öåëüþ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷.  

Íåîáõîäèìî èìåòü ìíîæåñòâî ñõåì ìûøëåíèÿ, ò.å. îïåðèðîâàíèÿ 

çíàíèÿìè. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî èìåòü ìåòàçíàíèÿ î òîì, êàêîé 

ñïîñîá îïåðèðîâàíèÿ çíàíèÿìè ïîäõîäèò äëÿ êîíêðåòíîé ñèòóàöèè.  

Ñèñòåìà ÈÈ äîëæíà áûòü  

Ðåàêòèâíîé – îïåðèðîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿìè ðåàëüíûõ ñèòóàöèé.  

Ïëàíèðóþùåé – îïåðèðîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿìè áóäóùèõ ðåàêöèé.  

Ðåôëåêñèâíîé – îïåðèðîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿìè ïëàíîâ.  

Ñàìî-ðåôëåêñèâíîé – îïåðèðîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿìè ðåôëåêñèé.  

Ïðåäñòàâëåíèÿ äîëæíû áûòü îáîáùåííûìè, àáñòðàãèðîâàííûìè. 

Òàê êàê íåâîçìîæíî îïåðèðîâàòü ñ îãðîìíûì ÷èñëîì 

èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïðàâèë è ò.ï. äëÿ êîíêðåòíûõ 

èíäèâèäóàëüíûõ ñèòóàöèé, íåîáõîäèìî àáñòðàãèðîâàíèå. Ïðè÷åì 

àáñòðàãèðîâàíèå äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòî. 

Ïðåäñòàâëåíèÿ äîëæíû áûòü îáîáùåííûìè, àáñòðàãèðîâàííûìè. 

Òàê êàê íåâîçìîæíî îïåðèðîâàòü ñ îãðîìíûì ÷èñëîì 

èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïðàâèë è ò.ï. äëÿ êîíêðåòíûõ 

èíäèâèäóàëüíûõ ñèòóàöèé, íåîáõîäèìî àáñòðàãèðîâàíèå. Ïðè÷åì 

àáñòðàãèðîâàíèå äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòî.  

Ïóòè ðåàëèçàöèè 

Èòàê, íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü è ðåàëèçîâàòü ïðèíöèïû 

ïîñòðîåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ñèñòåì 

ÈÈ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ðàçíîñòîðîííèå, íàäåæíûå 

(óñòîé÷èâûå, ðîáàñòíûå), ìóëüòèðåñóðñíûå ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî, â 

ïåðâóþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàíèå ðàññóæäåíèé íà îñíîâå 

çäðàâîãî ñìûñëà, òî åñòü ñîçäàíèå áîëüøèõ ÁÇ çäðàâîãî ñìûñëà è 

ìåòîäîâ îðãàíèçàöèè, ïðèîáðåòåíèÿ, è èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ çíàíèé.  

Â êà÷åñòâå ìåõàíèçìà ðåøåíèÿ çàäà÷ íà îñíîâå îïåðèðîâàíèÿ 

áàçàìè çíàíèé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîäõîäà ðàññóæäåíèé íà 

îñíîâå ïðèìåðîâ. Ìîäåëèðîâàíèå ðàññóæäåíèé íà îñíîâå ïðèìåðîâ è 

èõ ðàçíîâèäíîñòåé – ðàññóæäåíèé íà îñíîâå ïðåöåäåíòîâ è àíàëîãèé 

– óæå øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ñèñòåìàõ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà 

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîèñêà, êëàññèôèêàöèè, àïïðîêñèìàöèè, 

ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ïëàíèðîâàíèÿ, ìîíèòîðèíãà, äèàãíîñòèêè, 

óïðàâëåíèÿ [7]. Ïðè ðåàëèçàöèè ïîäõîäà ðàññóæäåíèé ïî ïðèìåðàì â 
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ñèñòåìàõ ÈÈ ôîðìèðóåòñÿ áàçà ïðåöåäåíòîâ èëè àíàëîãîâ, ãäå 

çàïîìèíàþòñÿ îïèñàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ èëè îáîáùåííûõ ïðèìåðîâ 

– ñèòóàöèè âìåñòå ñ ïðîãíîçàìè èõ ðàçâèòèÿ, ðåàêöèÿìè íà íèõ, 

çàäà÷è ñ èõ ðåøåíèÿìè, è ò.ï. – ò.å. ïðåöåäåíòû è àíàëîãè. Äëÿ 

íîâîé âõîäíîé ñèòóàöèè ñèñòåìà íàõîäèò îäíó èëè íåñêîëüêî 

áëèæàéøèõ, ñõîäíûõ ñ íåé ñèòóàöèé â áàçå, è ïðèíèìàåò ðåøåíèÿ, 

äåëàåò ïðîãíîçû è âûâîäû î âõîäíîé ñèòóàöèè, àäàïòèðóÿ ê íåé 

çíàíèÿ îá èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ (ðèñ. 1). 

 
 

... 

БАЗА ПРИМЕРОВ 

...

БАЗА ПРИМЕРОВ 

                   Поиск сходного примера в базе по признакам входного объекта 
                   Перенос признаков примера из базы на входной объект   

Ðèñóíîê 1 - Ðàññóæäåíèÿ íà îñíîâå ïðèìåðîâ  

 

 
 

Обобщение примеров 

Неструктурированная информация

Выделение 
признаков ψ(x)

X 

Проецирование 
f(Rx) 

Композиция 
xi→Xi;  X=∨Xi 

x

Связывание 〈X〉  

〈X〉 

Структурированная информация 

Линейные модели 

Композиция 

Отбор признаков 

Нейросетевая ассоциативная память – поиск ближайшего примера  

Постобработка  

〈X〉 〈X〉

x x

X X

Результат решения задачи: 
поиска, классификации, 
вывода по аналогии и др.  

R((a,b),R(d,e),...)

 
Ðèñóíîê 2 - Îáùàÿ ñõåìà ôîðìèðîâàíèÿ è îáðàáîòêè ðàñïðåäåëåííûõ 

ïðåäñòàâëåíèé èíôîðìàöèè â ðàññóæäåíèÿõ ïî ïðèìåðàì 
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аналог y 

Отображения
{xi ↔ yi} 

БЛОК 
ПОИСКА 

БЛОК  
РП  

СП базовых  
аналогов 

РП базовых  
аналогов  

БЗ АНАЛОГОВ 
X 

x 

БЛОК 
ОТОБРАЖЕНИЯ

Y

 
Ðèñóíîê 3 - Ðàññóæäåíèÿ ïî àíàëîãèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñïðåäåëåííûõ 

ïðåäñòàâëåíèé 

Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàññóæäåíèé íà îñíîâå ïðåöåäåíòîâ 

è àíàëîãèé âî ìíîãîì çàâèñèò îò ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè. 

Â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, õðàíåíèÿ, 

ïîèñêà, ñðàâíåíèÿ èíôîðìàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå 

ðàñïðåäåëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè [12, 3]. Ýòî íåéðîñåòåâàÿ 

ôîðìà âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ãäå êàæäûé îáúåêò (ïðèçíàê, 

ôèçè÷åñêèé îáúåêò, èõ ñîâîêóïíîñòü, îòíîøåíèå, ñöåíà è äð.) 

ïðåäñòàâëåí ñîâîêóïíîñòüþ ýëåìåíòîâ âåêòîðà, à îòäåëüíûé ýëåìåíò 

âåêòîðà ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ïðåäñòàâëåíèÿì ðàçíûõ îáúåêòîâ. 

Ðàñïðåäåëåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ 

èíôîðìàöèîííóþ åìêîñòü, âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíóþ îöåíêó 

ñõîäñòâà îáúåêòîâ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ, ïîçâîëÿþò 

èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìåòîäû îáðàáîòêè âåêòîðíîé èíôîðìàöèè.   

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ðÿäà íåäîñòàòêîâ ðàñïðåäåëåííûõ 

ïðåäñòàâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îòñóòñòâèåì åäèíîãî ôîðìàòà, 

ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè è äð. ðàçðàáîòàíû [12, 3] ìåòîäû 

ðàñïðåäåëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè â âèäå êîäâåêòîðîâ – 

ðàçðåæåííûõ (ñ ìàëîé äîëåé íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ) âåêòîðîâ ñ 

áèíàðíûìè ýëåìåíòàìè (0 èëè 1). Òàêèå ìåòîäû ðàçðàáîòàíû äëÿ 

èñõîäíîé èíôîðìàöèè ðàçíîãî òèïà – êàê ðåëÿöèîííîé 

ñòðóêòóðèðîâàííîé (îðèåíòèðîâàííûõ àöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ ñ 

âåðøèíàìè – îáúåêòàìè è îòíîøåíèÿìè ðàçíîãî óðîâíÿ èåðàðõèè), 

òàê è íåñòðóêòóðèðîâàííîé (âåêòîðîâ ÷èñëîâûõ ïðèçíàêîâ). Ìåòîäû 

îáåñïå÷èâàþò ôîðìèðîâàíèå ñõîäíûõ (ïî âåêòîðíûì ìåðàì ñõîäñòâà) 
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êîäâåêòîðîâ äëÿ ñõîäíûõ â êîíòåêñòå ðåøàåìîé çàäà÷è îáúåêòîâ. 

Èñïîëüçîâàíèå êîäâåêòîðîâ îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïîâûøåíèÿ 

ýôôåêòèâíîñòè ðàññóæäåíèé íà ïðèìåðàõ çà ñ÷åò ïðåäñòàâëåíèÿ 

áîëüøîãî ÷èñëà ðàçíûõ îáúåêòîâ è ãðàäàöèé èõ ñõîäñòâà, 

âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíîé îáðàáîòêè íà îñíîâå àññîöèàöèé ïî 

ñõîäñòâó, à òàêæå íàñëåäîâàíèÿ äîñòîèíñòâ òðàäèöèîííûõ 

ðàñïðåäåëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé èíôîðìàöèè. 

Â êà÷åñòâå ñðåäñòâà ýôôåêòèâíîãî õðàíåíèÿ, ïîèñêà, îáîáùåíèÿ 

èíôîðìàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðàñïðåäåëåííîé 

àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè [4, 5]. Äëÿ õðàíåíèÿ áîëüøèõ áàç ïðèìåðîâ, 

ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå êîäâåêòîðîâ, è áûñòðîãî ïîèñêà ñõîäíûõ 

êîäâåêòîðîâ ïåðñïåêòèâíûì ñðåäñòâîì ÿâëÿåòñÿ íåéðîñåòåâàÿ 

ðàñïðåäåëåííàÿ àññîöèàòèâíàÿ ïàìÿòü (ÍÐÀÏ). Èññëåäîâàëàñü ÍÐÀÏ 

ìàòðè÷íîãî òèïà ñ áèíàðíûìè ñâÿçÿìè (ñâÿçü – ýëåìåíò ìàòðèöû W 

ðàçìåðíîñòüþ N×N), â êîòîðîé çàïîìèíàíèå L êîäâåêòîðîâ Xl (l=1,L) 

ðàçìåðíîñòüþ N îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó Âèëøîó: Wij=∨l=1,L XilXjl. 

ÍÐÀÏ îñóùåñòâëÿåò íà âûõîäå âîñïðîèçâåäåíèå êîäâåêòîðà, 

áëèæàéøåãî êî âõîäíîìó. Íà âõîä ïîäàåòñÿ êîäâåêòîð X(t=0)=Xin. Íà 

êàæäîì øàãå (èòåðàöèè) t ðàáîòû ñåòè, âïëîòü äî ñòàáèëèçàöèè åå 

ñîñòîÿíèÿ X(t+1)=X(t), îïðåäåëÿåòñÿ X(t+1): Xi(t+1) = Θ(ki(t) –T(t)), 

ãäå ki(t) = ∑j Wij Xj(t) – âõîäíàÿ àêòèâàöèÿ íåéðîíà, Θ – ôóíêöèÿ 

Õåâèñàéäà, T(t) – ïîðîã àêòèâàöèè íåéðîíîâ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò 

|X(t+1)|=M. 

Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåííàÿ ïàìÿòü ìîæåò îáåñïå÷èòü áîëåå 

âûñîêóþ ñêîðîñòü ïîèñêà (âîññòàíîâëåíèÿ) áëèæàéøåãî êîäâåêòîðà, 

÷åì íåðàñïðåäåëåííàÿ, à òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ñðåäñòâîì 

îáîáùåíèÿ èíôîðìàöèè. Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ 

õàðàêòåðèñòèê ÍÐÀÏ (íàãðóçêà, êîððåêòèðóþùàÿ ñïîñîáíîñòü, 

ýôôåêòèâíîñòü, è äð.) ñîçäàåò íåîáõîäèìóþ òåîðåòè÷åñêóþ áàçó äëÿ 

åå èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåòîäîì ðàññóæäåíèÿ ïî 

ïðèìåðàì. 

Îáùàÿ ñõåìà ïîäõîäà ê ðàñïðåäåëåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ 

èíôîðìàöèè â ðàññóæäåíèÿõ íà îñíîâå ïðèìåðîâ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2.  

Íà áàçå ðàçðàáîòàííûõ ðàñïðåäåëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé 

ðåëÿöèîííîé ñòðóêòóðèðîâàííîé èíôîðìàöèè ðàçâèò [10, 11] íîâûé 

ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ðàññóæäåíèé ïî àíàëîãèè, íàïðàâëåííûé íà 

ïðèìåíåíèå â ñèñòåìàõ ÈÈ, îñíîâàííûõ íà çíàíèÿõ. Àíàëîãè åñòü 
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èåðàðõè÷åñêè ñòðóêòóðèðîâàííûå îïèñàíèÿ ýïèçîäîâ èëè ñèòóàöèé â 

ÁÇ. Ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû, ðåàëèçóþùèå ýòàïû ðàññóæäåíèé ïî 

àíàëîãèè: ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè îá àíàëîãàõ; ïîèñê â ïàìÿòè 

àíàëîãà, áëèæàéøåãî êî âõîäíîìó; îòîáðàæåíèå – óñòàíîâëåíèå 

ñîîòâåòñòâèÿ êîìïîíåíòîâ àíàëîãîâ (ðèñ. 3). 

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ðåàëèçîâàíû ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè è 

ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíû íà ôðàãìåíòàõ ÁÇ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ 

èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé ðàññóæäåíèé ïî àíàëîãèè. Ïðîâåäåííûå 

èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè àäåêâàòíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà äëÿ 

ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññóæäåíèé ïî àíàëîãèè è áîëåå âûñîêóþ 

âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü åãî ðåàëèçàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ 

òðàäèöèîííûìè ñèìâîëüíûìè ìåòîäàìè. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü 

ïîèñêà ñîñòàâëÿåò O(1)-O(L) ïî ñðàâíåíèþ ñ O(n2L)-O(n!L) èëè O(n4L2) 

äëÿ òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ, ãäå n – ÷èñëî êîìïîíåíòîâ â àíàëîãå, L – 

÷èñëî àíàëîãîâ â ÁÇ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü îòîáðàæåíèÿ 

ñîñòàâëÿåò O(n2) ïî ñðàâíåíèþ ñ O(n4)-O(n!) äëÿ òðàäèöèîííûõ 

ìåòîäîâ. 

Çàêëþ÷åíèå 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîâûøåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíîñòè 

èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ñèñòåì ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, 

îñíîâàííûé íà ìîäåëèðîâàíèè ìûøëåíèÿ ÷åëîâåêà – ðàññóæäåíèé ïî 

ïðåöåäåíòàì è àíàëîãèÿì è èñïîëüçîâàíèè çíàíèé çäðàâîãî ñìûñëà. 

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýôôåêòèâíîãî äîñòóïà ê çíàíèÿì ïðåäëàãàåòñÿ 

èñïîëüçîâàòü èìåþùèåñÿ íàðàáîòêè â îáëàñòè íåéðîñåòåâîãî 

ðàñïðåäåëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè, ìîäåëèðîâàíèÿ 

ðàññóæäåíèé ïî àíàëîãèè íà èõ îñíîâå è íåéðîñåòåâîé àññîöèàòèâíîé 

ïàìÿòè. Ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé 

ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìû àâòîìàòèçèðîâàííîãî ñîçäàíèÿ áàç çíàíèé 

çäðàâîãî ñìûñëà êàê îñíîâû ðàçâèâàåìîãî ïîäõîäà. 
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ÐÅÔÅÐÀÒÛ 

УДК 539.3 

Галаган О.Г., Глухов Ю.П. Рівняння руху пластини з урахуванням зсуву та інерції 

обертання у циліндричних координатах // Системні технології. Регіональний 

міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.3-8. 

У циліндричних координатах приведені рівняння руху пластини з урахуванням зсуву 

та інерції обертання. 

 

Савченко В.Г. Неосесимметричний термонапружений стан складених тіл 

обертання із прямолінійно ортотропних материалів з урахуванням різномодульності 

при розтяганні та стисканню // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.9-14. 

Запропоновано методику врахування різномодульності при розтяганні та стисканню 

в процесі деформування  ортотропних матеріалів при дослідженні пружного напружено-

деформованого стану складених тіл обертання при неосесиметричному навантаженні та 

нагріванні. 

УДК 539.3 

Крилова Т.В. Оптимізація розв’язку нелінійної відносно параметру крайової 

задачі на власні значення // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.15-18. 

Дослідження коливань динамічних систем призводить до задач на власні значення. 

У ряді випадківв ці задачі є нелінійними відносно параметра. Запропоновано новий 

варіант методу роз’вязання крайових задач з неперервно-дискретниыми коэфіцієнтами. 

Бібл. 6. 

 

Чихладзе Э.Д., Веревичева М.А., Кравцив Л.Б. Исследование напряженно-

деформированного состояния сталебетонных колонн с учетом пространственной 

работы бетонного ядра // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.19-22. 

УДК 539.3 

Стеблянко П.О. Про метод розв’язання нестаціонарних задач термомеханіки  

пружнопластичних термочутливих електропровідних тіл // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 

2008. – С.23-27. 

Розроблено чисельний метод розв’язання просторових зв’язаних нестаціонарних 

задач термомеханіки для випадку, коли тіло знаходиться під дією квазіусталеного 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  167 

електромагнітного поля. Метод базується на розщепленні повної системи рівнянь по 

координатах у сполуці з апроксимацією невідомих величин за допомогою двовимірних 

напружених сплайнів. 

Бібл. 9. 

УДК 517.5 

Шульга М.О. О математическом описании некоторых механических процессов // 

Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). 

– Дніпропетровськ, 2008. – С.28-31. 

Проанализированы функции, которые описывают пилообразную ломаную, и для них 

получены соответствующие дифференциальные уравнения. 

УДК 664.2.032.1 

Соколовская И.Е. Моделирование процесса термообработки пористого  

теплоизоляционного материала в вихревом слое // Системні технології. Регіональний 

міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.32-

36. 

В роботі наводяться розрахункові дані залежності траєкторії частки сировини для 

отримання пористого матеріалу  від швидкості потоку теплоносія і місця введення часток 

в об'єм робочої камери вихрового апарату. Показана якісна адекватність моделей і 

наведені результати тестових розрахунків. 

 

Кирия Р.В. Математическая модель динамики пуска двухприводных ленточных 

конвейеров // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. 

– Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.37-44. 

УДК 517.272:97 

Максимюк В.А. О последовательном исключении множителей Лагранжа // 

Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). 

– Дніпропетровськ, 2008. – С.45-47. 

Предложена альтернативная процедура последовательного исключения множителей 

Лагранжа. Процедура имеет более широкую область применения, чем классический 

подход (параллельное исключение). Она может быть применена для построения 

функционалов и нахождения экстремалей с дополнительными условиями или с 

дополнительными независимыми функциями. 

Библ. 3. 

УДК 534-21 

Медведев К.В., Шульга В.М., Корниенко В.Ф., Ластивка И.О. Дисперсия 

акустических волн килогерцевого диапазона в фибрильных нитях // Системні 
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технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – 

Дніпропетровськ, 2008. – С.48-54. 

На основании принципа гомогенизации и теории упругости цилиндрических 

ортотропных тел получены дисперсионные соотношения для волн произвольной частоты в 

фибрильных нитях. В случаях длинных волн получены формулы для скоростей и 

коэффициентов затухания волн в фибрильных нитях из наполненного полиэтиленом 

поликапроамида. 

УДК 539.3 

Бабич С. Ю., Глухов Ю. П., Лазар В.Ф. Поведінка пластини, що лежить на 

заздалегідь-напруженому напівпросторі, при дії рухомого навантаження // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – 

Дніпропетровськ, 2008. – С.55-60. 

У даній роботі приведені результати дослідження впливу початкового напруження 

на згинаючий момент в пластині, що лежить на заздалегідь-напруженому напівпросторі, 

при дії рухомого навантаження. 

УДК 539.3 

Бабич С. Ю., Борисов Є.М., Борисова Л. Е. Деформация упругой  неоднородной 

сферы при частном виде нагружения // Системні технології. Регіональний 

міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(57). - Дніпропетровськ, 2008. - С.61-65. 

Рассмотрена внутренняя простанственная задача для упругой неоднородной сферы. 

Получено частное решение в случае симметрично нагруженной сферы. 

Библ. 3 

УДК 539.3 

Мусій Р.С., Мельник Н.Б., Гіссовська Н.Б., Шиндер К.В. Визначення несучої 

здатності електропровідних тіл канонічної форми за дії імпульсних електромагнітних 

полів // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – 

Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.66-69. 

УДК 534-21 

Шульга Н.Д. Формы колебаний на границях зон пропускания объемных волн 

сдвига в двухкомпонентных слоистых композитах с межфазными несовершенствами 

// Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 

4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.70-76. 

Проводится аналитически-численный анализ форм колебаний объемных волн сдвига 

в двухкомпонентном слоистом композите с межфазными несовершенствами на частотах, 

которые соответствуют отвечают границам зон пропускания. 
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УДК 534-21:537.226.86 

Григор’єва Л.О. О применениии метода характеристик при исследовании 

электромеханических нестационарных коолебаний пьезокерамического слоя при 

электрическом нагружении // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.77-81. 

При решении задач о нестационарных колебаниях пьезокерамического слоя при 

электрическом нагружении применен метод характеристик. 

УДК 534-21:537.226.86 

Григор’єв С.А. Товщинні нестаціонарні коливання п’єзокерамічної кулі при 

електричному збурені // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.82-86. 

Розглядається задача про нестаціонарні коливання радіально поляризованої 

п’єзоерамічної кулі при навантажені електричним потенціалом. Для розв’язання задачі 

розвинуто чисельну схему на основі сіткових апроксимацій та явних і неявних схемах по 

часу. Проведено аналіз динамічного електромеханічного стану кулі, досліджено зміну в 

часі механічних переміщень та напружень. 

УДК 534.21:537.226.86:537.634 

Левченко В.В., Зінчук Л.П. Об’ємні хвилі зсуву в ферит-п’єзоелектричних 

середовищах // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових 

праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.87-95. 

Запропоновано спосіб побудови дисперсійних співвідношень для об'ємних 

магнітоелектропружних хвиль зсуву, що поширюються в шарувато-періодичних 

середовищах, утворених повторенням металізованого пакету, який складається із двох 

різних п’єзоелектричних шарів, розділених шаром фериту. Вивчено вплив фізико-

механічних та геометричних параметрів шарів на умови існування об’ємних хвиль. 

Бібл. 10. 

УДК 534.01;62.4.01 

Анік’єв І.І., Михайлова М.І., Забуга А.Т., Плахтіенко М.П., Сущенко Є.О. Про 

коливання твердого тіла з електромагнітним демпфером в механізмі сейсмоізоляції 

// Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 

4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.96-102. 

Побудована нелінійна математична модель гравітаційної коливальної системи з 

керованим електромагнітним демпфером.  Експериментально визначена характеристика 

залежності від струму сили притягання соленоїдом феромагнітних тіл. При 

багаточастотному інерційному збудженні обчислено коефіцієнт динамічності відносно 

пришвидшення залежно від сталої часу і коефіцієнта підсилення для двох законів 

управління струмом сейсмодемпфера. 
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Бібл. 5, іл. 5, табл. 1. 

УДК 539.3 

Бакланова Г.Н. Сущность проблемы устойчивости массива с горизонтальной 

выработкой, обусловленной наличием пластических деформаций // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – 

Дніпропетровськ, 2008. – С.103-105. 

Рассматривается устойчивость состояния равновесия упруго-пластического 

несжимаемого массива в окрестности незакрепленной горизонтальной выработки на 

основе трехмерной линеаризированной теории устойчивости. 

Результаты вычисления критических нагрузок свидетельствуют о необходимости 

учета пластических свойств горных пород.  

Библ. 2, табл. 2. 

УДК 539.3 

Бабич С.Ю., Борисов Є.М., Овсієнко В. Г. До теорії контактної задачі кручення 

пружного стискуваного шару з початковими напруженнями // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 

2008. – С.106-110. 

Розглядається статична контактна задача кручення пружного шару з початковими 

напруженнями. Задача зводиться до парних інтегральних рівнянь, які, в свою чергу, 

зводяться до системи лінійних алгебраїчних рівнянь. На основі числових розрахунків 

досліджено вплив початкових напружень на основні характеристики.  

Бібл. 5, таблиця 1 

УДК 539.3 

Шнеренко К.І., Годзула В.Ф. Дослідження впливу зміни міжшарового зсуву на 

напружений стан композитної циліндричної оболонки з отвором // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – 

Дніпропетровськ, 2008. – С.111-115. 

Подана методика визначення напружень  в композитній циліндричній оболонки, 

послабленої круговим отвором. Використано модель оболонок типу Тимошенка. 

Застосовано метод скінчених елементів. Досліджено розподіл напружень навколо отвору 

від зміни зсувної жорсткості матеріалу оболонки. 

Бібл. 4, табл. 1. 

УДК 539.3  

Щурук Г.І. Вплив густини рідини на хвильовий процес в гідропружній системі 

оболонка – в’язка рідина // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.116-119. 
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Розглянуто процес розповсюдження осесиметричних хвиль в ортотропній 

циліндричній оболонці, що містить в’язку стисливу рідину. Аналіз проведено в рамках 

лінійних рівнянь теорії оболонок типу С.П.Тимошенка та лінеаризованих рівнянь Нав’є-

Стокса для рідини. Досліджено вплив відносної густини рідини на частотно-фазові 

характеристики системи. 

Бібл. 2, іл.3. 

УДК 539.3 

Мейш В.Ф., Арнаута Н.В. Вынужденные колебания пятислойных конических 

оболочек с учетом дискретного расположения ребер при нестационарных нагрузках 

// Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 

4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.120-124. 

Рассматриваются нестационарные колебания пятислойных  конических оболочек с 

учетом дискретности расположения ребер. На основе вариационного принципа Рейсснера 

получены уравнения нелинейных колебаний и естественные граничные условия 

многослойных подкрепленных оболочек вращения с учетом дискретности расположения 

ребер в рамках гипотез типа Тимошенко для оболочек и стержней. Для представленных 

уравнений колебаний  развит эффективный численный метод решения динамических 

задач. В основе численного алгоритма лежит интегро-интерполяционный метод 

построения конечно-разностной схемы по пространственной координате и явная конечно-

разностная схема типа «крест» по временной координате с использованием 

аппроксимации Ричардсона по пространственной координате. Приведено решение 

конкретной задачи и анализ полученных результатов. 

УДК 622.28.044:622.831 

Ларіонов Г.І. До питання про зміну діаметру металополімерного анкера // 

Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). 

– Дніпропетровськ, 2008. – С.125-138. 

В работе рассмотрена проблема влияния изменения диаметра металлополимерного 

анкера, а соответственно и шпура на прочностные характеристики фиксирующей смеси с 

учетом технологических параметров его установки. Задача формулировалась и решалась 

как задача условной оптимизации. В качестве функции цели выбрано интеграл от усилий, 

возникающих в теле оболочки из фиксирующего состава при растяжении осевыми 

усилиями. В качестве ограничений принимались предельные напряжения в теле оболочки 

из фиксирующего состава и максимальный крутящий момент применяемого бурового 

оборудования. Дан анализ полученных результатов. 

Артамонова А.В., Долодаренко В.А., Полищук С.З., Полторацкая В.Н., Фалько В.В., 

Полищук А.В. Опытно-теоретическая оценка составляющейэкологического риска от 

точечного источника выбросов загрязняющих веществ // Системні технології. 
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Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 

2008. – С.139-145. 

Надана дослідно-теоретична оцінка складової екологічного ризику від точкового 

джерела викидів при вимірах приземних концентрацій не усіх забруднюючих речовин. 

УДК 621.876.212. 

Кузьменко В.І., Кирьязев П.М. Математичне моделювання та аналіз напруженого 

стану зубчастого з’єднання стрічок при взаємодії з приводним барабаном стрічкового 

конвеєра // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. – 

Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.146-153. 

Ціль роботи – визначити напруження у зв’язуючому шарі з’єднання зубчастої 

конструкції стрічки у взаємодії з приводним барабаном стрічкового конвеєра. Задача 

розв'язана у нелінійній постановці методом кінцевих елементів на прикладі 

чотирьохпрокладочної стрічки. Кінцево-елементна розрахункова схема представляє 

собою дев’ятишарову модель. Результати досліджень напруженого стану зв’язуючого шару 

з’єднання зубчастої конструкції отримані у вигляді залежностей компонент нормальних і 

дотичних напруг. Визначені  еквівалентні напруження по енергетичній теорії міцності та 

виконаний порівняльний аналіз напруженого стану зв’язуючого шару з’єднання для 

різноманітних випадків його навантаження. 

Бібл. 4, іл. 10. 

УДК 51-76+004.056.53 

Рачковський Д.А. Моделювання мислення як шлях підвищення інтелектуальності 

інформаційних технологій і систем // Системні технології. Регіональний міжвузівський 

збірник наукових праць. – Випуск 4(57). – Дніпропетровськ, 2008. – С.154-162. 

Розглядається підхід до підвищення інтелектуальності інформаційних технологій і 

систем на основі моделювання мислення людини – міркувань по прецедентах і аналогіях і 

використанні "знань здорового глузду". Для реалізації пропонується використовувати 

методи нейросетевого розподіленого представлення інформації. 

Бібл. 19, іл. 2, табл. 4. 

UDC 539.3 

Galagan O.G., Glukhov Y.P. The equations of movement of a plate taking into account 

of shift and rotary inertia in cylindrical coordinates // System Technologies. – N 4(57) – 

Dnipropetrovsk, 2008. – P.3-8. 

In cylindrical coordinates the equations of movement of a plate into account of shift 

and rotary inertia are resulted. 

Savchenko V.G. The nonaxisymmetric thermostressed state of laminated bodies of 

revolution of rectilinear orthotropic materials with allowance for the material 
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multimodulus in tension and compression // System Technologies. – N 4(57) – 

Dnipropetrovsk, 2008. – P.9-14 

The technique for allowance of the multimodulus in tension and compression in 

deformation processes of rectilinear orthotropic materials at an investigation of elastic 

stress-strained state of composite orthotropic solid of revolution subjected to 

nonaxisymmetrical loading and heating is proposed. 

UDС 517.5 

Krylova T. Optimization of the decision nonlinear concerning parameter of the 

eigenvalue problem // System Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.15-18. 

Research of fluctuations of dynamic systems lead to problems on own values. In some 

cases these problems are nonlinear concerning parameter. The new variant of a method of the 

decision of regional problems with is continuous-discrete factors is offered. 

Bibl. 6. 

Chikhladze E.D., Verevicheva M.A, Kravciv L.B. Research the stress-deformed state of 

the steel-concrete columns with the consideration of the spatial work of the core // 

System Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.19-22. 

The solving of the three-axes problem of the theory of elasticity for the estimate of the 

strained - stress state at the steel-concrete column is demonstration. The problem is non-

linear because of the mechanic characteristics of a concrete depending on the main strains. It 

is showed that problem of the estimate of the bearing ability it is possible to solve in the 

supposition  . For that case the analytical solving is obtained, its advantage consists at the 

more prйcising of solving and at the economy of the calculation time. 

UDС 539.3 

Steblyanko P. About the method of the decision of non-stationary problems 

thermal-mechanics elastic-plasticity of therosensitive electrowire bodies // System 

Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.23-27. 

It is developed with use of a method on-component splittings and representations of all 

required sizes in the form of two-dimensional splines difference algorithm which describes 

electromagnetic, thermal and mechanical processes. Estimations of borders of applicability of 

the offered method of definition electromagnetic are received, temperature and mechanical 

fields. 

Bibl. 9. 

UDC 517.5 

Shul’ga М.О. About mathematical definition of some mechanical processes // System 

Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.28-31. 

Functions which describe saw-toothed broken-line are analysed, and for them the 

corresponding differential equations are got. 
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UDC 664.2.032.1 

Sokolovskaya I.E. Modeling of the process of heat treatment of porous 

termoinsulating material in a vortical layer // System Technologies. – N 4(57) – 

Dnipropetrovsk, 2008. – P.32-36. 

In work computation data are cited of dependence of trajectory of particle of raw 

material for the receipt of porous material, from, speed of thread of teplonositelya and place 

of introduction of particles in the volume of working chamber of vortical vehicle. High-quality 

adequacy is shown of models and results are presented of test computations. 

Kiriya R.V. Mathematical model of starting dynamics of two-drive band pipelines // 

System Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.37-44. 

By the method of superposition the mathematical model of dynamics of starting of 

twodrive band conveyer at which one of drive drums is found on the single branch of ribbon of 

conveyer is developed. On the basis of mathematical model the algorithm of decision of task, 

which was taken to the decision of task of starting of onedrive conveyer with different types 

of tightness, is got. 

UDC 517.272:97 

Maksymyuk V.A. On the successive elimination of Lagrangian multipliers // System 

Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.45-47. 

An alternative procedure of the successive elimination of Lagrangian multipliers is 

proposed. The procedure is of a wider field for application than the classical approach (the 

parallel elimination). It can be used for constructing functionals and seeking extremals with 

additional conditionі or with additional independent functions. 

Bibl. 3. 

UDC 534-21 

Medvedev К.W., Shul'ga W.М., Korniyenko V.F., Lastyvka I.O. Dispersion of acoustic 

waves of kilohertz region in fibril filaments // System Technologies. – N 4(57) – 

Dnipropetrovsk, 2008. – P.48-54. 

Based on the principal of homogeneity and the elasticity theory of cylindrical 

orthotropic bodies the dispersion relations for waves of arbitrary frequency in fibril filaments 

are developed. At small wave sizes formulas for velocities and attenuation indexes of waves in 

fibril filaments made of polycaproamide filled with polyethylene. 

UDC 539.3 

Babich S.Y., Glukhov Y.P., Lazar V.F. Behaviour of the plate laying on preliminary-

stressed semispace, with influence of moving load // System Technologies. – N 4(57) – 

Dnipropetrovsk, 2008. – P.55-60. 
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In this work results of research of influence of initial stresses for bending moment in 

the plate laying on preliminary-stressed semispace are resulted, with  influence of moving 

load. 

UDC 539.3 

Babich S. Yu., Borysov E. M., Borysova L. E. The deformation of elastic heterogeneous 

sphere with partial loading // System Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – 

P.61-65. 

An internal space problem for elastic heterogeneous sphere is considered. The partial 

solution in case of symmetric loading is obtained. 

Bibl. 3 

UDC 539.3 

Musiy R., Melnyk N., Hissovska N., Shynder K. The determination of carrying capacity 

of electroconductive solids of canonical form under the effect of impulse 

electromagnetic fields // System Technologies. – N 4(57) - Dnipropetrovsk, 2008. – P.66-69. 

The analytical model of determination of carrying capacity of electroconductive solids 

has been suggested. The set of basic equations of thermomechanics for electroconductive 

solids of canonical form, such as layer, cylinder and sphere, has been written. 

UDC 534-21 

Shul’ga N.D. Mode shapes on bulk shear waves transmission zones boundaries in 

two-component layered composites with interfacial imperfections // System 

Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.70-76. 

Analytico-numerical analysis of bulk shear waves mode shapes in two-component 

layered composites with interfacial imperfections on becoming transmission zones 

boundaries frequencies is developed. 

UDC 534-21:537.226.86 

Grigoryeva L.O. About Method of Characteristics Using for Exploration of 

Electromechanical Unsteady Vibrations of the Piezoceramical Layer under  Electrical 

Excitation // System Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.77-81. 

It is built the analytical solution of unsteady vibrations problem of poled by thickness 

piezoceramic layer under electric potential loading. For solving of differential equation for 

decision prolongation functions there are used numerical schemes. Dynamical 

electromechanical layer state analysis is conducted, mechanical features progress in time are 

built and these features behaviour is investigated. 

UDC 534-21:537.226.86 

Grigoryev S. A. Unsteady Vibrations by Thickness of the Piezoceramic Ball under 

Electric Excitation // System Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.82-86. 
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The problem of radial poled piezoceramic ball unsteady vibrations under electric 

potential loading is considered. For problem’s solving it is developed the numerical method 

on the basis of mesh approximations, explicit and implicit schemes. It is conducted dynamical 

electromechanical ball state analysis, mechanical displacements and stresses progress in time 

are investigated. 

UDC 534.21:537.226.86:537.634 

Levchenko V.V., Zinchuk L.P. Bulk shear waves in metalezied ferrite/piezoelectric 

media // System Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.87-95. 

This paper describes an approach to the construction of dispersion relations for the bulk 

shear magnetoelectroelastic waves in a metal coated stratified-periodic ferrite/piezoelectric 

structures. The features of ferrite magnetic properties influence on dispersion characteristics 

of waves are also established. 

Bibl. 10. 

UDC 534.01;62.4.01 

Anik’ev I.I., Mikhailova M.I., Zabuga А.G., Plakhtienko N.P., Sushchenko Е.А. About 

oscillations of a rigid body with electromagnetic  seismic damper in the mechanism of 

seismoisolation // System Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.96-102. 

The nonlinear mathematical model of the gravitation oscillating system  with guided 

electromagnetic seismic damper is built. The description of dependence on the current of 

attractive forсe of ferromagnetic bodies by solenoid is experimentally determined. At 

multifrequency inertial excitation the coefficient of dynamical quality on an acceleration in 

depending from time and amplification constants for two laws of control is calculated.  

Bibl. 5, il. 5, tabl. 1. 

UDC 539.3 

G.N.Baklanova The essence of problem of stability of massif with horizontal 

underground working attached to existence of plastic deformation // System 

Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.103-105. 

The stability of state equilibrium of the elastic-plastic incompressible massif with 

horizontal underground working using three-dimentional linearized theory of stability is 

considered.  

The results of critical stresses calculation show the necessary of account of the plastic 

qualities of rocks. 

Bibl. 2, tab. 2. 
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UDC 539.3 

Babich S. Yu. Borisov E. N. Ovsienko V. G. To the theory of a contact problem of 

torsion of elastic contractible layer with initial stresses // System Technologies. – N 4(57) 

– Dnipropetrovsk, 2008. – P.106-110. 

Bibl. 5, tabl. 1  

The static contact problem of torsion of elastic layer with initial stresses is considered. 

The problem reduces to pair integral equations witch leads to system of linear algebraic 

equations. On a base of numeric calculation the influence of initial stresses is investigated. 

UDK 539.3 

Shnerenko K.I., Godzula V.F. Investigation of influence of interlayer shear change on 

state of stress of cylindrical shell with hole // System Technologies. – N 4(57) – 

Dnipropetrovsk, 2008. – P.111-115. 

The method of determination of  stresses  in composite cylindrical shell with circular 

hole  was given. The shells model of Timoshenko was used. The method of finite elements was 

used. The strain distribution around the hole on changed of shear stiffness of shell material 

was investigated. 

Bibl 4, tab. 1. 

UDK 539.3 

Shchuruk G.I. Influence of liguid density on wave process in hydroelastic system of 

shell-viscosity liquid // System Technologies. - N 4(57) - Dnipropetrovsk, 2008. - P.116-119. 

The process of nonaxisymmetrical waves distribution in the cylindrical orthotropic shell 

containing viscous compressible liquid was considered. The analysis was spent within the 

framework of the linear equations of S.P.Timoshenko type for the shell and linearized Navier-

Stokes equation for liquid. The influence of relative density on the frequency –phases 

characteristics of the system was investigated.  

Bibl. 2, ill.3. 

UDC 539.3 

Meish V. F., Arnauta N.V. Forced vibration of five – layers conical shells with 

allowance of discrete ribs displacement under nonstationary loading // System 

Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.120-124. 

A problem of non – linear deformation of five–layer conical shells with allowance for 

discrete ribs under non – stationary loading is considered. The system of non – linear 

differential equations is based on the Timoshenko type theory of rods and shells. The 

Reissner’s variational principle is used for deductions of the motion equations. An efficient 

numerical method with using Richardson type finite difference approximation for solution of 

problems on nonstationary behaviour of multiplayer shells with allowance distcrete ribs is 

represented. Numerical examples are given. 
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UDC 622.28.044:622.831 

Larionov G.I. On change resin-metal anchor diameter problem // System 

Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.125-138. 

The paper is devoted to influence resin-metal anchor and borehole diameter choice on 

resin durability property levels with taking into account the technology demands. The task is 

formulated and solved as constraint optimization task. Resin shell axis tensile forces integral 

is the objective function. Maximum bore device torque and ultimate resin shell tensile stress 

were proposed as constraints. As a result analysis and conclusions are made. 

Artamonova A.V., Dologarenko V.A., Polishuk S.Z. Poltoratskaya V.N., Falko V.V., Polishuk 

A.V. The skilled - theoretical rating of a component of ecological risk from a dot source of 

emissions // System Technologies. – N 4(57) – Dnipropetrovsk, 2008. – P.139-145. 

The skilled - theoretical rating of a component of ecological risk from a dot source of 

emissions is given at measurements of concentration not of all polluting substances. 

УДК 621.876.212. 

Kuzmenko V.I., Kiryaziev P.N. Mathematic modeling and analyses of the voltage 

condition of the bands under the circumstances of the reciprocity with the driving drum 

of the belt conveyer // System Technologies. - N 4(57) - Dnipropetrovsk, 2008. - P. 146-153. 

The aim of the work is to find voltage in the linking layer connection of the  rack-weeled  

band construction under the circumstances of the reciprocity with the driving drum of the 

belt  conveyer. The task is solved in the non-linear erection by the finite quantity elements’ 

method on the example of the four- padding  band. Finite-element rated scheme is a nine-

layered model. The results of the research of the strain state of the linking layer connection of 

the rack-weeled band construction are taken in the form of the dependence of the 

components of the normal and tangent voltages along its length. Equivalent voltages under 

the energetic theory of the tensile strength are determined and the comparative analyses  of 

the voltage condition of the linking layer  connection for the different cases of its loading is 

made. 

Bibl. 4, il. 10. 

UDC 004.8 + 004.032.26 

Rachkovskij D.A. Modeling of human thinking as the way to increasing 

intellectuality of in-formation technologies and systems //System technologies. – N 4(57) 

- Dnipropetrovsk, 2008. - P. 145-162. 

The paper considers an approach to increasing intellectuality of information 

technologies and systems on the basis of modeling of human thinking – analogical and case-

based reasoning and exploiting common sense knowledge. It is proposed to use methods for 

neural distributed representation of information for implementation of the approach. 

Bib. 12, pic. 3, tabl. 0. 
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