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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍI ÏÐÎÁËÅÌÈ ÒÅÕÍI×ÍÎ¯ ÌÅÕÀÍIÊÈ 

Â.È. Ãíèòüêî, Å.Â. Åñåëåâà  

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ Ê 

ÐÀÑ×ÅÒÓ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÎÁÎËÎ×ÅÊ ÂÐÀÙÅÍÈß, 

ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÕ ÆÈÄÊÎÑÒÜ 

Ââåäåíèå. Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ 

êîíñòðóêöèé ñ æèäêîñòüþ ïðåäñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ 

ïðîáëåìó, ðåøåíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. 

Àêòóàëüíîñòü äàííîé ïðîáëåìû ñâÿçàíà ñ øèðîêèì ïðèìåíåíèåì 

êîíñòðóêöèé, ñîäåðæàùèõ ïîëîñòè ñ æèäêîñòüþ, â òåõíèêå. Â 

êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè öèñòåðíû äëÿ ïåðåâîçêè 

æèäêîñòåé, åìêîñòè äëÿ õðàíåíèÿ íåôòåïðîäóêòîâ, ðåçåðâóàðû, 

èñïîëüçóåìûå íà àòîìíûõ ýëåêòðîñòàíöèÿõ è ò. ä. 

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèíàìèêè 

îãðàíè÷åííîãî îáúåìà æèäêîñòè ïîëó÷èë âàðèàöèîííûé ìåòîä [1-3], 

êîòîðûé ïðèâîäèò ê ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿì â àíàëèòè÷åñêîì âèäå 

ñî ñâîéñòâàìè ñëàáîé ñõîäèìîñòè. Ê ïðîáëåìàì, âîçíèêàþùèì ïðè 

ðåàëèçàöèè äàííîãî ìåòîäà, îòíîñÿòñÿ âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàòíûõ 

ôóíêöèé, âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà Ðèòöà è äð. 

Äðóãàÿ ãðóïïà ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ 

îñíîâàíà íà äèñêðåòèçàöèè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ê ÷èñëó 

òàêèõ ìåòîäîâ îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 

(ÌÊÝ) [4-5] è ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) [6-7]. Îñíîâíîå 

äîñòîèíñòâî ýòèõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â óíèâåðñàëüíîñòè èõ àëãîðèòìîâ 

ïî îòíîøåíèþ ê ãåîìåòðèè êîíñòðóêöèè è ïîëîñòè, çàïîëíåííîé 

æèäêîñòüþ. Èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàåìûé â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ 

ÌÃÝ èìååò îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà: óðàâíåíèÿ ÌÃÝ ñîäåðæàò 

çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ òîëüêî íà ãðàíèöå 

îáëàñòè, çàíÿòîé æèäêîñòüþ, ÷òî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü íà åäèíèöó 

ðàçìåðíîñòü çàäà÷è. 

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà 

èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ 

ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, çàïîëíåííûõ 

æèäêîñòüþ. 

                                 
  © ÃÍÈÒÜÊÎ Â.È., ÅÑÅËÅÂÀ Å.Â., 2007 
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì òîíêóþ óïðóãóþ îáîëî÷êó 

âðàùåíèÿ, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííóþ æèäêîñòüþ. Îáîçíà÷èì 

ñìà÷èâàåìóþ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè ÷åðåç S1. Ââåäåì ñâÿçàííóþ ñ 

îáîëî÷êîé ñèñòåìó êîîðäèíàò 0xyz, â êîòîðîé ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü 

æèäêîñòè S0 â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ x0y, 

à âåêòîð ñèë òÿæåñòè ïðîòèâîïîëîæåí ïî íàïðàâëåíèþ îñè 0z. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî æèäêîñòü èäåàëüíàÿ, íåñæèìàåìàÿ, è åå òå÷åíèå 

ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì. Ýòè äîïóùåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü 

âîçìóùåííîå äâèæåíèå æèäêîñòè ïîòåíöèàëüíûì ñ ïîòåíöèàëîì 

ñêîðîñòåé j(x,y,z,t), óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. 

Óðàâíåíèå êîëåáàíèé æèäêîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè 

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè [2] 

 ϕ= gradV , 
 0)( PgzP ++ϕρ−= ɺ , (1) 

ãäå P – ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå æèäêîñòè, ρ – ïëîòíîñòü 

æèäêîñòè, g –  óñêîðåíèå ïîëÿ ìàññîâûõ ñèë; V – âåêòîð ñêîðîñòåé 

äâèæåíèÿ æèäêîñòè; z = Í – êîîðäèíàòà íåâîçìóùåííîé ñâîáîäíîé 

ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè 

Óðàâíåíèå êîëåáàíèé óïðóãîé îáîëî÷êè ñ æèäêîñòüþ çàïèøåì â 

âåêòîðíîì âèäå 

 QPM +=+ ULU ɺɺ
 (2) 

ãäå L, Ì – îïåðàòîðû óïðóãèõ è ìàññîâûõ ñèë â îáîëî÷êå; U=(u1, 
u2, w) – âåêòîð-ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè 

îáîëî÷êè; Q(t) – âåêòîð âíåøíåé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè. 

Êèíåìàòè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå áåçîòðûâíîãî äâèæåíèÿ 

æèäêîñòè íà ñìà÷èâàåìîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè S1: 

 wɺɺ == nUVn  (3) 
ãäå n – âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè 

îáîëî÷êè, w – íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïåðåìåùåíèé îáîëî÷êè. 

Äèíàìè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà âîçìóùåííîé ñâîáîäíîé 

ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè S0 ïðè z = Í +ζ ïîñëå ëèíåàðèçàöèè 

ïðèíèìàåò âèä 

 0=ζρ− gP  (4) 
ãäå ),,( tyxz ζ=  – óðàâíåíèå âîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. 

Ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó (1)–(4) ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å 

îïðåäåëåíèÿ îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ϕ(õ,ó,z,t). Áóäåì èñêàòü 

ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé â âèäå ñóììû 
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 ),,,(),,,(),,,( 21 tzyxtzyxtzyx ϕ+ϕ=ϕ  

Äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ1 ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó 

 01
2 =ϕ∇ , 

 1
1 , SPw

n
S ∈=

∂

ϕ∂
ɺ , (5) 

 01 ,0 SPS ∈=ϕɺ . 

Çäåñü PS – òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ïîâåðõíîñòè S = S1 ∪ S0.  

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (5) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî 

ñîáñòâåííûì ôîðìàì ),,( zyxuk êîëåáàíèé îáîëî÷êè â âàêóóìå 

 )(),,(),,,(
1

tczyxutzyxU
m

k

kk∑
=

= , (6) 

 )(),,(),,,(
1

11 tczyxtzyx
m

k

kk∑
=

ϕ=ϕ ɺ , (7) 

ãäå )(tck – íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ 

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: 

 kkk uu ML
2ω= , kjjk uu δ=),(M , (8) 

ãäå ωk – k-ÿ ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè â âàêóóìå. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ1k èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ 

 01
2 =ϕ∇ k , 

 1
1 , SPw
n

S
k ∈=

∂

ϕ∂
, (9) 

 01 ,0 SPSk ∈=ϕɺ . 

Äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ2 ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó 

 02
2 =ϕ∇ , 

 1
2 ,0 SP

n
S ∈=

∂

ϕ∂
, (10) 

 0
2

2 ,0 SP
n

g S ∈=
∂

ϕ∂
+ϕɺɺ . 

Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îãðàíè÷åííîãî îáúåìà æèäêîñòè 

â æåñòêîì ñîñóäå. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ϕ2 ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî 

ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó )cos(),,(~),,,( 22 ε+κϕ=ϕ tzyxtzyx , ïðèõîäèì ê 

çàäà÷å î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ æèäêîñòè â æåñòêîì ñîñóäå 

 0~
2

2 =ϕ∇ , 

 1
2 ,0

~
SP

n
S ∈=

∂

ϕ∂
, (11) 

 0

2
2 ,~

~
SP

gn
S ∈ϕ

κ
=

∂
ϕ∂

. 
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Åå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ðÿä ñîáñòâåííûõ ÷èñåë κk è 

ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ϕ2k. 

Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ (9), (11) ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà 

ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê êàê îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ 

ÿâëÿþòñÿ îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà ïðåäñòàâëåíà 

ðàçëîæåíèåì â ðÿäû Ôóðüå ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå. Â ðàáîòàõ [8], 

[9] ïîëó÷åíû îïðåäåëÿþùèå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé èç 

ãàðìîíèê è èçëîæåí àëãîðèòì èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. 

Îïðåäåëèâ ϕ2k, áóäåì èñêàòü ϕ2 â âèäå 

 ),,()(),,,( 2

1

2 zyxtdtzyx k

m

k

k ϕ=ϕ ∑
=

. (12) 

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (12) â óðàâíåíèÿ (10), ïîòðåáóåì, ÷òîáû 

óñëîâèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè áûëî âûïîëíåíî. 

Óäîâëåòâîðåíèå ýòîìó óñëîâèþ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ 

êîýôôèöèåíòîâ dk 

 mkdd kkk ...,,2,1,02 ==κ+ɺɺ . 
Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä 

 mkttd kk ,...,2,1),cos()( =ε+κ= . (13) 
Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå îïðåäåëèì, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå 

(1) ñîîòíîøåíèÿ (7), (12), (13) 

 







+ϕε+κκ+ϕρ−= ∑∑

==

gzttcP kk

m

k

kk

m

k

k 2

1

1

1

)sin()(ɺɺ . (13) 

Äàëåå ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (6), (13) â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ 

îáîëî÷êè (2) è óìíîæèì åãî ñêàëÿðíî íà ñîáñòâåííûé âåêòîð uj. 

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà (8), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ 

ck 

mjQugzuutuccc jjjkk

m

k

kjk

m

k

kjkjjkjj ,1,)sin( 2

1

1

1

2 =+ρ−ϕε+κκρ−ϕρ−=δ+δω ∑∑
==

ɺɺɺɺ  (14) 

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà. 

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ôîðìû êîëåáàíèé îáîëî÷êè â âàêóóìå 

îïðåäåëÿþòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ 

ïîëóñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, ïîä äåéñòâèåì 

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî äàâëåíèÿ Q(t) = Q0T(t), ãäå Q0 =107 Ïà, 

T(t) = exp(-t/τ) , τ = 14.2E-6 c. (Ðèñ.1). Ïàðàìåòðû îáîëî÷êè 
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ñëåäóþùèå: ðàäèóñ R=5.08 ì, òîëùèíà h=0.0254 ì, ìîäóëü óïðóãîñòè 

E=0.7⋅1011 Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν=0.3, ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà 

ρ0=2770 êã/ì3. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ=1000 êã/ì3. Óñëîâèÿ 

çàêðåïëåíèÿ – øàðíèðíîå îïèðàíèå ïî êîíòóðó îáîëî÷êè. 

 

Ðèñóíîê 1 - Äåôîðìèðîâàííîå 
ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè 

 

Ðèñóíîê 2 - Ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ 
îáîëî÷êè, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ 

Íà ðèñ.2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ðàäèàëüíûõ 

ïåðåìåùåíèé â óçëàõ 1 (z1 = 4.582 ì) è 2 (z2 = 4.187 ì) îáîëî÷êè c 

æèäêîñòüþ: ñïëîøíûå ëèíèè – âàðèàíò ðàñ÷åòà ïî ïðåäëîæåííîé 

ìåòîäèêå; ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò äàííûå ðàñ÷åòà ïî 

ïðîãðàììíîìó êîìïëåêñó, ðåàëèçóþùåìó ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 

Õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòîâåðíîñòè 

ìåòîäà è àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Íà ðèñ. 3, 4 ïðèâåäåíû 

çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, 

âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ æèäêîñòüþ (óçåë 1), è ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî 

äàâëåíèÿ. 

 

Ðèñóíîê 3 - Íàïðÿæåíèÿ â îáîëî÷êå 

 

Ðèñóíîê 4 - Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå 
äàâëåíèå 
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Âûâîäû. Íà îñíîâå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 

ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîãî è 

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, ÷àñòè÷íî 

çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ, ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè. Â 

äàëüíåéøåì ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä áóäåò èñïîëüçîâàí ïðè 

èññëåäîâàíèè çàäà÷ äèíàìèêè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, 

ñîäåðæàùèõ æèäêîñòü, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ 

íåñòàöèîíàðíûõ (èìïóëüñíûõ, ñåéñìè÷åñêèõ è.ò.ä.) íàãðóçîê. 
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Ââåäåíèå. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è 

âçàèìîäåéñòâèÿ îáîëî÷åê è ñòåðæíåé ñ óïðóãîé ñðåäîé ÿâëÿþòñÿ 

äîñòàòî÷íî èçó÷åííûìè [1, 2]. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äèíàìè÷åñêèå 

çàäà÷è ïîâåäåíèÿ îáîëî÷åê è óïðóãèõ ýëåìåíòîâ ñî ñðåäàìè. Íàèáîëåå 

ïîëíî ñâîéñòâà óïðóãîé ñðåäû, â êîòîðóþ çàêëþ÷åíà äåôîðìèðóåìàÿ 

ñèñòåìà, îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè òåîðèè óïðóãîñòè. Îäíàêî, â 

ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé [3]. 

Èñõîäÿ èç ýòîãî, çàäà÷à ó÷åòà óïðóãîé ñðåäû ñâîäèòñÿ ê ñðàâíèòåëüíî 

ïðîñòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íîé 

òî÷íîñòüþ îïðåäåëèòü ðåàêöèþ óïðóãîé ñðåäû íà ðàññìàòðèâàåìóþ 

êîíñòðóêöèþ. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü ðÿä ðàáîò ïî äåôîðìèðîâàíèþ 

îäíîñëîéíûõ è ìíîãîñëîéíûõ áàëîê è öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íà 

óïðóãîì îñíîâàíèè ïðè íåñòàöèîíàðíûõ íàãðóçêàõ [4-6]. Â îñíîâíîì, 

óêàçàííûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü ñ ïðèìåíåíèåì óïðóãîãî 

îñíîâàíèÿ Âèíêëåðà. Ïðàêòè÷åñêè íå ðàññìîòðåíû çàäà÷è äðóãîé 

ãåîìåòðèè îáîëî÷åê (êðîìå öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê) ñ óïðóãèìè 

ñðåäàìè ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî 

ïîâåäåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê â óïðóãîé ñðåäå ñîãëàñíî ìîäåëè 

Ïàñòåðíàêà [2] ïðè íåñòàöèîíàðíîé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêå. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãëàäêàÿ îäíîðîäíàÿ 

ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, êîòîðàÿ çàêëþ÷åíà â óïðóãóþ ñðåäó è 

íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåé íîðìàëüíîé ðàñïðåäåëåííîé 

íàãðóçêè )t,(P 13 α . Óïðóãàÿ ñðåäà ìîäåëèðóåòñÿ îñíîâàíèåì òèïà 

Ïàñòåðíàêà. Ýòà ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ êîýôôèöèåíòàìè 

ïîñòåëè c1 è c2, êîòîðûå îòâå÷àþò çà ðàáîòó óïðóãîãî îñíîâàíèÿ íà 

ñæàòèå ðàñòÿæåíèå è ñäâèã. Äàííàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò â ñåáå 

îñíîâàíèå Âèíêëåðà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. 

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé äëÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà 

óïðóãîì îñíîâàíèè, ñîãëàñíî ìîäåëè òèïà Òèìîøåíêî [2,7] èìåþò 

âèä 
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ïðîñòðàíñòâåííàÿ è âðåìåííàÿ êîîðäèíàòû; Rs 1α= , h,R – ðàäèóñ 

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è òîëùèíà îáîëî÷êè; )t,(P 13 α – âíóòðåííÿÿ 

ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà; ),u,u( 131 ϕ –êîìïîíåíòû îáîáùåííîãî 

âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. 

Ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè óñèëèé–ìîìåíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèìè 

äåôîðìàöèÿìè îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóë 
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Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé (1) – (3) äîïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè 

ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ 
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2. ×èñëåííûé àëãîðèòì. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé 

ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà óïðóãîì îñíîâàíèè (1) – (5) ïðåäñòàâëÿþò 

ñîáîé ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ 

ïðîèçâîäíûõ. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé 

áàçèðóåòñÿ íà ñîâìåñòíîì ïðèìåíåíèè èíòåãðî – èíòåðïîëÿöèîííîãî 

ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå 

è ÿâíîé êîíå÷íî – ðàçíîñòíîé ñõåìå ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòå [7]. 

3. ×èñëîâûå ðåçóëüòàòû. Ðàññìàòðèâàëàñü ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà 

íà óïðóãîì îñíîâàíèè òèïà Ïàñòåðíàêà ñ ñ æåñòêî çàùåìëåííûìè 

êðàÿìè – ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) ïðè äåéñòâèè ðàñïðåäåëåííîé 

íàãðóçêè 

 3 1( , ) sin [ ( ) ( )]
t

P t A t t T
T

π
α η η= − − , 

ãäå A – àìïëèòóäà íàãðóçêè; T– äëèòåëüíîñòü íàãðóçêè. Çàäà÷à 

ðåøàëàñü ïðè ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçèêî – ìåõàíè÷åñêèõ 

ïàðàìåòðàõ: 10 /12α π= , 1 / 2Nα π= ; / 60R h = ; 107 10E = ⋅ Ïà; 

32,7 10ρ = ⋅ êã/ì3 ; 0,3ν =  ; 610A = Ïà; 650 10T −= ⋅ ñ. Êîýôôèöèåíòû 

ïîñòåëè ïîëàãàëèñü 8
1 10250 ⋅= ,c í/ì3 7

2 10=c í/ì [5]. 

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà âðåìåííîì èíòåðâàëå Tt 10= . 

Íà ðèñ.1 è ðèñ.2 ïðèâåäåíû âåëè÷èíû 22σ  äëÿ ñëó÷àåâ îáîëî÷êè áåç 

ó÷åòà îñíîâàíèÿ (êðèâàÿ 1) è ñ ó÷åòîì îñíîâàíèÿ (êðèâàÿ 2). Íà ðèñ.1 

ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû 22σ  ïî ïðîñòðàíñòâåííîé 

êîîðäèíàòå s  â ìîìåíò âðåìåíè T,t 8753= (ìîìåíò äîñòèæåíèÿ 

ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ âåëè÷èí 22σ ). Íà ðèñ.2 ïðèâåäåíû 

çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû 22σ  â ñå÷åíèè  
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Ðèñóíîê 1 

 

Ðèñóíîê 2 

10 1/ 2, ( )Ns L L Rα α= = −  îò âðåìåíè t . Êàê âèäíî èç 

ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêîâ, âëèÿíèå óïðóãîãî îñíîâàíèÿ íà ÍÄÑ 

ðàññìàòðèâàåìîé êîíñòðóêöèè íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ ïîñëå âðåìåíè 

äîñòèæåíèÿ âåëè÷èíàìè  22σ  ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé. Èñõîäÿ 

èç ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà ìîæíî îöåíèòü êîëè÷åñòâåííîå 

âëèÿíèå óïðóãîãî îñíîâàíèÿ íà âåëè÷èíû ÍÄÑ êîíñòðóêöèè. 
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ìàòåð³àë³â çóìîâëþº íåîáõ³äí³ñòü ïîãëèáëåíîãî âèâ÷åííÿ äèíàì³÷íèõ 

çàäà÷ åëåêòðîïðóæíîñò³ [1,2,3 òà ³í.]. Íàéá³ëüø ñêëàäíèìè òà 

íàéìåíøå äîñë³äæåíèìè â öüîìó êëàñ³ çàäà÷ º çàäà÷³ íåñòàö³îíàðíî¿ 

äèíàì³êè äëÿ ï’ºçîêåðàì³÷íèõ ò³ë ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â. Äàíà ðîáîòà 

ïðèñâÿ÷åíà äîñë³äæåííþ ïîøèðåííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ íåñòàö³îíàðíèõ 

êîëèâàíü â ïîðîæíèñòîìó ï’ºçîêåðàì³÷íîìó öèë³íäð³ ïðè çáóðåíí³ 

åëåêòðè÷íèì ïîòåíö³àëîì. 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ïîðîæíèñòèé ðàä³àëüíî ïîëÿðèçîâàíèé öèë³íäð, 

ïåðåòèí ÿêîãî â öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò zr ,,θ  çàéìàº 

îáëàñòü =W { hRrhR +≤≤− , zlz ≤≤0 }. Â ðàìêàõ ë³í³éíî¿ òåîð³¿ 

åëåêòðîïðóæíîñò³ çáóðåíèé ñòàí ï’ºçîåëåêòðè÷íîãî öèë³íäðà 

îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü 

 
2

2

1r rz rru r

t r z r r

θθσ σ σ
ρ

∂ ∂ ∂
= − + +

∂ ∂ ∂
; 

2

2

1z zz rzu r

t z r r

σ σ
ρ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
; 

 0z r rD D D

z r r

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
; (1) 

ïðè ìàòåð³àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ ðàä³àëüíî ïîëÿðèçîâàíîãî 

ò³ëà [1] 

 
r

e
r

u
c
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u
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u
c rEzErE

rr ∂
∂

+
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∂
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∂

∂
+=

ϕ
σ 33331313 ;  

 
r

e
r

u
c

z

u
c

r

u
c rEzErE

∂
∂

+
∂

∂
+

∂

∂
+=

ϕ
σ θθ 31131211 ; (2) 
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e
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u
c

z

u
c

r

u
c rEzErE

zz ∂
∂

+
∂

∂
+

∂

∂
+=

ϕ
σ 31131112 ; 

z
e

z

u

r

u
c rzE

rz ∂
∂

+







∂

∂
+

∂

∂
=

ϕ
σ 4244 ; 

 
rr

u
e

z

u
e

r

u
eD Srzr

r ∂
∂

−
∂

∂
+

∂

∂
+=

ϕ
ε 33331313 ; 

zz

u

r

u
eD Srz

z ∂
∂

−







∂

∂
+

∂

∂
=

ϕ
ε1142 . 

Òîðåöü 0=z  öèë³íäðà æîðñòêî çàêð³ïëåíèé, ³íø³ ïîâåðõí³ â³ëüí³ 

â³ä ìåõàí³÷íèõ íàâàíòàæåíü. Äî åëåêòðîäîâàíèõ ïîâåðõîíü hRr ±=  

ï³äâîäèòüñÿ ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â, à íà òîðöÿõ âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

â³äñóòíîñò³ â³ëüíèõ çàðÿä³â. Ãðàíè÷í³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä: 

                                 
  © ÃÐÈÃÎÐ’ªÂÀ Ë.Î., 2007 



4 (51) 2007 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  15 

 0),,( =± tzhRrrσ , 0),,( =tlr zzzσ , 0),,(),,( ==± tlrtzhR zrzrz σσ , (3) 

 0),0,(),0,( == trutru zr , 0),,(),0,( == tlrDtrD zzz , )(),,( tftzhR ±=±ϕ . 
Ïî÷àòêîâ³ óìîâè ïðèéìåìî íóëüîâèìè: 

 0)0,,()0,,( == zruzru zr ;  0)0,,()0,,( == zruzru rz
ɺɺ . (4) 

Ðîçâ’ÿçîê øóêàºòüñÿ â ôóíêö³ÿõ ru , zu , ϕ , äå ru , zu – ðàä³àëüí³ 

òà ïîçäîâæí³ ïåðåì³ùåííÿ, ϕ  – åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë. Ï³ñëÿ 

ï³äñòàíîâêè (2) â (1), (3) çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè 

äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ äðóãîãî ïðÿäêó ïðè 

êðàéîâèõ (3) òà ïî÷àòêîâèõ (4) óìîâàõ. 

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ â îáëàñò³ ,{ hxhD ≤≤−=  

}0,0 Ttlz z ≤<≤≤ , äå Rrx −= , ââîäèòüñÿ ðîçáèòòÿ },,{ kji tzx=Ω , ùî 

ì³ñòèòü ïîçàêîíòóðí³ òî÷êè, íåîáõ³äí³  äëÿ çàïèñó ãðàíè÷íèõ óìîâ. 

Ðîçâ’ÿçîê øóêàºìî â âèãëÿä³ íàáîðó çíà÷åíü ïåðåì³ùåíü òà 

åëåêòðè÷íîãî ïîòåíö³àëó â òî÷êàõ ðîçáèòòÿ: 

 ),,(, kjir

k

ji
r tzxuu = , ),,(, kjiz

k

ji
z tzxuu = , ),,(, kji

k

ji tzxϕϕ = , Ω∈},,{ kji tzx . 

Ñèñòåìó ð³âíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ çâîäèìî äî ñèñòåìè  

àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü øëÿõîì çàì³íè ïîõ³äíèõ ïî ïðîñòîðîâèì 

êîîðäèíàòàì öåíòðàëüíî-ð³çíèöåâèìè âèðàçàìè òà ïîõ³äíèõ ïî ÷àñó 

ð³çíèöåâèìè âèðàçàìè íåÿâíî¿ ñõåìè Íüþìàðêà 

 k
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ij
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ij u
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u ɺɺ

ɺɺ
ɺɺ

ξ
ξ

ξ
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−
∆

−
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+
+ 1

1

1 ; k

ij
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ij

k

ijk

ij u
t

uu
u ɺɺ

ξ
ξ

ξ
−

−
∆

−
=

+
+ 1

1

1 , 

äå ξ – ïàðàìåòð ñõåìè. Ïðè îá÷èñëåííÿõ âèêîðèñòîâóâàëîñÿ 

çíà÷åííÿ 0.5ξ = . 

Âèêëþ÷èâøè çíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ â ïîçàêîíòóðíèõ òî÷êàõ, 

îòðèìóºìî ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 11 ++ =⋅ kk FUM , äå  

},,{ 1

,

1

,

1

,
1 ++++ = k

ji

k

ji
zk

ji
rk uuU ϕ – âåêòîð íåâ³äîìèõ â âíóòð³øí³õ òî÷êàõ 

ðîçáèòòÿ â ìîìåíò ÷àñó 1kt t += , 1+kF – â³ëüíèé âåêòîð. Ñèñòåìà 

ðîçâ’ÿçóºòüñÿ øëÿõîì ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèö³ íà âåðõíüîòðèêóòíó òà 

íèæíüîòðèêóòíó ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåñòàíîâêè. 

Çíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü, ¿õ øâèäêîñòåé òà ïðèñêîðåíü â 

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0t =  îòðèìóºìî ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (4) òà 

ð³âíÿíü ðóõó (1). 

Â ÿêîñò³ ìîäåëüíèõ âçÿòî îäíîâèì³ðíó åëåêòðîïðóæíó çàäà÷ó 

ïðî ïîøèðåííÿ êîëèâàíü â ï’ºçîêåðàì³÷íîìó øàð³ (ðîçâ’ÿçîê 



4 (51) 2007 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

16  ISSN 1562-9945 

ïîáóäîâàíî ìåòîäîì Äàëàìáåðà) òà â íåñê³í÷åííîìó ï’ºçîêåðàì³÷íîìó 

öèë³íäð³ (ðîçâ’ÿçàíà ÷èñåëüíî). 

Ïðè ðîçãëÿäàíí³ äâîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ âèÿâèëîñÿ, ùî ôðîíò õâèë³ 

ïîçäîâæí³õ ïåðåì³ùåíü ðóõàºòüñÿ â³ä òîðö³â ïîä³áíî äî ïðóæíèõ 

õâèëü. Äî ìîìåíòó ïðèõîäó â òî÷êó õâèë³ ïîçäîâæí³õ ïåðåì³ùåíü  

ìåõàí³÷í³ òà åëåêòðè÷í³ ïàðàìåòðè íå çàëåæàòü â³ä êîîðäèíàòè z  ³ 

ñï³âïàäàþòü ç ðîçâ’ÿçêîì îäíîì³ðíî¿ çàäà÷³. 

Ïîòð³áíî â³äì³òèòè, ùî ñóòòºâà äâîâèì³ðí³ñòü çàäà÷³ òà 

çâ’ÿçàí³ñòü ìåõàí³÷íèõ òà åëåêòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê óñêëàäíþº 

àíàë³ç âïëèâó ô³çè÷íèõ òà ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â ïîñòàíîâêè íà 

ð³øåííÿ ³ º ïðè÷èíîþ ñêîðî÷åííÿ ³íòåðâàëó ñò³éêîñò³ ðîçâ’ÿçêó â 

ïîð³âíÿíí³ ç îäíîâèì³ðíîþ àáî ïðóæíîþ çàäà÷åþ. 

Îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñÿ äëÿ öèë³íäðà ç êåðàì³êè PZT-4 [1] ç 

ãåîìåòðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè hlz 5= , 5.0/ =Rh  ïðè 

íàâàíòàæåíí³ åëåêòðè÷íèì ïîòåíö³àëîì 

 




≥≤

<<−
=

./2,0,0

,/20),cos1(
)(

0

ωπ

ωπω

tt

ttV
tV  

Ïðè îáåçðîçì³ðþâàíí³, ïðèéíÿòîìó â [1], 5.00 =V , πω = . 

 

Ðèñóíîê 1 

Ìàëþíîê ³ëþñòðóº çì³íó îñíîâíèõ ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê 

â³äíîñíî áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó â öåíòðàëüí³é òî÷ö³ ïåðåð³çó: ë³í³ÿ 1 

â³äïîâ³äàº áåçðîçì³ðíèì íàïðóæåííÿì rrσ , 2 – zzσ , 3 – θθσ , 4 – 

ïåðåì³ùåííÿ ru , 5 – zu . Áà÷èìî, ùî íàïðóæåííÿ â ïåðåð³ç³ öèë³íäðà 
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âèíèêàþòü ìèòòºâî, ³ äî ìîìåíòó ïðèõîäó â öþ òî÷êó ïåðåì³ùåíü ç 

â³ëüíèõ ïîâåðõîíü ïîâí³ñòþ âèçíà÷àþòüñÿ åëåêòðè÷íèì ïîòåíö³àëîì. 
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².Þ.Õîìà, Þ.².Õîìà  

ÒÅÐÌÎÍÀÏÐÓÆÅÍÈÉ ÑÒÀÍ ÍÅÒÎÍÊÈÕ ÀÍ²ÇÎÒÐÎÏÍÈÕ 

ÎÁÎËÎÍÎÊ Ç ÏÎ×ÀÒÊÎÂÈÌÈ ÍÀÏÐÓÆÅÍÍßÌÈ ² 

ÄÅÔÎÐÌÀÖ²ßÌÈ 

Âèêëàäåíî ñïîñ³á ïîáóäîâè ð³âíÿíü ð³âíîâàãè íåòîíêèõ 

àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè ³ äåôîðìàö³ÿìè 

ïðè óñòàëåíîìó òåìïåðàòóðíîìó ïîë³. Â îñíîâó éîãî ïîêëàäåíî ìåòîä 

ðîçâèíåííÿ øóêàíèõ ôóíêö³é â ðÿäè Ôóð'º çà ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà 

êîîðäèíàòè òîâùèíè. Â³äíîñíî êîåô³ö³ºíò³â ðîçêëàäó ÿê ôóíêö³é 

äâîõ íåçàëåæíèõ çì³ííèõ âàð³àö³éíèì ñïîñîáîì âèâîäèòüñÿ ñèñòåìà 

äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè. 

Ïðèïóñòèìî, ùî îáîëîíêà, ÿêà çàéìàº îáëàñòü ],[ hhS −×=Ω  

òðèâèì³ðíîãî ïðîñòîðó, â³äíåñåíà äî êðèâîë³í³éíî¿ ñèñòåìè 

êîîðäèíàò ix )3,2,1( =i , íîðìàëüíî çâÿ'çàíî¿ ç ïîâåðõíåþ S . Ïðè öüîìó 

áóäåìî ââàæàòè, ùî αx )2,1( =α  ñï³âïàäàþòü ç ãàóñîâèìè êîîðäèíàòàìè 

ïîâåðõí³ S , à 3x  çì³íþºòüñÿ âçäîâæ íîðìàë³ n
�
 äî S  â ìåæàõ 

òîâùèíè îáîëîíêè, òîáòî ],[3 hhx −∈ . Íåõàé ijp  ³ jv  êîìïîíåíòè 

ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü îáîëîíêè, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ 

ðîçâ'ÿçêîì ë³í³éíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³. Äëÿ ïîáóäîâè äâîâèì³ðíèõ 

ð³âíÿíü òåîð³¿ îáîëîíîê ñêîðèñòàºìîñÿ âàð³àö³éíèì ð³âíÿííÿì 

Â.Â.Áîëîò³íà [1], äîïîâíåíîãî òåìïåðàòóðíèì ÷ëåíîì 

 0€ =Ω∇∫∫∫
Ω

dut ji
ij δ , (1) 

äå 

 j
l

ilj
lms

ilsmijij upuct ∇+∇∇+= €v€€σ , (2) 
ïðè÷îìó 

 θβσ ij
sl

s
mml

ijlmij uuc −∇∇+∇= )€v€€( , (3) 
³ âàð³àö³éíèì ð³âíÿííÿì äëÿ ñòàö³îíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ [2] 

 ∫∫∫∫∫
Ω∂Ω

=−Ω∂ 0)( daQdq i
i δθδθ , (4) 

â ÿêîìó 

 θλ j
ijiq ∂−= . (5) 

Òóò l∇€ - ñèìâîë êîâàð³àíòíî¿ ïîõ³äíî¿ â gS -ïàðàìåòðèçàö³¿ îáëàñò³ 

Ω  [3]; jj x∂∂=∂ ; ijσ , ju - êîìïîíåíòè çáóðåíîãî òåíçîðà íàïðóæåíü ³ 
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âåêòîðà ïåðåì³ùåíü, θ - ïðèð³ñò òåìïåðàòóðè; iq - âåêòîð ïðèòîêó 

òåïëà, Q  - çàäàíèé ïðèïëèâ òåïëà íà ãðàíè÷í³é ïîâåðõí³; ijlmc - òåíçîð 

ìîäóë³â ïðóæíîñò³; lm
ijlmij c αβ = , lmα - êîåô³ö³ºíòè òåìïåðàòóðíîãî 

ë³í³éíîãî ðîçøèðåííÿ ³ çñóâó; ijλ - êîåô³ö³ºíòè òåïëîïðîâ³äíîñò³. 

Çîáðàçèìî êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ju  ³ ïðèðîñòó 

òåìïåðàòóðè θ  ó âèãëÿä³ ñê³í÷åííîãî ðÿäó Ôóð'º çà ïîë³íîìàìè 

Ëåæàíäðà )(ςkP , òîáòî [4] 

 ∑
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′′ =
N

k
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jj Pxuxxxu
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)(321 )()(),,( ς ; ∑
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k
k Pxxxx

0

)(321 )()(),,( ςθθ , (6) 

äå ),( 21 xxx = , 31xh−=ς ; )(
)(

xu
k

j′ , )()( xkθ  - êîåô³ö³ºíòè ðîçêëàäó, ùî 

³ìåíóºìî äàë³ ìîìåíòàìè. Âðàõîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (6) ³ç 

âàð³àö³éíîãî ð³âíÿííÿ (1) ï³ñëÿ äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìóºìî 

ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
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³ â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè 0)( =α
α νi
kt , äå αν - êîìïîíåíòè 

çîâí³øíüî¿ íîðìàë³ äî ãðàíèö³ S∂ ; α∇ - ñèìâîë êîâàð³àíòíî¿ ïîõ³äíî¿ â 

áàçèñ³ ïîâåðõí³ S ; 2)1( −= kK , ñèìâîë ][K  îçíà÷àº ö³ëó ÷àñòèíó ÷èñëà 

K ; 

 33

2
1

)( )()()( dxPtAxkt k
ir

h

h

j
r

ji
k ςϑ∫

−

′⋅
⋅

′ += . (8) 

Òóò j
rA

′⋅
⋅ - ïðîñòîðîâèé òåíçîð äðóãîãî ðàíãó [3]; j

rAx
′⋅

⋅=  det)( 3ϑ . 

Çã³äíî (6) ñï³ââ³äíîøåííÿ (2), (3) ïðèéìóòü âèãëÿä 

 )()v€(
)(

0

ςεσ n
k
sl

N

n

ilsrr
q

iqlms
m

irir PpAcAt ′
=

′′⋅
⋅∑ +∇+= ; 

 [ ] )()v€(
0

)()( ςθβεσ k

N

n

nirn
sl

q
m

s
q

s
m

irlmir PAAc∑
=

′
′⋅
⋅

′⋅
⋅ −∇+= . (9) 

Äàë³ ñë³ä âðàõîâóâàòè, ùî êîìïîíåíòè ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü ijp  

³ ïåðåì³ùåíü jv  çîáðàæàþòüñÿ ó âèãëÿä³ ðÿä³â çà ïîë³íîìàìè 

Ëåíæàíäðà, ìîìåíòè ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàíí³ 



4 (51) 2007 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

20  ISSN 1562-9945 

â³äïîâ³äíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ [5]. Ï³ñëÿ öüîãî íåîáõ³äíî ï³äñòàâèòè 

(9) ó ôîðìóëó (8) ³ ïðîâåñòè ³íòåãðóâàííÿ ïî 3x . 

Òàêèì æå ñïîñîáîì ³ç âàð³àö³éíîãî ð³âíÿííÿ (4) îòðèìóºìî 

ñèñòåìó ð³âíÿíü 

 0)12( )(
][

0

3
)12(

1
)( =Φ++−∇ ∑

=
−−

− k
K

s

skk qhkqα
α  ),,1,0( Nk …= ,  (10) 

³ â³äïîâ³äí³ ¿é ãðàíè÷í³ óìîâè )(
)()(

k
k Qq να

α ν = , 

äå 

 [ ]−+ −−−






 +=Φ 33
)( )()1()(

2

1
QhQhk kk ϑϑ . (11) 

Äî ð³âíÿííÿ (10) ïðèºäíóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ìîìåíòàìè 

òåïëîâèõ ïîòîê³â ³ ïðèðîñòó òåìïåðàòóðè, òîáòî 

 ( ) 3

0

)(13)(3

2
1

)( )()()( dxPhxkq k

N

n

h

h

ninii
k ςθλθλϑ α

α∑ ∫
= −

−+∂+−= , (12) 

äå ))(12( )3()1()(
⋯+++= ++ kkk

k θθθ , ïðè÷îìó 0)( =nθ , ÿêùî Nn < . 

Íàâåäåí³ ð³âíÿííÿ º äîñèòü çàãàëüíèìè. Âîíè çíà÷íî 

ñïðîùóþòüñÿ, ÿêùî çíåõòóâàòè çì³íîþ ìåòðèêè ïî òîâùèí³ 

îáîëîíêè, òîáòî êîëè ãåîìåòðèÿ îáîëîíêè òàêà, ùî âåëè÷èíîþ 3xkα , 

äå αk )2,1( =α  ãîëîâí³ êðèâèçíè ïîâåðõí³ S , ìîæíà çíåõòóâàòè â 

ïîð³âíÿíí³ ç îäèíèöåþ. 
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ÓÄÊ 534.21:537.634 
Â.Â. Ëåâ÷åíêî, Ë.Ï. Çèí÷óê  

ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÌÀÃÍÈÒÎÝËÅÊÒÐÎÓÏÐÓÃÈÕ 

ÑÄÂÈÃÎÂÛÕ ÂÎËÍ Â ÑËÎÈÑÒÎ–ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ 

ÑÒÐÓÊÒÓÐÀÕ ÒÈÏÀ «ÔÅÐÐÈÒ–ÏÜÅÇÎÝËÅÊÒÐÈÊ» 

1.Ââåäåíèå. Èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ, îáðàçîâàííûõ 

÷åðåäîâàíèåì ñëîåâ ñî ñâîéñòâàìè  ôåððèòà è  ïüåçîýëåêòðèêà, 

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî àêòóàëüíûì êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ 

ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, òàê è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé 

â êà÷åñòâå êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ðàçíîîáðàçíûõ 

ðàäèîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ.  

Ìàãíèòîóïðóãèå è ýëåêòðîóïðóãèå ñäâèãîâûå âîëíû â ñëîèñòî-

ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ðàññìàòðèâàëèñü â [1-3]. Íà÷àëî 

èññëåäîâàíèÿì ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí ñäâèãà ïîëîæåíî â 

ðàáîòå [4], ãäå áûëî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå âîëí, 

ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ íà ãðàíèöå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî è 

ìàãíèòîóïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. 

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äèñïåðñèîííûõ 

óðàâíåíèé äëÿ íîðìàëüíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñëîèñòî-

ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ôåððèò/ïüåçîýëåêòðèê, è ïðîâåäåíî 

àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí 

ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû â òàêèõ ñòðóêòóðàõ. 

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ 

ðàñïðîñòðàíåíèå ñäâèãîâûõ âîëí â ñëîèñòîé ñòðóêòóðå, îòíåñåííîé ê 

äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz , êîòîðàÿ îáðàçîâàíà 

ïåðèîäè÷åñêèì N – êðàòíûì ïîâòîðåíèåì ïàêåòà èç äâóõ ñëîåâ ñî 

ñâîéñòâàìè ïüåçîýëåêòðèêà ãåêñàãîíàëüíîé ñèììåòðèè è ôåððèòà 

êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòè ïàêåòà 

ìåòàëëèçèðîâàíû, ïðè ýòîì  ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé íå 

ó÷èòûâàþòñÿ, à ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå ëèøü èõ ýêðàíèðóþùèé 

ýôôåêò. Îñü ox  äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâìåùåíà ñ 

ñîîòâåòñòâóþùèìè êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèìè îñÿìè ôåððèòà è 

ïüåçîýëåêòðèêà è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòÿì ðàçäåëà ñëîåâ, à 

ïëîñêîñòü ozy  ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ïåðâîãî ñëîÿ â ïàêåòå. 

                                 
  © ËÅÂ×ÅÍÊÎ Â.Â., ÇÈÍ×ÓÊ Ë.Ï., 2007 
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîëíà â èññëåäóåìîì ïðîñòðàíñòâå 

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè oy . Ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå 0H   

íàïðàâëåíî âäîëü îñè oz , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ è îñüþ ñèììåòðèè äëÿ 

ïüåçîýëåêòðèêà. Âîëíîâîé ïðîöåññ â ñëîÿõ ôåððèòà è ïüåçîýëåêòðèêà 

îïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëèíåàðèçèðîâàííûìè ñèñòåìàìè 

óðàâíåíèé ìàãíèòî – è ýëåêòðîóïðóãîñòè.  

Â áåçîáìåííîì è ìàãíèòîñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèÿõ 

ðàñïðîñòðàíåíèå ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí ñäâèãà äëÿ ñëîåâ ñî 

ñâîéñòâàìè ôåððèòà êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè 

[3] 

 ffftf ucu ∆=∂
*

,44

2ρ , 0=∆ fψ , 00 =∆ fϕ , (1) 

à â ñëîÿõ  ñî ñâîéñòâàìè ïüåçîýëåêòðèêà âîëíîâûå óðàâíåíèÿ 

áóäóò èìåòü âèä [2] 

 2 *

44,p t p p pu c uρ ∂ = ∆ , 0pψ∆ = , 00 =∆ pϕ . (2) 

Â ñèñòåìàõ óðàâíåíèé (1) è (2) ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ 

2 2
* 0
44, 44, 2 2

44, 0

1
( )

f f

f

b H
c c

c M

γ
ω ω

 
= +  − 

, ( )0 H H Mω ω ω ω= + , 0HH γω = , 

MM πγω 4= , γ – ãèðîìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, M – íàìàãíè÷åííîñòü 

íàñûùåíèÿ ôåððèòà, fff u
bH












−
−=

2

0

2
0

2
4

ωω

πγ
ϕψ , b  – ìàãíèòîóïðóãàÿ 

ïîñòîÿííàÿ, fϕ , 0fϕ  – ìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû ñîîòâåòñòâåííî â 

ôåððèòå è ïüåçîýëåêòðèêå, 
2

15,*

44, 44,

11,

p

p p

p

e
c c

ε
= + , 15,

11,

p

p p p

p

e
uψ ϕ

ε

 
= −   

 
, pϕ , 0pϕ  

– ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ñîîòâåòñòâåííî â ïüåçîýëåêòðèêå è 

ôåððèòå. 

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)–(2) â êàæäîì èç ñëîåâ áóäåì 

èñêàòü â âèäå 

 ( ) ( )(1) * (2) *

, , , ,sin cosf f n f n f f n f n fu B x x B x x= Ω − + Ω − , 

 ( ) ( )*

,

)2(

,

*

,

)1(

, fnnffnnff xxchkAxxshkA −+−=ψ , 

( ) ( )*

,

)2(

,

*

,

)1(

,0 fnnffnnfp xxchkDxxshkD −+−=ϕ , 

 
*

,

*

,1 fnpn xxx <<− ; 

 ( ) ( )(1) * (2) *

, , , ,sin cosp p n p n p p n p n pu B x x B x x= Ω − + Ω − , (3) 
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 ( ) ( )*

,

)2(

,

*

,

)1(

,0 pnnppnnpf xxchkAxxshkA −+−=ϕ , 

 ( ) ( )*

,

)2(

,

*

,

)1(

, pnnppnnpp xxchkDxxshkD −+−=ψ , 

 
*

,

*

,1 pnfn xxx <<− , 

ãäå ( ) ffn hhnx +−= 1
*

, , nhx pn =
*

, , pf hhh += , Nn …,1= , 0
*

,0 =px , 

 ( )
1

2 2 2

f fk kΩ = − , ( )
1

2 2 2

p pk kΩ = − , 
2

2

2f

f

k
c

ω
= , 

2
2

2p

p

k
c

ω
= , 44,

*

2 f

f

f

c
c

ρ
= , 44,

*

2 p

p

p

c
c

ρ
= . 

Â ôîðìóëàõ (3) ìíîæèòåëü ( )tikyi ωδ −exp  îïóùåí. Âåëè÷èíà 

1±=δ , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí â ïîëîæèòåëüíîì è 

îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè oy  ñîîòâåòñòâåííî. 

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà âíóòðåííèõ ïëîñêîñòÿõ ðàçäåëà 

ñâîéñòâ ïàêåòà âûïîëíÿþòñÿ  óñëîâèÿ: 

(ãðàíèöà ôåððèò – ïüåçîýëåêòðèê) 

 pxpfxpxpfxfxf ebucbuc ψϕψ ∂+∂+∂=∂+∂ ,150

**

,44

**

,44 ,   pf uu = ,  

 (4)

0f f fC uψ ϕ+ = ,   0

)3(

0

)2(

0

)1(

0 fxfyfyfx uCCC ϕψψ ∂=∂+∂+∂ , (4) 

 pp ϕϕ =0 ,   pxppxf ψεϕε ∂=∂ ,110,11 ; 

(ãðàíèöà ôåððèò – ìåòàëë – ïüåçîýëåêòðèê) 

 pxppxpfxfxf eucbuc ψψ ∂+∂=∂+∂ ,15

*

,44

**

,44 ,   pf uu = , 

 0
)3(

0

)2(

0

)1(

0 =∂+∂+∂ fyfyfx uCCC ψψ ,   00 =pϕ . (5) 

Íà âíåøíåé ñâîáîäíîé ìåòàëëèçèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè ôåððèòà 

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ 

 * *

44, 0f x f x fc u b ψ∂ + ∂ = ,  0
)3(

0

)2(

0

)1(

0 =∂+∂+∂ fyfyfx uCCC ψψ ,  00 =pϕ , (6) 

à íà âíåøíåé ñâîáîäíîé ìåòàëëèçèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè 

ïüåçîýëåêòðèêà óñëîâèÿ 

 0,15

*

,44 =∂++∂ pxppxp euc ψ ,   00 =∂ fxϕ ,   0=pϕ , (7) 

Êîýôôèöèåíòû 
)1(

0C , 
)2(

0C , 
)3(

0C ,
)4(

C  ââåäåíû â ðàáîòå [3], à 

*

04

b
b

Hπ
= .  

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ (3) â óñëîâèÿ (4)-(7) èñõîäíóþ çàäà÷ó ñâåäåì 

ê àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå N12  óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ 

( ))2(

,

)1(

,, , ipipip AAcolA =
�

, ( ))2(

,

)1(

,, , ififif AAcolA =
�

, ( ))2(

,

)1(

,, , ipipip BBcolB =
�

, 
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( ))2(

,

)1(

,, , ififif BBcolB =
�

, ( ))2(

,

)1(

,, , ipipip DDcolD =
�

, ( ))2(

,

)1(

,, , ififif DDcolD =
�

 ( Ni ,,1…= ). 

Âûïîëíèâ ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé íåèçâåñòíûå ipA ,

�
, ifA ,

�
, ipD ,

�
, ifD ,

�
 

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ipB ,

�
, ifB ,

�
 òàêèì îáðàçîì 

 , ,f i mf f iA P B=
� �

, ipmpip BPA ,,

��
= , ipepip BPD ,,

��
= , ifefif BPD ,,

��
= . (8) 

Ýëåìåíòû ìàòðèö mfP , mpP , efP , epP   èìåþò âèä 

fmf CCP θsin
)2()3(11

= , 2

)3()2()3(12
LCCCPmf +−= , fmf CCP θsin

)3()1(21
−= , 

1

)3()1()3(22
cos LCCCP fmf −= θ , 0

11
=mpP , 0

12
=mpP , pmfmp kchPP €2121

= , 

 ( ) pmfmp kchCPP €)4(2222
+= , p

p

p

ep
d

e
P θ

ε
sin

,111

,1511
−= , (9) 

( )15,12

1 11,

€cos 1
p

ep p p

p

e
P thk

d
θ

ε
= − − , 0

21
=epP , 

p

p

ep

e
P

,11

,1522

ε
−= , 

11

,11

,1111 €
epp

f

p

ef PkchP
ε

ε
= , 

f

p

epp

f

p

ef

e
PkchP

,11

,1512

,11

,1112 €
εε

ε
+= , 21 €

ef fP thk= , 0
22

=efP , 

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ 

ff khk =€ , pp khk =€ , fff hΩ=θ , ppp hΩ=θ ,
)1(

0

)1(
kCC = , 

)2(

0

)2(
CiC δ= , 

)3(

0

)3(
CiC δ= , pkthkCC €)2()2(

+= , pkthkCCC €)4()3()3(
+= , 

(1) (2)

1
€ €

f fL C chk C shk= − , ff kchCkshCL €€ )2()1(

2 +−= , 11,

1

11,

€ € €p

p p p

f

d thk chk shk
ε

ε
= + +  

Òîãäà èñõîäíóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå N4  óðàâíåíèé 

 ( ) ( ) 0€; 1,

)1()1(
=






 + fmffff BPkM

D

b
aN

���
θ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 15, ,
€ €;0 0 ;f mf f n p p p p p ep p n

b b
N a M P B N a M k ke M k P B

D D
θ

   
+ = + +   

   

� �
, 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ), 1 15, ,
€; ;0 0f f f mf p n p p ep p n

b
N a M k P B N a e kM P B

D
θ +

 
+ = + 

 

� �
, (10) 

 ( ) ( )( ) 000; ,

)1(

,15

)1(
=+ Npeppp BPkMeaN

��
, 

ãäå  

( )
cos sin

;
sin cos

f f f f

f f

f f

a a
N a

θ θ
θ

θ θ
 

=  − 
, ( )

cos sin
;

sin cos

p p p p

p p

p p

a a
N a

θ θ
θ

θ θ
 

=  − 
, 
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( )
€ €

€

0 0

f f
f

chk shk
M k

 −
=  

 
, 

*
kbb = , fff ca Ω=

*

,44 , ppp ca Ω=
*

,44 , 

( ) ( )( ) ( )2 2
(1) (2) (1) (2)€ € € €

f p f fD C C shk k thk C chk C shk= − + − , 

à âåêòîðà-ñòðîêè 
)(i

N
�

, 
)(i

M
�

 îáðàçîâàíû i -é ñòðîêîé 

ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû. 

Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10) 

íàéäåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ íîðìàëüíûõ 

ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí ñäâèãà  

 ( ) 0
12

=
N

P , (11) 

ãäå 
N

P –N-ÿ ñòåïåíü ìàòðèöû P  âèäà 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

1

15, 15,

€ €; ;0 0

€; ;0 0

f f f mf f mf p mp

p p p p ep p p ep

b b b
P N a M k P N a M P M k P

D D D

N a ke M k P N a ke M P

θ

θ

−

−

  
= + + + ×  

  

× + +

. 

3. Àíàëèç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè 0=b  äèñïåðñèîííîå 

óðàâíåíèå(11) ðàñïàäàåòñÿ íà äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ 

ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ âîëí 

 0=D  (12) 
è äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí ñäâèãà. 

Äèñïåðñèîííûå êðèâûå, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ðåøåíèåì (12), èìåþò 

íåâçàèìíûå õàðàêòåðèñòèêè, à çíà÷èò è ðàñïðîñòðàíåíèå  ñâÿçàííûõ 

ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí áóäåò íåâçàèìíûì. 

Äåòåðìèíàíò ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû P  îïðåäåëÿåòñÿ êàê 

 
(3) (2)

(3) (2) (1) (3)

€( ) sin

€ €( ( ) ) sin

f f f

E

f f f f

Da C C k thk b
D

Da C C k thk C C k thk b

θ

θ

+ +
=

+ + −
. (13) 

Àíàëèç âûðàæåíèÿ (13) ïîêàçûâàåò, ÷òî ED  íå çíà÷èòåëüíî 

îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû âî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò, çà èñêëþ÷åíèåì 

äèàïàçîíîâ ÷àñòîò, ãäå 0→D , 0→fa  èëè îáëàñòåé ÷àñòîò áëèçêèõ ê 

0ω . Â îêðåñòíîñòè ýòèõ ÷àñòîò îòêëîíåíèå ED  îò åäèíèöû ìîæåò 

áûòü çíà÷èòåëüíûì, è ëîêàëèçàöèÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ  

îòíîñèòåëüíî çîí ïðîïóñêàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòî óïðóãèì ñëó÷àåì 

[5] èçìåíèòñÿ êà÷åñòâåííî. 

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà 

òîëùèíà ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Íåòðóäíî 
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ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 0=ph  áóäåò âûïîëíÿòüñÿ  0=ED , à äèñïåðñèîííîå 

óðàâíåíèå (11) ñâåäåòñÿ ê âèäó 

 0
12

=fP , 

ãäå ( ) ( ) ( ) ( )
1

€; ;0 0f f f f mf f mf

b b
P N a M k P N a M P

D D
θ

−
  

= + +  
  

 – 

ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ ñëîÿ ôåððèòà. Â ÷èñòî óïðóãîì ñëó÷àå ìû 

èìååì  äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ( ) 0sin =Nfθ  [5]. Äëÿ 

ìàãíèòîóïðóãîãî ñëó÷àÿ ñïåêòð äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ áóäåò 

ëîêàëèçîâàí â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 0sin =fθ , à 

êîëè÷åñòâî ðàñùåïëåíèé äèñïåðñèîííîé êðèâîé áóäåò 

ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ïîðîæäàþùèõ ïàêåòîâ. 

Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê 

ïîñòðîåíèþ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ íîðìàëüíûõ 

ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ âîëí ñäâèãà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñëîèñòî-

ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå ôåððèò/ïüåçîýëåêòðèê,  ïðîâåäåí àíàëèç 

ïîëó÷åííîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ñ ÷èñòî 

óïðóãèì ñëó÷àåì è âûÿâëåíû îñîáåííîñòè âëèÿíèÿ ìàãíèòíûõ 

ñâîéñòâ ôåððèòà  íà äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè 

ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà âîëí. 
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ÓÄÊ 539.3 
Â.Ô. Ìåéø, Þ.À. Ìåéø, Ý.À. Øòàíöåëü  

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÒÐÅÕÑËÎÉÍÛÕ ÁÀËÎÊ Â 

ÐÀÌÊÀÕ ÏÐÈÊËÀÄÍÛÕ ÒÅÎÐÈÉ ÏÐÈ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ 

ÍÀÃÐÓÆÅÍÈßÕ 

Íåîäíîðîäíûå ïî òîëùèíå áàëêè ÿâëÿþòñÿ ðàñïðîñòðàíåííûìè  

êîíñòðóêòèâíûìè ýëåìåíòàìè â íåñóùèõ êîíñòðóêöèÿõ. Ñóùåñòâóåò 

ðÿä ïîäõîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåîäíîðîäíûõ ïî 

òîëùèíå áàëîê (â äàíîì ñëó÷àå òðåõñëîéíûõ áàëîê). Ñðåäè íèõ 

îñíîâíîå ìåñòî çàíèìàþò òåîðèè, êîòîðûå ïîñòðîåíû íà 

èñïîëüçîâàíèè åäèíûõ ãèïîòåç äëÿ âñåãî ïàêåòà ñëîåâ â öåëîì. Òàêîé 

ïîäõîä ïðàâîìî÷åí â ñëó÷àå íåçíà÷èòåëüíîé  ðàçíèöû ôèçèêî – 

ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîåâ. Ïðè çíà÷èòåëüíîì îòëè÷èè ôèçèêî 

– ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ áîëåå öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü òåîðèþ 

áàëîê ñ èñïîëüçîâàíèåì íåçàâèñèìûõ ãèïîòåç ê êàæäîìó èç ñëîåâ. 

×èñëåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òðåõñëîéíûõ áàëîê ñ 

ïðèìåíåíèåì óêàçàííûõ òåîðèé ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ 

íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ðàçëè÷èå ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî – 

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ðàçëè÷íûì òåîðèÿì. Ýòîò ôàêò 

âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ 

íàïðÿæåííî – äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òðåõñëîéíûõ áàëîê, 

ïðîâåäåíèÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî–

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ 

ðåçóëüòàòîâ. 

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûé àíàëèç íàïðÿæåííî–

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òðåõñëîéíûõ áàëîê ñîãëàñíî òåîðèè 

ïðèìåíåíèÿ åäèíûõ ãèïîòåç êî âñåìó ïàêåòó ñëîåâ â ðàìêàõ 

êëàññè÷åñêîé ìîäåëè, ìîäåëè ñ ó÷åòîì äåôîðìàöèé ïîïåðå÷íîãî 

ñäâèãà è èíåðöèè âðàùåíèÿ íîðìàëüíîãî ýëåìåíòà (áàëêà 

Òèìîøåíêî) è ìîäåëè òðåõñëîéíûõ áàëîê ñ ïðèìåíåíèåì ãèïîòåç ê 

êàæäîìó ñëîþ ïðè íåñòàöèîíàðíûõ íàãðóçêàõ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, 

èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðîâîäèòñÿ êîñâåííîå ñðàâíåíèå ñ 

èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. 

§1. Ìîäåëü òðåõñëîéíûõ áàëîê ñ ïðèìåíåíèåì ãèïîòåç ê 

êàæäîìó ñëîþ Òðåõñëîéíàÿ áàëêà ñîñòîèò èç âíåøíèõ îðòîòðîïíûõ 

                                 
  © ÌÅÉØ Â.Ô., ÌÅÉØ Þ.À., ØÒÀÍÖÅËÜ Ý.À., 2007 
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ñëîåâ (îáøèâêà) è âíóòðåííåãî èçîòðîïíîãî ñëîÿ (çàïîëíèòåëü). Âñå 

ñëîè áàëêè èìåþò ïîñòîÿííóþ òîëùèíó )3,1k(h k =  è äåôîðìèðóþòñÿ 

áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ è îòðûâà. Áàëêà îòíåñåíà ê îðòîãîíàëüíîé 

ñèñòåìå êîîðäèíàò z,y,x , â êîòîðîé ñðåäèííûå ïîâåðõíîñòè ñëîåâ 

ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè constz = . Áàëêà èçãèáàåòñÿ 

â ïëîñêîñòè xz. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî ñëîÿ ââîäÿòñÿ ëîêàëüíûå 

ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ïàðàëëåëüíîãî 

ïåðåíîñà óêàçàííîé ñèñòåìû âäîëü îñè z .  

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ 

òðåõñëîéíîé áàëêè áóäåì èñõîäèòü èç ïîëîæåíèé, êîòîðûå 

àíàëîãè÷íû ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åê [6]. 

Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ èñêîìûõ ôóíêöèé ïðèíèìàåì 

êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ñëîåâ 

1 2 3 4 1 3( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ))TU u x u x u x u x w x w x= . 

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé êîëåáàíèé  âàðèàöèîííûé ïðèíöèï 

Ðåéññíåðà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ñîãëàñíî êîòîðîìó 

 ∫ =δ−−δ
2

1

t

t

,0dt]A)TR([  (1.1) 

ãäå A – ðàáîòà âíåøíèõ ñèë, R – ôóíêöèîíàë Ðåéññíåðà, T – 

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé ñòðóêòóðû. 

Èç âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ  (1.6) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé 

òðåõñëîéíîé áàëêè îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé 

íà ïîâåðõíîñòè ñëîåâ 314321 w,w,u,u,u,u  
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Èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè íàïðÿæåíèé äëÿ êàæäîãî ñëîÿ 

çàäàþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì 2 2

11 13 33 11 13 33( , , ) ( , , ) ;k k kz kz

z

T T T dzσ σ σ= ∫  

11 11 , 1, 3 ; [ / 2, / 2] .k k kz

z

M z dz k z h hσ= = ∈ −∫  

Óðàâíåíèÿ (1.2) äîïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè è 

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.  

§ 2. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷. ×èñëåííûé àëãîðèòì  

îñíîâûâàåòñÿ íà êîíå÷íî – ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé 

êîëåáàíèé. Èñïîëüçóÿ ÿâíóþ ñõåìó «êðåñò», êîìïîíåíòû 

îáîáùåííîãî âåêòîðà ïåðåìåùåíèé àïïðîêñèìèðóåì â öåëûõ òî÷êàõ 

ðàçíîñòíîé ñåòêè, à êîìïîíåíòû îáîáùåííîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé è 

óñèëèé â ïîëóöåëûõ òî÷êàõ ñåòêè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü 

äèâåðãåíòíóþ ôîðìó ðàçíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé, à òàêæå è âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé 

ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè íà ðàçíîñòíîì óðîâíå [6].  

§ 3. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû. Áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû è 

ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ 

íåñòàöèîíàðíîãî ïîâåäåíèÿ òðåõñëîéíûõ áàëîê â ðàìêàõ ïðèêëàäíûõ 
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òåîðèé – êëàññè÷åñêîé òåîðèè òðåõñëîéíûõ áàëîê, áàëîê òèïà Ñ.Ï. 

Òèìîøåíêî ïðè ïðèíÿòèè åäèíûõ ãèïîòåç êî âñåìó ïàêåòó â öåëîì è 

òåîðèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåçàâèñèìûõ ãèïîòåç ê êàæäîìó èç ñëîåâ â 

øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ôèçèêî–ìåõàíè÷åñêèõ è 

ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðè ðàçíûõ âèäàõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è 

òèïîâ íàãðóæåíèÿ. 

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ  

ïàðàìåòðàõ 2 1/ 2 9;h h = ÷  ;hhhh
321

++=  / 10 30;R h = ÷  / 4L R = . 

Ôèçèêî – ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû îáøèâîê ñ òîëùèíàìè 1h  ³ 3h  

çàäàâàëèñü ñëåäóþùèìè 1 1 10

1 2 7 10E E= = ⋅ Ïà; 3 1

1 1 ;E E=  1 3

1 1 0,33;ν ν= =  

3

1 3 2,7 10ρ ρ= = ⋅ êã/ì3. Ôèçèêî – ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàïîëíèòåëÿ 

èçìåíÿëèñü â ïðåäåëàõ 1000/E10/EE 1
1

1
1fil ÷= .  

Íàãðóçêà çàäàâàëàñü â âèäå 3( ) sin [ ( ) ( )]
t

P t A t t T
T

π
η η

⋅
= ⋅ − − , ãäå Ò – 

âðåìÿ íàãðóæåíèÿ, À – àìïëèòóäà íàãðóæåíèÿ, )t(η – ôóíêöèÿ 

Õåâèñàéäà. 

Èñõîäÿ èç ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ 

òðåõñëîéíûõ áàëîê ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû, ÷òî ïðè 10E/E fil1 =  

âåëè÷èíû íàïðÿæåííî–äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå 

îòëè÷àþòñÿ êàê ïî êà÷åñòâåííîìó õàðàêòåðó ïîâåäåíèÿ, òàê è ïî 

êîëè÷åñòâåííîìó. Â ñëó÷àå 100E/E fil1 = , êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ 

âåëè÷èí íàïðÿæåííî–äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîãëàñíî 

ïðèâåäåííûõ òåîðèé êà÷åñòâåííî íà÷èíàåò îòëè÷àòüñÿ. Ñîãëàñíî 

òåîðèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåç ê êàæäîìó ñëîþ, âåëè÷èíàì 

ïðîãèáîâ 3U  õàðàêòåðíî áîëåå ãóñòîå âîëíîîáðàçîâàíèå ïî ñðàâíåíèþ 

ñ òåîðèåé íåîäíîðîäíûõ ïî òîëùèíå áàëîê. Ðàçíèöà ïî 

ìàêñèìàëüíûì àìïëèòóäàì ïðîãèáîâ ïðè ýòîì äîñòèãàåò ïîðÿäêà 5%. 

Â ñëó÷àå 500E/E fil1 =  ðàçíèöà âåëè÷èí ïî ìàêñèìàëüíûì 

àìïëèòóäàì äîñòèãàåò ïîðÿäêà 10 – 15%. Óâåëè÷åíèå ñîîòíîøåíèÿ 

fil1 E/E  ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó êà÷åñòâåííîìó ðàñõîæäåíèþ 

âåëè÷èí íàïðÿæåííî – äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ïðîöåññ 

âîëíîîáðàçîâàíèÿ) è êîëè÷åñòâåííîé ðàçíèöå ïî ìàêñèìàëüíûì 

âåëè÷èíàì. Èñõîäÿ èç ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðàñ÷åòîâ ñîãëàñíî 

òåîðèé ñ èñïîëüçîâàíèåì íåçàâèñèìûõ ãèïîòåç ê êàæäîìó ñëîþ, 



4 (51) 2007 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  31 

êëàññè÷åñêîé òåîðèè áàëîê è áàëîê òèïà Ñ.Ï. Òèìîøåíêî ìîæíî 

ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ âñåõ çàäà÷, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü äëÿ 

ñëó÷àÿ 1000E/E fil1 =  õàðàêòåðíî, ÷òî ðàçëè÷èå ïî ìàêñèìàëüíûì 

âåëè÷èíàì ïðîãèáîâ â îáøèâêàõ è çàïîëíèòåëå ïðè çàäàííûõ 

íåñòàöèîíàðíûõ íàãðóæåíèÿõ äîñòèãàåò ïîðÿäêà 15–30%, ïðè÷åì 

áîëüøèå ïðîãèáû, à òàêæå áîëåå ãóñòîå âîëíîîáðàçîâàíèå 

íàáëþäàåòñÿ äëÿ òåîðèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåçàâèñèìûõ ãèïîòåç äëÿ 

êàæäîãî ñëîÿ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè óìåíüøåíèè îòíîøåíèÿ 

âåëè÷èí fil1 E/E  óêàçàííàÿ ðàçíèöà óìåíüøàåòñÿ è ïðè çíà÷åíèè 

50E/E fil1 =  ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì â 

1,1–1,2 ðàçà. Àíàëèç âåëè÷èí äåôîðìàöèé 3311, εε â ñðåäèííîé 

ïîâåðõíîñòè çàïîëíèòåëÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà 33ε çíà÷èòåëüíî 

ïðåâûøàåò íàä ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíîé 11ε . 

§ 4. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.  Çíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå 

ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñîãëàñíî òåîðèÿì ñ èñïîëüçîâàíèåì 

íåçàâèñèìûõ ãèïîòåç ê êàæäîìó ñëîþ è êëàññè÷åñêîé òåîðèè áàëîê è 

áàëîê òèïà Ñ.Ï. Òèìîøåíêî  âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ 

òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ. Èñõîäÿ èç ýòîãî áûëî ïðîâåäåíî êîñâåííîå 

ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñîãëàñíî óêàçàííûõ 

ïðèêëàäíûõ òåîðèé òðåõñëîéíûõ áàëîê ñ èçâåñòíûìè 

ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è àíàëèòè÷åñêèìè äàííûìè ðåøåíèÿ 

ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷. Êîñâåííûé àíàëèç ïðîâîäèëñÿ èñõîäÿ èç 

ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé. Ðàññìàòðèâàëèñü èçâåñòíûå 

àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî 

òåîðèè òðåõñëîéíûõ áàëîê. Ïðè çàäàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçèêî 

–ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû ïî äèíàìè÷åñêîìó 

ïîâåäåíèþ òðåõñëîéíûõ áàëîê ñîãëàñíî âûøåóêàçàííûõ âîëíîâûõ 

óðàâíåíèé (òåîðèÿ áàëîê ñ èñïîëüçîâàíèåì íåçàâèñèìûõ ãèïîòåç ê 

êàæäîìó ñëîþ, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ áàëîê, òåîðèÿ áàëîê òèïà Ñ.Ï. 

Òèìîøåíêî) ïðè äåéñòâèè  âíåçàïíî ïðèëîæåííîãî ðàñïðåäåëåííîãî 

íîðìàëüíîãî íàãðóæåíèÿ âèäà 

 )t(f)x(Af)t,x(P
213

=  

ãäå À – àìïëèòóäà íàãðóçêè; )t(f
2

– ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îòâå÷àåò çà 

èçìåíåíèå íàãðóæåíèÿ âî âðåìåíè; 1( )f x – ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ 

ñîîòâåòñòâóåò ôîðìå íàãðóæåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå õ. 
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Ïîëó÷åííûå êèíåìàòè÷åñêèå è  ñèëîâûå ïàðàìåòðû ñðàâíèâàëèñü ñ 

äàííûìè ðåøåíèÿ  ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ñòàòèêè ÷åðåç 

äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò дK . Â ðàáîòå [4] ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ 

êîýôôèöèåíòà äèíàìè÷íîñòè äëÿ ñëó÷àÿ øàðíèðíî–îïåðòîé áàëêè 

ïðè äåéñòâèè íàãðóçêè )t,x(P3 è âèäà ôóíêöèè 

),Tt()T/t1()t(f
2

−η⋅−=  ãäå Ò – äëèòåëüíîñòü íàãðóæåíèÿ, )t(η – 

ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ñîãëàñíî [4] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âåëè÷èíå 

100T ≥ω , êîýôôèöèåíò äèíàìè÷íîñòè дK = 2, ãäå ω  - êðóãîâàÿ 

÷àñòîòà êîëåáàíèé áàëêè ïðè çàäàííîé ôóíêöèè ïðîãèáà. Ïðè 

ðàñ÷åòàõ ïðè äåéñòâèè âíåçàïíî ïðèëîæåííîé íàãðóçêè äëÿ ñëó÷àÿ  

)t()t(f η= , êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, ïîëàãàåì êîýôôèöèåíò 

äèíàìè÷íîñòè дK = 2. 

Â òàáë. 1, 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è ñðàâíèòåëüíûé 

àíàëèç ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è òåîðåòè÷åñêèõ 

ðàñ÷åòîâ ñîãëàñíî  ïðèêëàäíûõ òåîðèé òðåõñëîéíûõ áàëîê (êàê 

÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðèè òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åê ñ èñïîëüçîâàíèåì 

íåçàâèñèìûõ ãèïîòåç ê êàæäîìó ñëîþ è òåîðèè íåîäíîðîäíûõ ïî 

òîëùèíå îáîëî÷åê Êèðõãîôà – Ëÿâà è òèïà Ñ.Ï. Òèìîøåíêî) 

Òàáëèöà 1 

Âàðèàíò ðàñ÷åòîâ 2
3 10U −⋅ ,ì ∆ ,% 

ýêñïåðèìåíò 0,153  

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèÿ 0,160 4,68 

òåîðèÿ ñîãëàñíî íåçàâèñèìûõ ãèïîòåç 0,1432 6,4 

òåîðèÿ òèïà Òèìîøåíêî 0,168 9,8 

òåîðèÿ Êèðõãîôà – Ëÿâà 0,1155 24,5 

 

Òàáëèöà 2  

Âàðèàíò ðàñ÷åòà 2
3 10U −⋅ ,ì ∆ ,% 

ýêñïåðèìåíò 0,348  

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå 0,363 4,13 

òåîðèÿ ñîãëàñíî íåçàâèñèìûõ ãèïîòåç 0,354 1,7 

òåîðèÿ òèïà Òèìîøåíêî 0,1995 42,7 

òåîðèÿ Êèðõãîôà – Ëÿâà 0,1902 45,3 
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Ðåçóëüòàòû òàáë. 1 ñîîòâåòñòâóþò âàðèàíòó ðàñ÷åòîâ øàðíèðíî– 

îïåðòîé áàëêè ïðè äåéñòâèè ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè )t()x(AfP3 η= , 

ãäå ( ) sin( / ),f x x Lπ=  ãäå L – äëèíà áàëêè. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà è 

àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû ñîãëàñíî ðàáîò [2,3]. 

Ðàññìàòðèâàëàñü òðåõñëîéíàÿ áàëêà ñ îáøèâêàìè, èçãîòîâëåííûìè èç 

ìàòåðèàëà òèïà ñïëàâ Ä16-Ò, è çàïîëíèòåëåì òèïà ïåíîïëàñò. 

Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçèêî –ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû áàëêè 

ïîëàãàëèñü ñëåäóþùèìè: òîëùèíà îáøèâêè 3

1 0,7 10δ −= ⋅ ì; 

çàïîëíèòåëÿ 2

2 0,37 10δ −= ⋅ ì; 107,03 10обшE = ⋅ Ïà; 0,33ν = ; / 471обш запE E = ;  

50,0996 10A = ⋅ Ïà; 0,28L = ì. 

Â òàáë. 1 â ïåðâîé ñòðîêå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñîãëàñíî 

ýêñïåðèìåíòà [1] äëÿ çíà÷åíèé ïðîãèáà 3U  íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè 

áàëêè ïðè 2/Lx = . Âòîðàÿ ñòðîêà  îòâå÷àåò ðåçóëüòàòàì 

àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ [3]. Òðåòüÿ ñòðîêà îòâå÷àåò ðàñ÷åòàì, 

êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû ñîãëàñíî òåîðèè íåçàâèñèìûõ àïïðîêñèìàöèé. 

×åòâåðòàÿ ñòðîêà–òåîðèè òðåõñëîéíûõ áàëîê òèïà Òèìîøåíêî 

(ïàêåò), ïÿòàÿ – êëàññè÷åñêîé òåîðèè  áàëîê  (ïàêåò). Âòîðîé ñòîëáåö 

â òàáëèöå îòâå÷àåò îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ∆ , êîòîðàÿ 

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

 %,100
w

ww

т

т ⋅
−

=∆ ∗  

ãäå тw – çíà÷åíèå ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòà, *w  – ñîîòâåòñòâóþùèå 

çíà÷åíèÿ ñîãëàñíî  äðóãèì ðàñ÷åòàì. 

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå âåëè÷èí ïðîãèáà ñîãëàñíî 

ýêñïåðèìåíòà [1]. Ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé øàðíèðíî îïåðòîé áàëêè 

ïðè íàãðóæåíèè )t()x(AfP3 η= . Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçèêî – 

ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû áàëêè ïîëàãàëèñü ñëåäóþùèìè: 

;10h/L = ;5,0/
21

=δδ  ;2h 21 δ+δ=  11
обш 1002,2E ⋅= Ïà; ;3,0обш =ν  

10
зап 10394,0E ⋅= Ïà; 35,0зап =ν ; 5105A ⋅= Ïà. Îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èí â 

òàáë. 2 àíàëîãè÷íû îáîçíà÷åíèÿì  òàáë. 1. Êàê ñëåäóåò ñ 

ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ðàñ÷åòû ñîãëàñíî òåîðèè íåçàâèñèìûõ 

àïïðîêñèìàöèé íàèáîëåå óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóþòñÿ ñ 

ñîîòâåòñòâóþùèìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è àíàëèòè÷åñêèìè 
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ðåøåíèÿìè, ÷òî êîñâåííî ïîäòâåðæäàåò äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ 

ðåçóëüòàòîâ. 
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ÂËÈßÍÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂ ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ ÍÀ 

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÍÅÊÐÓÃÎÂÛÕ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ 

ÎÁÎËÎ×ÅÊ ÏÐÈ ÎÑÅÂÎÌ ÑÆÀÒÈÈ ÈËÈ ÂÍÅØÍÅÌ 

ÄÀÂËÅÍÈÈ 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïðîäîëüíî ãîôðèðîâàííûõ 

êîìïîçèòíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè âíåøíåì äàâëåíèè è 

îñåâîì ñæàòèè. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îáîëî÷êè îáðàçîâàíî îïåðòûìè íà 

èñõîäíóþ îêðóæíîñòü ðàäèóñà 0R  öèëèíäðè÷åñêèìè ïàíåëÿìè 

ðàäèóñà r , îõâàòûâàþùèìè îäèíàêîâûé öåíòðàëüíûé óãîë 0γ . 

Îñíîâíàÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà 0R  ðàçäåëåíà íà N  ðàâíûõ ÷àñòåé, 

êàæäîé èç êîòîðûõ îòâå÷àåò öåíòðàëüíûé óãîë 0ϕ . Ðàäèóñ r 

îêðóæíîñòè ãîôðà ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå, òàê è áîëüøå ðàäèóñà 0R . 

Ïðè  r>> 0R  ïîëó÷èì öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó, ñîñòîÿùóþ èç ïî÷òè 

ïëîñêèõ ïàíåëåé (ñêëàä÷àòóþ). Òàê êàê ðàäèóñ r ïðè óâåëè÷åíèè 

êîëè÷åñòâà âîëí N óìåíüøàåòñÿ, òî âàæíî èññëåäîâàòü âëèÿíèå 

ïîíèæåííîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòè êîìïîíåíòîâ íà êðèòè÷åñêèå 

íàãðóçêè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ 

îðòîòðîïíûõ îáîëî÷åê òèïà Òèìîøåíêî [1]. 

Ïîëàãàåì, ÷òî ìàòåðèàë îáîëî÷êè îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 

àðìèðîâàííîãî âîëîêíàìè êîìïîçèòà. Îòäåëüíûå ñëîè åãî óëîæåíû 

òàêèì îáðàçîì, ÷òî â öåëîì ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ îðòîòðîïíûì, 

ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì 

íàïðàâëåíèÿ îñåé îðòîòðîïèè ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè îñåé 

êîîðäèíàò îáîëî÷êè. 

Ïðèìåì, ÷òî îáîëî÷êà íàãðóæåíà ðàâíîìåðíûì âíåøíèì 

äàâëåíèåì èíòåíñèâíîñòüþ q  ëèáî ñæèìàåòñÿ ðàâíîìåðíî 

ðàñïðåäåëåííûìè ïî òîðöåâîìó ñå÷åíèþ îñåâûìè óñèëèÿìè 0

11 S,T . Èç 

óðàâíåíèé áåçìîìåíòíîé òåîðèè îáîëî÷åê â ýòîì ñëó÷àå âûòåêàåò [2], 

÷òî äîêðèòè÷íîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè õàðàêòåðèçóåòñÿ óñèëèÿìè -
0

22

00

11 T,S,T , äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû ôîðìóëû: 
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Óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåì èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ 

âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ: 
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ  áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû: 
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Ïåðåìåùåíèÿ îòíåñåì ê ðàäèóñó. Âûðàçèâ âñå âõîäÿùèå â (1) 

âåëè÷èíû ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ, óêàçàííîå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå 

çàïèøåì â òàêîì âèäå: 

 01 =− 2ПП δλδ , (2) 

ãäå λ  ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ qλ èëè Sλ  è 
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, 

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ),(L j,i âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 

ïåðåìåùåíèÿ  u, v, w è óãëû ïîâîðîòà ψθ , [3]. Îíè ñîäåðæàò â 

êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèåñÿ ïî îêðóæíîé 

êîîðäèíàòå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû iω , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 

÷åòíûìè èëè íå÷åòíûìè ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì 2 / Nπ . 

Àïïðîêñèìèðóåì ÷åòíûå ôóíêöèè îòðåçêîì ðÿäà Ôóðüå: 

 ∑
=

+=
p

r

irii rN
1

,,0 cos ϕλλω . 
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Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé iω çàäàäèì â Ì òî÷êàõ (Ì - íå÷åòíîå ÷èñëî). 

Ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé cos rNϕ  íà äèñêðåòíîì  ìíîæåñòâå 

òî÷åê, êîýôôèöèåíòû ir ,λ  âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

 ∑
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ϕϕωλ , 

ãäå 
2

k k
NM

π
ϕ = . Íå÷åòíûå ôóíêöèè 12ω  è 14ω  â ðÿäàõ Ôóðüå 

ñîäåðæàò ñèíóñû. 

Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ, à 

òàêæå óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå, 

ïåðåìåùåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ [3]. 

Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû áîðîïëàñòèêîâûõ îáîëî÷åê, ñîñòîÿùèõ èç 

ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà ïàíåëåé ïðè ïîñòîÿííîì ðàäèóñå r è 

ïåðåìåííîì 0R  è, íàîáîðîò, ïðè ïåðåìåííîì r è ïîñòîÿííîì 0R . 

Âàðüèðîâàëàñü òàêæå äëèíà îáîëî÷åê ïðè ïîñòîÿííîé òîëùèíå. 

Óñòàíîâëåíî, ÷òî êîðîòêèå è ñðåäíåé äëèíû îáîëî÷êè, ñîñòîÿùèå 

èç öèëèíäðè÷åñêèõ ñåêöèé ìåíüøåãî, ÷åì îñíîâíàÿ îáîëî÷êà, 

ðàäèóñà ìîãóò îáëàäàòü âûñîêèìè ïîêàçàòåëÿìè óñòîé÷èâîñòè íå 

òîëüêî ïðè îñåâîì ñæàòèè, íî è ïðè âíåøíåì äàâëåíèè (Ðèñ.1). Ïðè 

âîãíóòîñòè ïàíåëåé â ïðîòèâîïîëîæíîì ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíîé 

îáîëî÷êå íàïðàâëåíèè îáîëî÷êè òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü îò âîçäåéñòâèÿ 

âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà 

ãîôðîâ âåñüìà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé 

íàãðóçêè ïîíèæåííàÿ ñäâèãîâàÿ æåñòêîñòü êîìïîçèòà (Ðèñ.2). 

Çíà÷èòåëüíî ñóæàåòñÿ îáëàñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè 

êîòîðûõ îáîëî÷êà ñ ãîôðàìè èìååò áîëåå âûñîêèå êðèòè÷åñêèå 

íàãðóçêè, ÷åì êðóãëûå îáîëî÷êè ñðåäíåãî ðàäèóñà.  
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ÄÎ ÒÅÎÐ²¯ ÅËÅÊÒÐÎÌÅÕÀÍ²×ÍÈÕ ÍÅÎÑÅÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ 

ÊÎËÈÂÀÍÜ Ï’ªÇÎÊÅÐÀÌ²×ÍÈÕ ÏËÀÑÒÈÍ Ç ÒÎÂÙÈÍÍÎÞ 

ÏÎËßÐÈÇÀÖ²ªÞ  

Âàæëèâ³ñòü äîñë³äæåíü ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü òîíêîñò³ííèõ 

ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ò³ë îáóìîâëåíà ïîøèðåí³ñòþ òàêèõ ðåæèì³â 

ôóíêö³îíóâàííÿ ïåðåòâîðþâà÷³â åíåðã³¿, çàñòîñóâàííÿì ÷àñòîòíèõ 

ìåòîä³â âèçíà÷åííÿ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â òà ³í. 

[1, 3]. 

Òîíêó ï’ºçîêåðàì³÷íó ïëàñòèíó òîâùèíîþ h  â³äíåñåìî äî 

ïðÿìîêóòíèõ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò zyx ,, , ïðè÷îìó êîîðäèíàòíà 

ïëîùèíà 0=z  ñï³âïàäàº ç ñåðåäèííîþ ïëîùèíîþ ïëàñòèíè. Ïðè 

òîâùèíí³é ïîëÿðèçàö³¿ ñêîðèñòàºìîñÿ ìàòåð³àëüíèìè çàëåæíîñòÿìè ó 

ôîðì³ [1, 3] 
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( ), ,z zE E x y t= , ³ç çàãàëüíèõ ìàòåð³àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü (1) îäåðæèìî 

[1, 3] ôîðìóëè 
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Ç òðüîõ ð³âíÿíü êîëèâàíü ïðè íåõòóâàíí³ òîâùèííèì 

ïðèøâèäøåííÿì çàëèøàòüñÿ ò³ëüêè äâà 
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∂
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31 112 2 2

1
(1 ) (1 )

2

Ezu v v v u E v
d s

x y y x x y y t
ν ν ρ

 ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

. (4) 

Ïðè íååëåêòðîäîâàíèõ ëèöåâèõ ïëîùèíàõ ïëàñòèíè äëÿ 

ï’ºçîêåðàì³êè, ÿê ñèëüíîãî ä³åëåêòðèêà, åëåêòðè÷í³ ãðàíè÷í³ óìîâè 

ïðè 2hz ±=  çàïèñóþòüñÿ [1, 3] ó âèãëÿä³ ( ) 0,2,, =±= thzyxDz . 

Îñê³ëüêè ïëàñòèíà òîíêà, òî ìîæíà ïðèéíÿòè 0=zD  ïî âñüîìó îá’ºìó 

ïëàñòèíè. Íåõòóþ÷è zσ  â ïîð³âíÿíí³ ç xσ , yσ , âèçíà÷èâøè ç ï’ÿòîãî 

ð³âíÿííÿ (1) ( ) T

yxz dE 3313 εσ+σ−=  ³ ï³äñòàâèâøè öå çíà÷åííÿ zE  â ïåðø³ 

äâà ð³âíÿííÿ (1), îäåðæèìî 
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∂
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s Dxy
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. (5) 

Â öèõ ôîðìóëàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìàòåð³àëüí³ ñòàë³ 

 TED dss 33

2

311111 ε−= ,    TED dss 33

2

311212 ε−= ,    DD ss 1112−=ν . (6) 
Ï³äñòàâëÿþ÷è (5) â (3), îäåðæèìî ð³âíÿííÿ êîëèâàíü â 

ïåðåì³ùåííÿõ 
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∂
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∂
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∂∂
∂

, (7) 

ÿê³ ò³ëüêè äîäàíêîì 
x

E
d z

∂

∂
ν+ 31)1( , 31(1 ) zE

d
y

ν
∂

+
∂

 â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä 

ð³âíÿíü (4). 

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåì (4) àáî (7) ïðåäñòàâèìî [2] ó âèãëÿä³ 

 
yx

u
∂
Ψ∂

+
∂
Φ∂

= , 
xy

v
∂
Ψ∂

−
∂
Φ∂

= . (8) 
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Ó âèïàäêó åëåêòðîäîâàíèõ ïëîùèí 2hz ±=  ôóíêö³¿ ( )tyx ,,Φ , 

( )tyx ,,Ψ  âèçíà÷àþòüñÿ ç õâèëüîâèõ ð³âíÿíü 

 
2

2

11

2

31 )1()1(
t

sEd D

z ∂
Φ∂

ρν−=ν+−∆Φ , 
2

2

11)1(2
t

s D

∂
Ψ∂

ρν+=∆Ψ , (9) 

à ó âèïàäêó íååëåêòðîäîâàíèõ ïëîùèí 2hz ±=  ôóíêö³¿ ( )tyx ,,Φ , 

( ), ,x y tΨ  âèçíà÷àþòüñÿ ç õâèëüîâèõ ð³âíÿíü 

 
2

2

11

2 )1(
t

s D

∂
Φ∂

ρν−=∆Φ , 
2

2

11)1(2
t

s D

∂
Ψ∂

ρν+=∆Ψ . (10) 

Â ð³âíÿííÿõ (9) ³ (10) îïåðàòîð ∆ º îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. 

Â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ xr =θcos , yr =θsin  âèðàçè (8) äëÿ 

ïåðåì³ùåíü áóäóòü òàêèìè 

 
θ∂
Ψ∂

+
∂
Φ∂

=
rr

ur

1
, 

1
u

r r
θ θ

∂Φ ∂Ψ
= −

∂ ∂
. (11) 

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëàìè [1, 3] äëÿ äåôîðìàö³é 

 
r

u r
r ∂

∂
=ε , 

r

uu

r

r+
θ∂

∂
=ε θ

θ

1
, 

θ∂

∂
+

∂
∂

=γ θ
θ

r
r

u

rr

u

r
r

1
 (12) 

³ íàïðóæåíü  
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31

2
1111

1

11
r r zEE

d
E
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= + −
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 ( ) ( )
( ) zErE
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d
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11

2 11

1

ν−
−ε+νε

ν−
=σ θθ , 

 
( ) θθ γ

ν+
=τ rEr

s1112

1
, (13) 

îäåðæèìî âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü ÷åðåç ïîòåíö³àëè ΨΦ,  â 

ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ 
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θ∂

Φ∂
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+
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−
θ∂∂

Φ∂

ν+
=τ θ 2

2

22

2

2

2

11

1122

12

1

rrrrrrrs Er . (14) 

Ðîçãëÿíåìî êðóãëå ï’ºçîêåðàì³÷íå ê³ëüöå ðàä³óñó 1R  ç îòâîðîì 

ðàä³óñó 0R . Åëåêòðîäíå ïîêðèòòÿ íà ëèöåâèõ ïëîùèíàõ 2hz ±=  

ðîçáèòå íà N2  ñåêòîð³â ç ïðîòèôàçíèìè ñóñ³äí³ìè ï³äêëþ÷åííÿìè, 

òàê ùî ( ) hVE
n

z 21 0

1−−= , Nn 2,...,1= . Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (9) â ïîëÿðíèõ 

êîîðäèíàòàõ θ,r , â ïåðøîìó ç ÿêèõ äîäàíîê zEd31)1( ν+  òðåáà áðàòè 
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ð³âíèì íóëåâ³ [3], ïðè ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàííÿõ âèáèðàºìî ó âèãëÿä³ 

ðÿä³â 

 ( ) ( ) ( ){ } ( )timrkNArkJARtr
m

mmmm ω−θ+=θΦ ∑ expsinRe,, 1211

2 , 

 ( ) ( ) ( ){ } ( )timrkNArkJARtr
m

mmmm ω−θ+=θΨ ∑ expcosRe,, 2423

2 . (15) 

Òóò ( )m jJ k r  òà ( )rkN jm  – öèë³íäðè÷í³ ôóíêö³¿ ïåðøîãî òà äðóãîãî 

ðîäó, ( ) 2

11

22

1 1 ρων−= Esk , ( ) 2

11

2

2 12 ρων+= Esk , ω – öèêë³÷íà ÷àñòîòà êîëèâàíü. 

Ç ôîðìóë (15) ³ (14) çíàõîäèìî ìåõàí³÷í³ íàïðóæåííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +θ




+++=θσ ∑ mArkaArkaArkaArkatr
m

mmmmmmmmr sinRe,, 424323212111  

 
( )

( ) ti

n
E

e
n

nN

s

dV ω−
∞

= 



+
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ν−π
+ ∑

011

310

12

12sin

1

2
, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +θ




+++=θσ ∑θ mArkbArkbArkbArkbtr
m

mmmmmmmm sinRe,, 424323212111  

 
( )

( ) ti

n
E

e
n

nN

s

dV ω−
∞

= 



+
θ+

ν−π
+ ∑

011

310

12

12sin

1

2
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ti

m

mmmmmmmmr emArkcArkcArkcArkctr ω−
θ ∑ θ+++=θτ cosRe,, 424323212111 . (16) 

Êîðèñòóþ÷èñü ãðàíè÷íèìè óìîâàìè 

 ( ) 0,, =θσ tR jr , ( ) 0,, =θτ θ tR jr , 1,0=j , (17) 

îäåðæèìî áëî÷í³ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ 

íåíóëüîâèõ áåçðîçì³ðíèõ ñòàëèõ ( ) inNA .12 + , ,...2,1,0=n  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )( )

0
112

2

2,1 11

310

2.1222,12.121,12 =
ν−+π

++∑
=

++++++
i

EinNjinNinNjinN
sn

dV
ARkaARka , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0
2,1

2.1222,12.121,12 =+∑
=

++++++
i

inNjinNinNjinN ARkcARkc . (18) 

Ïðè ðåçîíàíñíèõ êîëèâàííÿõ ñêîðèñòàºìîñÿ êîíöåïö³ºþ 

êîìïëåêñíèõ ìîäóë³â [3], âíàñë³äîê ÿêî¿ â ôîðìóëàõ (13)-(16), (18) 

ìàòåð³àëüí³ ñòàë³ áóäóòü êîìïëåêñíèìè âåëè÷èíàìè Im~ E

ij

E

ij

E

ij isss −= , 

Im

y y ijd d id= −ɶ , Im~
ijjjjj iε−ε=ε . Ïðè âèçíà÷åíí³ ÷àñòîò â³ëüíèõ êîëèâàíü ç 

âèçíà÷íèêà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó îäíîð³äíî¿ (ïðè 00 =V ) ñèñòåìè 

àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (18) òàíãåíñàìè ìàëèõ êóò³â âòðàò ìîæíà 

çíåõòóâàòè. 
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Í.Ä. Øóëüãà  

ÔÎÐÌÈ ÊÎËÈÂÀÍÜ ÍÀ ÃÐÀÍÈÖßÕ ÇÎÍ ÏÐÎÏÓÑÊÀÍÍß 

ÎÄÍÎÌ²ÐÍÈÕ ÕÂÈËÜ Â ÄÂÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÈÕ ØÀÐÓÂÀÒÈÕ 

ÊÎÌÏÎÇÈÒÀÕ Ç Ì²ÆÔÀÇÍÈÌÈ ÍÅÄÎÑÊÎÍÀËÎÑÒßÌÈ 

Ô³çèêî-ìåõàí³÷í³ âëàñòèâîñò³, äåôîðìàòèâí³ñòü ³ ì³öí³ñòü 

ðåàëüíèõ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â çàëåæèòü ãîëîâíèìè ÷èíîì â³ä 

âëàñòèâîñòåé ìàòðèö³ ³ íàïîâíþâà÷à òà ÿêîñò³ ãðàíèöü ðîçä³ëó 

íàïîâíþâà÷-ìàòðèöÿ [3]. Â òåîðåòè÷íèõ äîñë³äæåííÿõ áåçïåðå÷íà 

ïåðåâàãà íàäàºòüñÿ [4] ³äåàëüí³é ìîäåë³, â ÿê³é êîìïîçèò 

ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê äîñêîíàëèé õ³ì³÷íèé äèñêîíòèíóóì ³ äîñêîíàëèé 

õ³ì³÷íèé êîíòèíóóì. Â³äïîâ³äíî äî ö³º¿ êîíöåïö³¿ ÍÄÑ êîìïîíåíò 

(ôàç) îïèñóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè ìåõàí³êè äåôîðìóâàííÿ òâåðäèõ 

ò³ë, à íà ïîâåðõíÿõ ðîçä³ëó âèêîíóþòüñÿ óìîâè äîñêîíàëîãî 

ìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó −+ = nn уу , −+ = uu . Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ì³æôàçíèõ 

íåäîñêîíàëîñòåé â òîíêîìó ì³æôàçíîìó ïðîøàðêó ç íåïîâí³ñòþ 

âèçíà÷åíèìè ô³çèêî-ìåõàí³÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ³ ï³äâèùåíîþ 

äåôåêòí³ñòþ ââîäèòüñÿ [1, 2] ã³ïîòåòè÷íà ì³æôàçíà ïîâåðõíÿ ç 

êîíòàêòíèìè óìîâàìè −+ = nn уу , _

nn узuu ⋅+= −+ . Ïðè âèâ÷åíí³ ïîøèðåííÿ 

õâèëü äîâ³ëüíîãî ÷àñòîòíîãî ä³àïàçîíó â øàðóâàòèõ êîìïîçèòàõ 

âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñòðóêòóðíà (êóñêîâî-îäíîð³äíà) ìîäåëü ïðè 

äîñêîíàëîìó ìåõàí³÷íîìó ì³æôàçíîìó êîíòàêò³. Îñíîâí³ ðåçóëüòàò³ 

öèõ äîñë³äæåíü âèñâ³òëåí³ â ìîíîãðàô³¿ [4]. Äåÿê³ óçàãàëüíåííÿ 

äîñë³äæåíü ïðî ïîøèðåííÿ õâèëü â ðàìêàõ ñòðóêòóðíî¿ ìîäåë³ ïðè 

íåäîñêîíàëîìó ìåõàí³÷íîìó êîíòàêò³ âèêëàäàþòüñÿ â ö³é ðîáîò³. 

Ðîçãëÿíåìî äâîêîìïîíåíòíèé êîìïîçèò ç ì³æôàçíèìè 

íåäîñêîíàëîñòÿìè ³ äåôåêòàìè, ìåõàí³÷í³ âëàñòèâîñò³ îðòîòðîïíèõ 

êîìïîíåíò ÿêîãî ïîçíà÷èìî 1,ijc , 1ρ  äëÿ øàð³â òîâùèíîþ 1h  ³ 2,ijc , 2ρ  

äëÿ øàð³â òîâùèíîþ 2h . Êîîðäèíàòí³ â³ñ³ ix  íàïðàâèìî âçäîâæ 

ãîëîâíèõ íàïðÿì³â îðòîòðîï³¿ øàð³â. Ïðè ïîøèðåíí³ õâèëü âïîïåðåê 

ñòðóêòóðè øàð³â (âçäîâæ îñ³ 3x ) ïåðåì³ùåííÿ, äåôîðìàö³¿ ³ 

íàïðóæåííÿ çàëåæàòü ò³ëüêè â³ä 3x  òà ÷àñó ³ äëÿ íèõ ìàþòü ì³ñöå 

ð³âíÿííÿ  

                                 
  © ØÓËÜÃÀ Í.Ä., 2007 
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 ( )
2

3,66
3 2

3

mmu
x

t x

σ
ρ −−

∂∂
=

∂ ∂
, ( )

3

6
36,3

x

u
xc m

mmm ∂
∂

=σ −
− , 5,4,3=m . (1) 

Íà ì³æôàçíèõ ïëîùèíàõ qnx +−22,3  ( n  – ö³ëå ÷èñëî, 2,1=q ) ç 

íåäîñêîíàëèì ìåõàí³÷íèì êîíòàêòîì áóäåìî âèìàãàòè âèêîíàííÿ 

óìîâ ñïðÿæåííÿ 

 ( ) ( )txtx qnmqnm ,0,0 22,36,322,36,3 −σ=+σ +−−+−− , 

 ( ) ( ) ( )txtxutxu qnmmqnmqnm ,0,0,0 22,36,36,322,3622,36 −ση+−=+ +−−−+−−+−− . (2) 

Ì³æôàçí³ ïàðàìåòðè m−η 6,3  ïðèéìàþòüñÿ ñòàëèìè ³ îäíàêîâèìè 

äëÿ âñ³õ ì³æôàçíèõ ïëîùèí. 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (1) äëÿ øàð³â ( ) ( ) 13 11 hhnxhn +−<<−  òà 

( ) nhxhhn <<+− 311  â³äïîâ³äíî âèáèðàºìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2,1 3

6 3 2 1 2 1 ,1 3

,1 ,1

sin
, Re cos

mm i t

m n n mm

mm mm

k x nh h
u x t h A A k x nh h e

c k

ω−
− − −

 − +
= + − + 

 
, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2,2 3 2

6 3 2 2 ,2 3 2

,2 ,2

sin
, Re cos

mm i t

m n n mm

mm mm

k x nh h
u x t h A A k x nh h e

c k

ω−
−

 − +
= + − + 

 
.(3) 

Â ôîðìóëàõ (3) ³ äàë³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ qq ρ=ρρ00 , 

qmmqmm ccc ,00, = , qmmqmm khk ,00, = , qmmqqmm ck ,, ρω= , hcmm 006,36,3 −− η=η , äå 00ρ , 00c , 

h  – íîðìóþ÷³ ïàðàìåòðè. 

Òîä³ ç óìîâ ñïðÿæåííÿ îäåðæèìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó 

àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( )2 1 2 2n mm nh+ =A M A , ( ) 1212 −= nmmn h AMA . (4) 

ßêùî ¿¿ ðîçâ’ÿçîê øóêàòè ó âèãëÿä³ 

 ( ) mmmm

n

mmn h XMA 12 χ= , mm

n

mmn XA χ=−12 , (5) 

òî äëÿ âèçíà÷åííÿ ñêàëÿðà mmχ  ³ âåêòîðà mmX  îäåðæèìî 

îäíîð³äíó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( )( ) 0, 2

1

12 =χ− −
mmmmmm hh XIM , (6) 

äå ( )12 , hhmmM  – ïåðåäàòî÷íà ìàòðèöÿ äëÿ äâîõ øàð³â. 

Ç óìîâè ³ñíóâàííÿ íåíóëüîâèõ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (6) çíàõîäèìî 

õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ 

 ( )2

,2 ,12 , 1 0mm mm mm mm mmb k kχ χ− + = . (7) 

Àíàë³ç öüîãî ð³âíÿííÿ ïîêàçóº, ùî ñèñòåìà (4) áóäå ìàòè 

îáìåæåíèé ðîçâ’ÿçîê ïðè ±∞→n  ( )+∞<<∞− 3x , ÿêùî êîåô³ö³ºíò 

ð³âíÿííÿ(7) çàäîâîëüíÿòèìå óìîâó 

 ( ) 1,1 1,2, +<<− mmmmmm kkb , (8) 
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ÿêà ³ º óìîâîþ ³ñíóâàííÿ îá’ºìíèõ õâèëü.  

Äëÿ ³äåíòèô³êàö³¿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ âèì³ðþâàíü âàæëèâî çíàòè 

òàêîæ ïðîñòîðîâ³ ôîðìè õâèëü. Äëÿ ÷àñòîò, ÿê³ îáìåæóþòü çîíè 

ïðîïóñêàííÿ õâèëü, òîáòî ïðè ( ) 1, 1,2, ±=mmmmmm kkb , àíàë³ç ðîçâ’ÿçê³â 

ñèñòåìè (4) äîçâîëÿº óñòàíîâèòè ïðîñòîðîâ³ ôîðìè õâèëü. 

Íà ìåæàõ ( ),2 ,1, 1mm mm mmb k k = +  çîí ïðîïóñêàííÿ (8) â³äáóâàþòüñÿ 

ñèìåòðè÷í³-ñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ñåðåäèííèõ ïëîùèí øàð³â 

êîëèâàííÿ (SS-êîëèâàííÿ) 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )





<−−

<−−
=−

,,
~

,,
~

23233232

2

2

13133132

2

1

36
HxxxxCA

HxxxxCA
xu m  (9) 

÷àñòîòè ³ â³äíîøåííÿ àìïë³òóä ( )2

1

~
A , ( )2

2

~
A  ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ç 

îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
~~

22

2

2,

2

211

2

1,

2

1 =+ HSaAHSaA mmmm , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

1~

2

1~
22

2

2,6,322

2

211

2

1,6,311

2

1 =






 η−−






 η− −− HSaHCAHSaHCA mmmmmm  (10) 

òà àíòèñèìåòðè÷í³-àíòèñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ñåðåäèííèõ ïëîùèí 

øàð³â êîëèâàííÿ (ÀÀ-êîëèâàííÿ) 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )





<−−

<−−
=−

,,
~

,,
~

23233232

1

2

13133131

1

1

36
HxxxxSA

HxxxxSA
xu m  (11) 

÷àñòîòè ³ â³äíîøåííÿ àìïë³òóä ( )1

1

~
A , ( )1

2

~
A  ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ç 

îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 2 2 2 0A C H A C H− =ɶ ɶ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 1 1 3,6 1 1 2 2 2 3,6 2 2

1 1
0

2 2
m mA S H C H A S H C Hη η− −

   + + + =   
   

ɶ ɶ . (12) 

Íà ìåæàõ ( ) 1, 1,2, −=mmmmmm kkb  çîí ïðîïóñêàííÿ (8) â³äáóâàþòüñÿ 

ñèìåòðè÷í³-àíòèñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ñåðåäèííèõ ïëîùèí øàð³â 

êîëèâàííÿ (SÀ-êîëèâàííÿ) 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

1 1 3 31 3 31 1

6 3 1

2 2 3 32 3 32 2

, ,

, ,
m

A C x x x x H
u x

A S x x x x H
−

 − − <= 
− − <

ɶ

ɶ
 (13) 

÷àñòîòè ³ â³äíîøåííÿ àìïë³òóä ( )2

1

~
A , ( )1

2

~
A  ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ç 

îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
~~

22

1

211

2

1,

2

1 =+ HCAHSaA mm , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

1~

2

1~
226,322

2

2,

1

211

2

1,6,311

2

1 =






 η++






 η− −− HCHSaAHSaHCA mmmmmm . (14) 
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òà àíòèñèìåòðè÷í³-ñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ñåðåäèííèõ ïëîùèí 

øàð³â êîëèâàííÿ (ÀS-êîëèâàííÿ) 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 3 31 3 31 1

6 3 2

2 2 3 32 3 32 2

, ,

, ,
m

A S x x x x H
u x

A C x x x x H
−

 − − <= 
− − <

ɶ

ɶ
 (15) 

÷àñòîòè ³ â³äíîøåííÿ àìïë³òóä ( )2

1

~
A , ( )1

2

~
A  ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ç 

îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 2

1 1 1 2 ,2 2 2 0mmA C H A a S H− =ɶ ɶ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

1~

2

1~
22

2

2,6,322

2

2116,311

1

1 =






 η−−






 η− −− HSaHCAHCHSA mmmm . (16) 

Â ôîðìóëàõ (9)-(16) âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ qmmqmmqmm kca ,,, = , 

( ) ( )1

3 3 , , 3 3sinq q mm q mm q qS x x a k x x−− = − , ( ) ( )
qqmmqq xxkxxC 33,33 cos −=− , 131 Hx = , 

2132 Hhx += , qq hH =2 . 

Ïðè ê³ëüê³ñíîìó àíàë³ç³ îñíîâíà óâàãà çâåðòàëàñÿ íà âïëèâ 

ì³æôàçíèõ ïàðàìåòð³â m−η 6,3  íà äèñïåðñ³éí³ ³ àìïë³òóäí³ 

õàðàêòåðèñòèêè. Ç³ çá³ëüøåííÿì m−η 6,3  çîíè ïðîïóñêàííÿ çâóæóþòüñÿ 

³ ïðàêòè÷íî âèðîäæóþòüñÿ â äèñêðåòíèé ñïåêòð âëàñíèõ ÷àñòîò 

òîâùèííèõ êîëèâàíü îêðåìèõ øàð³â. Òàê³ çîíè âèçíà÷àëèñÿ ç 

÷àñòîòíèõ ð³âíÿíü ãðàíè÷íèõ ôîðì êîëèâàíü. Øëÿõîì ÷èñåëüíèõ 

ðîçðàõóíê³â ïðîñë³äêîâàíà ïåðåáóäîâà ôîðì îá’ºìíèõ õâèëü íà 

ãðàíèöÿõ çîí ïðîïóñêàííÿ. 

Ðîçãëÿäàâñÿ êîìïîçèò ç ìåõàí³÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè øàð³â 11 =ρ , 

33,1 13/ 3c = , 11,551,44 == cc , 22 =ρ , 702,33 =c ,  202,552,44 == cc  ïðè íîðìóþ÷èõ 

ïàðàìåòðàõ 100 ρ=ρ , 1,4400 cc = . Ì³æôàçí³ ñòàë³  5,0313233 =η=η=η . 

Òîâùèíè øàð³â ïðèéìàëèñÿ ð³âíèìè 1 0,3h h=  ³ hh 7,02 = . Íà ðèñ.1 

íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó ôîðì ïîïåðå÷íèõ (ðèñ.1,à) òà 

ïîçäîâæí³õ (ðèñ.1,á) õâèëü íà ãðàíè÷íèõ ÷àñòîòàõ çîí ïðîïóñêàííÿ 

íà äâîõ ïåð³îäàõ ñòðóêòóðè. Íà ðèñ.1,à ïîêàçàí³ ôîðìè ïîïåðå÷íèõ 

õâèëü, ïðè÷îìó êðèâà 2 â³äïîâ³äàº âåðõí³é ãðàíèö³ ïåðøî¿ çîíè 

ïðîïóñêàííÿ ( 4731,12 =ω , AS-êîëèâàííÿ), êðèâà 3 – íèæí³é ãðàíèö³ 

äðóãî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 42205,33 =ω , SA-êîëèâàííÿ), êðèâà 4 – 

âåðõí³é ãðàíèö³ äðóãî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 81221,34 =ω , SS-êîëèâàííÿ), 

êðèâà 5 – íèæí³é ãðàíèö³ òðåòüî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 524375,115 =ω , 

ÀÀ-êîëèâàííÿ), êðèâà 6 – âåðõí³é ãðàíèö³ òðåòüî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ 
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( 61749,115 =ω , ÀS-êîëèâàííÿ). Íà ðèñ.1,á ïîêàçàí³ ôîðìè ïîçäîâæí³õ 

õâèëü, ïðè÷îìó êðèâà 2 â³äïîâ³äàº âåðõí³é ãðàíèö³ ïåðøî¿ çîíè 

ïðîïóñêàííÿ ( 2 1,6319ω = , AS-êîëèâàííÿ), êðèâà 3 – íèæí³é ãðàíèö³ 

äðóãî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 5921,33 =ω , SA-êîëèâàííÿ), êðèâà 4 – 

âåðõí³é ãðàíèö³ äðóãî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ( 97136,34 =ω , SS-êîëèâàííÿ). 

Ïðè ïîáóäîâ³ ôîðì ïðèéìàëîñÿ, ùî ìàêñèìàëüíà àìïë³òóäà êîëèâàíü 

â ïåðø³é çîí³ ïðîïóñêàííÿ ð³âíà îäèíèö³. Çàóâàæèìî, ùî íà íèæí³é 

ãðàíèö³ ïåðøî¿ çîíè ïðîïóñêàííÿ ÷àñòîòà 0=ω , ùî â³äïîâ³äàº 

ïîñòóïàëüíîìó ðóõó æîðñòêîãî ò³ëà, çì³ùåííÿ ïðèéíÿòî ð³âíèì 

íóëåâ³ ³ íà ðèñ.1 íå ïîêàçàí³. 

 

Ðèñóíîê 1 

Ð³çêà çì³íà õàðàêòåðó ôîðì íà ì³æôàçíèõ ïðîøàðêàõ (ðîçðèâè 

ïåðøîãî ðîäó íà ì³æôàçíèõ ïëîùèíàõ â ïðèéíÿò³é ôåíîìåíîëîã³÷í³é 

ìîäåë³) çàëåæèòü â³ä âåëè÷èí ì³æôàçíèõ ïàðàìåòð³â m−η 6,3  ³ çíèêàº 

ïðè 0313233 =η=η=η  (ì³æôàçí³ íåäîñêîíàëîñò³ â³äñóòí³). Íåïåðåðâí³ 

ä³ëÿíêè ôîðì ìàþòü ïîëîãèé õàðàêòåð â çâ’ÿçêó ç âåëèêèì ïåð³îäîì 

â³äïîâ³äíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é. 
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ÓÄÊ 539.3 
Ñ.Þ. Áàáè÷, Å.Í. Áîðèñîâ, Þ.Ï. Ãëóõîâ  

Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÎÄÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß 

ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÃÎ ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÎ ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ 

ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ 

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÂ 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøåìñÿ äâèæåíèè 

óïðóãîãî äâóõñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ íà÷àëüíûìè 

íàïðÿæåíèÿìè ïîä äåéñòâèåì äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 

ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè. Ïóñòü ñëîèñòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç 

ïëàñòèíû è ïîäñòèëàþùåãî åå ïîëóïðîñòðàíñòâà èç ïðåäâàðèòåëüíî 

íàïðÿæåííîãî ñæèìàåìîãî èëè íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Çàïèøåì 

ïîñòàíîâêó çàäà÷è â êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëàõ, ââåäåííûõ â ðàáîòàõ 

[1, 2, 4, 5]. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå 

 2,1);();( 2121 =++=++= jhyyzhyyz jjjj µµ  (1) 

Ó÷èòûâàÿ (1), óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà â 

ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç ôóíêöèè )( jχ  ìîæíî çàïèñàòü â 

âèäå [3]. .Çàïèøåì óñëîâèÿ êîíòàêòà ìåæäó ïëàñòèíîé è 

ïîëóïðîñòðàíñòâîì. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ðàâíûõ êîðíåé 

îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ [4] è ðàññìîòðèì æåñòêèé êîíòàêò. 

Èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû [1, 2] ñ ó÷åòîì (1), ãðàíè÷íûå 

óñëîâèÿ ïðè hy −=2  ïðè æåñòêîì êîíòàêòå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [3] 

 { }(1) '' '' (2) '

21 1 1 1 2 1 21 2 1 1Re ( ) ( ) ( ) ( );y y y y yγ ϕ ϕ γ ϕ τ + + =   

 { }(1) '' '' (2) '

22 1 1 1 2 1 22 2 1 1Re ( ) ( ) ( ) ( );y y y y q yγ ϕ ϕ γ ϕ + + =   (2) 

 { }(1) ' ' (2) '

2 1 1 1 2 1 2 2 1 1Re ( ) ( ) ( ) ( );y y y y w yγ ϕ ϕ γ ϕ + + =   

 { }(1) ' ' (2) '

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1Re ( ) ( ) ( ) ( ) ( );y y y y u y h yγ ϕ ϕ γ ϕ ϕ + + = +   

Èç óðàâíåíèé [3] è (2) èñêëþ÷èì ôóíêöèè 

)(),(),(),( 1111 yyqywyu τ . Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 

äâà óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé 2,1, =jjϕ  è 

âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèé óãëà ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ ïëàñòèíû ϕ  ÷åðåç 
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àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè jϕ  [3]. Îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû, 

ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 

 
 (1) IV IV (1) (2) '''

1 2 1 1 2 1 2 1 1 2[ ( ) ( )] [3 ] ( )z z z zθ θ γ ϕ ϕ θ θ γ γ ϕ− + − + +  

 (1) (1) ''' '''

4 21 1 3 2 1 2[ ( 2 ) ] [ ( ) ( )]kh z z zθ γ θ θ γ ϕ ϕ+ + − + +  

 (1) (2) (1) (2)

4 21 21 1 3 2 2 2

''[ ( ( 2 )(2 )] ( )kh zθ γ γ θ θ γ γ ϕ+ + + − + −  

 (1) ' ' ' ' (2) '

1 22 1 2 1 22 2[ ( ) ( )] ( )z z z zθ γ ϕ ϕ θ γ ϕ− + − =  

 
'

1 2 1 2 1 1 1

1

1 [ ( ) ( )]P y P y dy

i y z

θ θ
π

+∞

−∞

−
= −

−∫ ; (3) 

 (1) IV IV (1) (2) '''

1 3 2 1 2 1 3 2 2 2[ ( ) ( )] [3 ] ( )z z z zθ θ γ ϕ ϕ θ θ γ γ ϕ− + − + +  
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îïðåäåëÿþòñÿ èç [3]. 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ æåñòêîãî êîíòàêòà ïðè ðàâíûõ êîðíÿõ 

îïðåäåëÿþùåãî (îñíîâíîãî) óðàâíåíèÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ 

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè 

êîýôôèöèåíòàìè âèäà (4) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé )()( 1
''

211
''

1 zzz ϕϕ +  è 

)( 1
'

2 zϕ . Ïîëó÷èâ ôóíêöèè ' ' ' '

1 1 1 2 1( ) ( )z z zϕ ϕ+  è )( 1
'

2 zϕ , ëåãêî îïðåäåëèòü 

ôóíêöèè ''

1( ) , ( 1, 2)j z jϕ = , à çàòåì íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè 

ïåðåìåùåíèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå (ïåðåìåùåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå 

îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé). Èçãèáàþùèé 

ìîìåíò â ïëàñòèíå ìîæíî íàéòè àíàëîãè÷íî [3]. 

×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíû â ðàìêàõ 

òåîðèè êîíå÷íûõ íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé: äëÿ ñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà 

ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîãî òèïà è äëÿ íåñæèìàåìîãî 

ìàòåðèàëà ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì Áàðòåíåâà – Õàçàíîâè÷à. 
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Íà îñíîâå àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ âûÿâëåí 

ñëåäóþùèé ìåõàíè÷åñêèé ýôôåêò: çíà÷åíèå êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé 

äâèæåíèÿ íàãðóçêè è èõ êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò 

íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå, ìåõàíè÷åñêèõ 

õàðàêòåðèñòèê ïëàñòèíû è ïîëóïðîñòðàíñòâà è óñëîâèé èõ êîíòàêòà. 

Ïðè æåñòêîì ñîåäèíåíèè ïëàñòèíû ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì âîçìîæíî 

ñóùåñòâîâàíèå äâóõ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ íàãðóçêè, ïî 

êðàéíåé ìåðå, îäíà èç êîòîðûõ áîëüøå ñêîðîñòè âîëí Ðýëåÿ. 
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ÓÄÊ 539.3 
Ñ. Þ. Áàáè÷, Þ. Ï. Ãëóõîâ  

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å Î ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ ÏÎÄÂÈÆÍÎÉ 

ÍÀÃÐÓÇÊÈ ÍÀ ÑËÎÈÑÒÎÅ ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ Ñ 

ÍÀ×ÀËÜÍÛÌÈ ÍÀÏÐßÆÅÍÈßÌÈ 

Ñðåäè øèðîêîãî êðóãà âîïðîñîâ, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûõ ñ 

ïîñòàíîâêîé è ðåøåíèåì çàäà÷ î äâèæóùèõñÿ íàãðóçêàõ, âàæíûìè â 

ïðàêòè÷åñêîì è òåîðåòè÷åñêîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû 

èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â óïðóãèõ ñèñòåìàõ 

ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ñëîåâ ñ ðàçëè÷íûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè. Â 

÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ çàäà÷è î âîçäåéñòâèè 

ïîäâèæíîé íàãðóçêè íà äâóõñëîéíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç 

óïðóãîãî ñëîÿ è ïîäñòèëàþùåãî åãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. 

Çàäà÷è î ïîâåäåíèè äâóõñëîéíîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà 

èçó÷àëèñü êàê â òî÷íîé ïîñòàíîâêå, òàê è ñ èñïîëüçîâàíèåì 

ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåé äâóõñëîéíîé óïðóãîé ñðåäû.  

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû îäèí èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïëîñêîé 

çàäà÷è î âîçäåéñòâèè ïîäâèæíîé íàãðóçêè íà äâóõñëîéíîå 

ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïëàñòèíû è ïîäñòèëàþùåãî åå 

ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà  è íåêîòîðûå 

ðåçóëüòàòû.  

§ 1. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 

ëèíåàðèçèðîâàííîé òåîðèè óïðóãîñòè ñæèìàåìûõ òåë ñ íà÷àëüíûìè 

íàïðÿæåíèÿìè [1]. 

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà ïëîñêèõ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøåìñÿ äâèæåíèè 

óïðóãîãî äâóõñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ïëàñòèíû, 

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîé çàïèñûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì ñäâèãà è 

èíåðöèè âðàùåíèÿ [2], è ïîäñòèëàþùåãî åå, ïîäâåðæåííîãî 

ïðåäâàðèòåëüíîìó îäíîðîäíîìó äåôîðìèðîâàíèþ ïîëóïðîñòðàíñòâà èç 

ñæèìàåìîãî èëè íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëîâ ïðè ïîäâèæíîé íàãðóçêå, 

âêëþ÷àåò [3,4]: 

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèíû 

 
2
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;
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P
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æåñòêèé êîíòàêò 
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à â ñëó÷àå íåñæèìàåìîãî òåëà èç âûðàæåíèé 
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ɶ ɶɶ ɶ ɶ
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Â ôîðìóëàõ (1)-(8) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 1 1 1, ,G н с  - 

ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü ñäâèãà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ïëîòíîñòü 

ìàòåðèàëà ïëàñòèíû; u è w - ïåðåìåùåíèÿ ñðåäèííîé ïëîñêîñòè 

ïëàñòèíû; к  - ñäâèãîâûé êîýôôèöèåíò Òèìîøåíêî; ц  - óãîë ïîâîðîòà 

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ; 0д  - ðàçëè÷èòåëüíàÿ êîíñòàíòà, ïðèíèìàþùàÿ 

çíà÷åíèå 1 èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ó÷èòûâàåòñÿ èëè 

ïðåíåáðåãàåòñÿ èíåðöèåé âðàùåíèÿ ïðè âûâîäå óðàâíåíèé (1); 1P , 2P  

è ф, q - ñîîòâåòñòâåííî êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà 
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ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû è íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïëàñòèíû 

è ïîëóïðîñòðàíñòâà; сɶ  - ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïîëóïðîñòðàíñòâà â 

íà÷àëüíîì äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; 1u  è 2u  - ñîñòàâëÿþùèå 

âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå; 
ij

Qɶ  - ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà 

íàïðÿæåíèé, îòíåñåííûå ê åäèíèöå ïëîùàäè â íà÷àëüíîì 

äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; 
ij в
щɶ

б
, 

ij в
кɶ
б

, 
ij

qɶ  - êîìïîíåíòû òåíçîðîâ, 

çàâèñÿùèõ îò ôîðìû óïðóãîãî ïîòåíöèàëà, îòíåñåííûå ê åäèíèöå 

ïëîùàäè â íà÷àëüíîì äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. 

Èç óðàâíåíèé (1) è (4) â ñëó÷àå æåñòêîãî êîíòàêòà è (1) è (5) â 

ñëó÷àå íåæåñòêîãî êîíòàêòà, èñêëþ÷àÿ ôóíêöèè u, w, ф è q, ïîëó÷èì 

ñèñòåìó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðàÿ äëÿ æåñòêîãî è íåæåñòêîãî 

êîíòàêòà èìååò îáùèé âèä 
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2
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2 1 212
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2 0;
u

G Q
y y

 ∂ ∂
+ − − = ∂ ∂ 

ɶц
и к ц д  

ãäå 1д =  â ñëó÷àå æåñòêîãî êîíòàêòà è 0д =  â cëó÷àå íåæåñòêîãî 

êîíòàêòà. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè îáùèõ ðåøåíèé ïëîñêèõ 

äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ëèíåàðèçèðîâàííîé òåîðèè ðàññìàòðèâàåìûå 

çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ôóíêöèé ( ) ( 1,2)j jч =  è ц  

â ñëó÷àå ðàâíûõ êîðíåé è äëÿ ôóíêöèé ч  è ц  â ñëó÷àå íåðàâíûõ 

êîðíåé ( )(1) (2)

1122 1212( ) ; 0ч щ щ ч ч= + =ɶ ɶ . 

§ 2. Ïîñòàâëåííûå êðàåâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ 

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé 1y . Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ 

â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé Ôóðüå ïîëó÷åíû ïðè ðàçëè÷íûõ 

ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ íàãðóçêè è óñëîâèÿõ êîíòàêòà ìåæäó ïëàñòèíîé 

è ïîëóïðîñòðàíñòâîì äëÿ ðàâíûõ è íåðàâíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (6).  

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îáðàùåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê îðèãèíàëàì â 

âûðàæåíèÿõ äëÿ íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé â 

ïîëóïðîñòðàíñòâå (ïåðåìåùåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ ñ 

òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé) è èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â 
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ïëàñòèíå çàâèñèò îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íàãðóçêè. Â çàâèñèìîñòè îò 

ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íàãðóçêè çíàìåíàòåëü â èíòåãðàëàõ îáðàùåíèÿ 

ìîæåò èìåòü äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè, à ìîæåò è íå 

èìåòü. Åñëè íè îäèí êîðåíü íå ëåæèò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, òî 

èíòåãðàëû îáðàùåíèÿ íå èìåþò îñîáåííîñòåé è èõ ìîæíî âû÷èñëèòü 

íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ òàáëèö. Ïðè íàëè÷èè íåðàâíûõ 

äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé çíàìåíàòåëÿ èíòåãðàëû 

âäîëü êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ îò iг−∞ +  äî iг+∞ +  ìîæíî çàìåíèòü 

ñóììîé ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà è ñóììîé âñåõ âû÷åòîâ, 

óìíîæåííîé íà ( iр− ). 

§ 3. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå 

èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé íà çíà÷åíèå 

êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ íàãðóçêè è íà íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå äâóõñëîéíîé ñðåäû. Ïîäðîáíî 

ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ñæèìàåìîãî è íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëîâ 

ñîîòâåòñòâåííî ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîãî òèïà è 

óïðóãèì ïîòåíöèàëîì òèïà Áàðòåíåâà-Õàçàíîâè÷à.  

Âëèÿíèå íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé íà íàïðÿæåíèÿ, ñêîðîñòè 

ïåðåìåùåíèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå è èçãèáàþùèé ìîìåíò â ïëàñòèíå 

èññëåäîâàëîñü ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ íàãðóçêè 

(äîçâóêîâîé, òðàíñçâóêîâîé è ñâåðõçâóêîâîé) è óñëîâèÿõ êîíòàêòà 

ïëàñòèíû è ïîëóïðîñòðàíñòâà.  

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà íîðìàëüíàÿ ñîñðåäîòî÷åííàÿ 

íàãðóçêà. Ïðåäïîëàãàëîñü òàêæå, ÷òî íà÷àëüíîå äåôîðìèðîâàííîå 

ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì è ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà îòñóòñòâóåò. 

Â ÷àñòíîñòè èññëåäîâàëîñü, êàê  âëèÿåò ó÷åò èíåðöèè âðàùåíèÿ 

ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïëàñòèíû íà ïàðàìåòðû 

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè 

ñëîèñòîé ñðåäû.  

Íà ðèñ. 1  (à - æåñòêèé êîíòàêò, á - íåæåñòêèé êîíòàêò) ïîêàçàíî 

âëèÿíèå ó÷åòà èíåðöèè âðàùåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ 

äâèæåíèÿ íàãðóçêè è íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèÿõ íà çíà÷åíèå 

ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåíèÿ 22Qɶ  â òî÷êå 1 1y h= −л ; 2 22y h= − л  äëÿ 

ñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 1 è 2 ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè 

äâèæåíèÿ íàãðóçêè 2 2v 0,1 sc= , êðèâàÿ 2 – ñêîðîñòè 2 2v 0,2 sc= , êðèâàÿ 

3 - ñêîðîñòè 2 2v 0,3 sc= , êðèâàÿ 4 – ñêîðîñòè 2 2v 0,4 sc= . 
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Ðèñóíîê 1 

 

Ðèñóíîê 2 

Êàê âèäíî èç ðèñ. 1 ó÷åò èíåðöèè âðàùåíèÿ â ïðåäåëàõ 

ðàññìàòðèâàåìûõ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè è 

çíà÷åíèé 1л  â ñëó÷àå æåñòêîãî êîíòàêòà âíîñèò íåçíà÷èòåëüíóþ 

ïîïðàâêó (ìåíüøå 2,6%), òî â ñëó÷àå íåæåñòêîãî êîíòàêòà (ðèñ. 1á) 

îòëè÷èå â ðåçóëüòàòàõ áóäåò î÷åíü áîëüøèì (äî 30%). Îñîáåííî 

íåîáõîäèì ó÷åò èíåðöèè âðàùåíèÿ ïðè 1 1л <  è áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ 

äâèæåíèÿ íàãðóçêè. 

Íà ðèñ. 2 (à - æåñòêèé êîíòàêò, á - íåæåñòêèé êîíòàêò) ïîêàçàíî 

âëèÿíèå èíåðöèè âðàùåíèÿ íà ñîñòàâëÿþùóþ íàïðÿæåíèÿ 22Qɶ  â 
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òî÷êå 1 1y hл= − ; 2 12y hл= −  äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Îáîçíà÷åíèÿ íà 

ðèñ. 2 òå æå, ÷òî è íà ðèñ. 1. Êîíêðåòíûé âèä òàêèõ çàâèñèìîñòåé 

îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì òî÷êè ñëîèñòîé ñðåäû îòíîñèòåëüíî òî÷êè 

ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. 

Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò èíåðöèè âðàùåíèÿ ïðè âûâîäå óðàâíåíèé 

äâèæåíèÿ äëÿ ïëàñòèíû îñîáåííî âàæåí ïðè íåæåñòêîì êîíòàêòå, 

ïðåäâàðèòåëüíîì ñæàòèè è áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ íàãðóçêè. 
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Â.Ã.Ñàâ÷åíêî  

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÍÅÎÑÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ 

ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÒÅË ÂÐÀÙÅÍÈß Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÂÈÄÀ 

ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß 

Ïîâûøåíèå òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñîâðåìåííûõ ìàøèí, 

óìåíüøåíèå ìàòåðèàëîåìêîñòè  îòâåòñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò ê 

ðîñòó êàê îáùåé, òàê è ìåñòíîé íàïðÿæåííîñòè êîíñòðóêöèè ñ 

âîçìîæíûì âûõîäîì ìàòåðèàëà çà ïðåäåëû óïðóãîé ðàáîòû. Ïîýòîìó 

äëÿ äîñòîâåðíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåñóðñà ýêñïëóàòàöèè 

êîíñòðóêöèè íà ñòàäèè èõ ïðîåêòèðîâàíèÿ òà îñòàòî÷íîãî ðåñóðñà íà 

ñòàäèè ýêñïëóàòàöèè íåîáõîäèìî èìåòü òàêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ 

óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî íàïðÿæåííî – äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, 

êîòîðûå áû áîëåå óãëóáëåííî ó÷èòûâàëè õàðàêòåð íåóïðóãîãî 

äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ïðè ñëîæíîì íåèçîòåðìè÷åñêîì 

íàãðóæåíèè. Ê òàêèì ýôôåêòàì ìîæíî îòíåñòè, íàïðèìåð, 

çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îò âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ò. å. 

îò òðåòüåãî èíâàðèàíòà òåíçîðà íàïðÿæåíèé [6]. 

Áîëüøèíñòâî êîíñòðóêöèîííûõ ñòàëåé ÿâëÿþòñÿ óìåðåííî 

÷óâñòâèòåëüíûìè ê âèäó íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â íèõ ðàçëè÷èå 

êðèâûõ ïðè ðàñòÿæåíèè (ñæàòèè) è êðó÷åíèè ïðè ìàëûõ 

äåôîðìàöèÿõ íå ïðåâûøàþò 10%. Â òî æå âðåìÿ äëÿ àëþìèíèåâîãî 

ñïëàâà Ä16Ò ðàçëè÷èå êðèâûõ ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ) è êðó÷åíèÿ 

äîñòèãàåò 40%. Ê òàêèì ìàòåðèàëàì ìîæíî îòíåñòè è ðàçëè÷íûå 

ìàðêè ÷óãóíà, äëÿ êîòîðûõ äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ, êðó÷åíèÿ è 

ñæàòèÿ îòëè÷àþòñÿ ñóùåñòâåííî. 

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ 

íåîñåñèììåòðè÷íîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíûõ òåë 

âðàùåíèÿ èç èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ó÷åòîì âèäà íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ ïðè íàãðóæåíèè îáúåìíûìè ),,( ϕKKKK rz

�
 è  

ïîâåðõíîñòíûìè ),,( ϕnnrnzn tttt
�

 ñèëàìè è íåðàâíîìåðíîì íàãðåâå, ò.å. 

äëÿ ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ïëàñòè÷åñêîãî 

äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ, íàïðèìåð, ïðè ðàñòÿæåíèè, ñæàòèè, 

ñäâèãå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòè òåëà ñêðåïëåíû ìåæäó ñîáîé áåç 

íàòÿãà è íà èõ îáùåé ãðàíèöå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èäåàëüíî 

                                 
  © ÑÀÂ×ÅÍÊÎ Â.Ã., 2007 
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ñèëîâîãî è òåïëîâîãî êîíòàêòîâ. Óðîâåíü íàãðóæåíèÿ òàêîé, ÷òî 

ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ñëîåâ íå ïðîÿâëÿþòñÿ, õîòÿ èõ 

ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû. Êðîìå òîãî, 

íàãðóæåíèå è íàãðåâ òåëà ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî â åãî 

ýëåìåíòàõ îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðîñòûå (èëè áëèçêèå ê ïðîñòûì) 

ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèå èëè ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèå ïî 

òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ íåóïðóãèìè 

äåôîðìàöèÿìè è îáëàñòÿìè ðàçãðóçêè. Äëÿ ó÷åòà èñòîðèè 

äåôîðìèðîâàíèÿ âåñü ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ è íàãðåâà ðàçáèâàåòñÿ íà 

îòäåëüíûõ äîñòàòî÷íî ìàëûå ïî âðåìåíè ýòàïû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû  

êîíöû ýòèõ ýòàïîâ ïî âîçìîæíîñòè ñîâïàäàëè ñ ìîìåíòàìè, êîãäà 

íàïðàâëåíèÿ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ òåëà 

èçìåíÿòñÿ îò íàãðóæåíèÿ ê ðàçãðóçêå èëè íàîáîðîò. Ðàçãðóçêà 

ïðåäïîëàãàåòñÿ óïðóãîé. Èññëåäîâàíèå ñ ó÷åòîì èñòîðèè òàêèõ òåë 

âðàùåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è 

íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ïî îïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû Τ  è 

çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåìåùåíèé iu , äåôîðìàöèé ijε  è 

íàïðÿæåíèé ),r,zj,i(ij ϕ=σ  äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ìîìåíòîâ 

âðåìåíè. Òåíçîð äåôîðìàöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû òåíçîðîâ 

óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèé, ïðè ýòîì â ïðîöåññå 

äåôîðìèðîâàíèÿ âîçìîæíî òîëüêî óïðóãîå èçìåíåíèå îáúåìà 

ìàòåðèàëà. Óïðóãèå äåôîðìàöèè ïðè èçìåíåíèè íàïðÿæåíèé ñëåäóþò 

îáîáùåííîìó çàêîíó Ãóêà. Òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ íåóïðóãîãî 

äåôîðìèðîâàíèÿ  ýëåìåíòîâ òåëà ïî ðàçëè÷íûì òðàåêòîðèÿì ïîëó÷èì 

çàâèñèìîñòè ìåæäó êîìïîíåíòàìè íàïðÿæåíèé ijσ  è äåôîðìàöèé ijε , 

ëèíåàðèçîâàííûå òåìè èëè äðóãèìè ñïîñîáàìè, â âèäå çàêîíà Ãóêà ñ 

äîïîëíèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè ,ij
∗σ  ó÷èòûâàþùèìè òåïëîâóþ 

äåôîðìàöèþ, îòêëîíåíèå ìàòåðèàëà îò óïðóãîãî, çàâèñèìîñòü 

õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà îò âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è 

òåìïåðàòóðû, à òàêæå ìåòîäû ëèíåàðèçàöèè èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ 

ñîîòíîøåíèé [2]:  

 ∗∗∗ −−Κ+= ijijijij GG σδεεσ 0)2(2     ( ),,, ϕrzji = , (1) 

ãäå )(0 ϕϕεεεε ++= rrzz /3 – ñðåäíÿÿ äåôîðìàöèÿ; 

−
−

+
=Κ

v

vG

21

)1(2
ìîäóëü îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ  ìàòåðèàëà; G  - ìîäóëü 
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ñäâèãà è v  - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, çàâèñÿùèå îò òåìïåðàòóðû Ò è 

âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. 

Âûðàæåíèÿ äëÿ ∗
ijσ  è ìîäóëÿ ∗G  çàâèñÿò îò èñïîëüçóåìîé òåîðèè 

è ñïîñîáà ëèíåàðèçàöèè èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ. 

Â ñëó÷àå òåîðèè ìàëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ò.å. 

êîãäà êàæäûé  ýëåìåíò òåëà äåôîðìèðóåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíûì 

òðàåêòîðèÿì èëè ìàëî îòêëîíÿþùèõñÿ îò íèõ, ïðè ëèíåàðèçàöèè 

ñîîòíîøåíèé (1) ìåòîäîì óïðóãèõ ðåøåíèé: 0,0 KKGG ==∗  - 

ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü ñäâèãà è ìîäóëü îáúåìíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ 

ìàòåðèàëà ïðè íîðìàëüíîé òåìïåðàòóðå 0Τ  è íåêîòîðîì íà÷àëüíîì 

çíà÷åíèè óãëà âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì 

äîïîëíèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ∗
ijσ  îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè 

 ijT10010
p1

ijij0ij ])1([G2eG2 δεω−Κ+εωΚ+ε+ω=σ ∗∗ , ( ),,, ϕrzji = . (2) 

Çäåñü −Τ−Τ= )( 0TT αε  òåïëîâàÿ äåôîðìàöèÿ, −−= ijijije δεε 0  

êîìïîíåíòû äåâèàòîðà äåôîðìàöèé, −P
ij
1ε çíà÷åíèÿ ïëàñòè÷åñêîé 

äåôîðìàöèè â ìîìåíò ðàçãðóçêè ýëåìåíòà òåëà. Ôóíêöèÿ ω  è  1ω  

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 

 ,/1 * GG−=ω  ,/1 01 KK−=ω  ,/2 Γ=∗ SG  (3) 

ãäå 2/ijij ssS = - èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, 

−−= ijijijs δσσ 0  êîìïîíåíòû äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé, −= 3/0 iiσσ  

ñðåäíåå íàïðÿæåíèå, 2/ijijee=Γ - èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé ñäâèãà.  

Ïðè ëèíåàðèçàöèè ñîîòíîøåíèé òåðìîïëàñòè÷íîñòè ìåòîäîì 

ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè â óðàâíåíèÿõ (1) ∗G  îïðåäåëÿåòñÿ 

ðàâåíñòâîì (3), à äîïîëíèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ âìåñòî (2) 

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì 

 .2 1

ijT

P

ijij KG δεεσ +=∗  (4) 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé òåîðèè òåðìîïëàñòè÷íîñòè, 

îïèñûâàþùèõ äåôîðìèðîâàíèå ýëåìåíòîâ òåëà ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé 

êðèâèçíû, ïîñëå ëèíåàðèçàöèè ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé 
∗G  ñîîòâåòñòâóåò ìîäóëþ ñäâèãà G  ïðè òåêóùèõ çíà÷åíèÿõ 

òåìïåðàòóðû òåëà è óãëà âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûé 

ñâÿçàí ñ êîìïîíåíòàìè íàïðÿæåíèé ñîîòíîøåíèåì 
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)S2/I33arccos(3 3
3=ϑ . Çäåñü ÷åðåç 3I  îáîçíà÷åí òðåòèé èíâàðèàíò 

òåíçîðà äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé: 

 222

3 2 zrzrrrzzzrzrrrzz ssssssssssssI ϕϕϕϕϕϕϕϕ −−−+= . (5) 

Òîãäà êîìïîíåíòû äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ∗
ijσ  

îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè 

 ,2 ijT

P

ijij G δεεσ Κ+=∗  (6) 

ãäå â êîíöå m-ãî ýòàïà íàãðóæåíèÿ ïëàñòè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå 

êîìïîíåíòîâ äåôîðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì  

 ( ) ∑
=

∆=
m

K

P

ijKm

P

ij
1

,εε  PK

ijP

ijK

P

ijK
S

s
e Γ∆=∆=∆ ε  (7) 

Èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ,S  äåôîðìàöèé ñäâèãà 

Γ , òåìïåðàòóðà Τ  è óãîë âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ϑ  ñâÿçàíû 

ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ. Ýòîò ôóíêöèîíàë â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ 

ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà ïðåâðàùàåòñÿ â ôóíêöèþ ),,(FS ϑΤΓ=  è 

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ, 

ïîëó÷åííûõ äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû Ò ïðè 

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ϑ . Ýòè 

äèàãðàììû äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ ñî ñêîðîñòÿìè, ïðè êîòîðûõ íå 

ïðîÿâëÿþòñÿ ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà. 

Ëèíåàðèçàöèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ 

ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàìì 

äåôîðìèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì çàäàííîé íà ýòàïå 

òåìïåðàòóðû è âû÷èñëåííîãî íà ïðåäûäóùåì ïðèáëèæåíèè óãëà âèäà 

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ïðîöåññå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé 

ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è íà îñíîâå òåîðèè ìàëûõ 

óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ äèàãðàìì 

äåôîðìèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïëàñòè÷íîñòè ω  è ñåêóùèé 

ìîäóëü ∗G , à ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïî òåîðèè ïðîöåññîâ 

äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé êðèâèçíû - ïðèðàùåíèÿ èíòåíñèâíîñòè 

íàêîïëåííûõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñäâèãà Pk Γ∆ . Çàòåì ÷åðåç ýòè 

âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòû äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé 

,∗
ijσ  âõîäÿùèå â îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (3.1). Ìåòîäèêè 

îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê íà òåðìîìåõàíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè 

),,(FS ϑΤΓ=  ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ óãëà âèäà íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ, îïèñàíèå ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ∗G,ω  èëè Pk Γ∆  
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ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [4, 5]. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå àêòèâíîãî ïðîöåññà 

äåôîðìèðîâàíèå èç ïåðâîíà÷àëüíî íåíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ 

íåóïðóãèå äåôîðìàöèè P

ij

1ε , âõîäÿùèå â âûðàæåíèå (3.2), (3.4) äëÿ 

äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, ðàâíû íóëþ. Ýòè êîìïîíåíòû 

äåôîðìàöèé â ìîìåíò ðàçãðóçêè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì  

 ( ) ,/1 *

1

1

ij

P

ij eGG−=ε  (8) 

ãäå −−=∗ )1(1 ωGG  ñîîòâåòñòâóåò  ∗G  â ìîìåíò ðàçãðóçêè. 

Ïðè ýòîì, êàê ïðè ðåøåíèè çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïî 

îïðåäåëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â èññëåäóåìîì òåëå, òàê è 

ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíîãî òåëà âðàùåíèÿ áóäåò 

èñïîëüçîâàòüñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [126], 

â êîòîðîì ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ íà 

îñíîâå ñîîòâåòñòâóþùèõ âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé. 

Ïðèñîåäèíèâ ê âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ (12) ñîîòíîøåíèÿ 

Êîøè, êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì 

ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðàÿ âìåñòå ñ (11) ïîçâîëÿåò ïîýòàïíî 

ïðîñëåäèòü âåñü ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ  òåëà è îïðåäåëèòü 

òåìïåðàòóðó ïåðåìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â ëþáîé òî÷êå 

òåëà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå èñõîäíûå òðåõìåðíûå êðàåâûå çàäà÷è 

ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ â ìåðèäèîíàëüíîì ñå÷åíèè F  òåëà ñîâîêóïíîñòè 

äâóìåðíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ äëÿ êàæäîé ãàðìîíèêè â 

îòäåëüíîñòè. Èõ äèñêðåòèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà 

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Áîëåå ïîäðîáíî ñ ìåòîäèêîé ðåøåíèÿ â òàêîé 

ïîñòàíîâêå çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìîïëàñòè÷íîñòè ìîæíî 

ïîçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [4.5]. 

Âëèÿíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ 

ìàòåðèàëà, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ âèäà íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ, íà ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïëàñòè÷íîñòè áûëî 

èññëåäîâàíî ïðè âû÷èñëåíèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêîãî 

ñïëîøíîãî äèñêà ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíûõ ñèë. Â êà÷åñòâå 

ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà äèñêà (÷óãóí) èñïîëüçîâàëèñü 

äàííûå ðàáîò [1,3]. Íàïðÿæåíèÿ â äèñêå ðàñïðåäåëåíû òàêèì 

îáðàçîì, ÷òî óãîë âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ èçìåíÿåòñÿ îò ϑ=0 

íà îáîäå äèñêà äî 3/πϑ =  â öåíòðå äèñêà. Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ 

èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàìì, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàñòÿæåíèè 
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öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ (ϑ=0), ïðè êðó÷åíèè ( 6/πϑ = ) è ïðè 

ñæàòèè ( 3/πϑ = ). Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ  ïîêàçàë, ÷òî èñïîëüçîâàíèå â 

ðàñ÷åòàõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíîìó âèäó 

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ðàçëè÷èþ 

ðåçóëüòàòîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé ïðè ýòîì 

îòëè÷àþòñÿ íà 5-10 % , òî êîìïîíåíòû äåôîðìàöèé-íà ïîðÿäîê. 

Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò òðåòüåãî èíâàðèàíòà òåíçîðà äåâèàòîðîâ 

íàïðÿæåíèé ïðè èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî 

ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíûõ òåë âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó 

óòî÷íåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è 

óïðóãîïëàñòè÷íîñòè. 
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À.Ì. Ïàâëåíêî, È.Å. Ñîêîëîâñêàÿ  

Ê ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÞ ÑÊÎÐÎÑÒÈ È ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ ÄÂÈÆÅÍÈß 

×ÀÑÒÈÖÛ Â ÏÎÒÎÊÅ ÒÅÏËÎÍÎÑÈÒÅËß 

Âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ òåõíèêè ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå 

ìàññîîáìåííûå óñòðîéñòâà äëÿ ñóøêè ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà 

ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ [1]. Â öåëîì ìåòîäèêè ïðîåêòèðîâàíèÿ òàêèõ 

àïïàðàòîâ èçâåñòíû, è åñëè òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ðåàëèçóåòñÿ áåç 

êàêèõ ëèáî îñîáåííîñòåé, òî ìåòîäû ðàñ÷åòà ñåáÿ îïðàâäûâàþò. Â 

ñëó÷àÿõ, êîãäà ñâîéñòâà ìàòåðèàëà â ïðîöåññå òåðìîîáðàáîòêè 

èçìåíÿþòñÿ, òðàäèöèîííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà äàþò ñóùåñòâåííûå 

ïîãðåøíîñòè. Òîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî 

ìîäåëèðîâàíèÿ îñíîâíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 

Òàê íà ðèñ.1 ïðèâåäåíà ñõåìà âèõðåâîé êàìåðû äëÿ 

òåðìîîáðàáîòêè äèñïåðñíîãî ìàòåðèàëà. Â ãèäðîäèíàìèêå àïïàðàòà, è  

ñîîòâåòñòâåííî â ïðîöåññàõ îáðàáîòêè, ñëåäóåò âûäåëèòü äâà 

îñíîâíûõ ýòàïà: ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïîäñóøêà ÷àñòèö â ïëîñêîé ñòðóå 

òåïëîíîñèòåëÿ è îêîí÷àòåëüíàÿ òåðìîîáðàáîòêà â âèõðåâîì ñëîå. 

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïåðâîì ýòàïå òåõíîëîãèè. 

Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëà âäîëü ñòåíîê ïàòðóáêà 9 

âñëåäñòâèå óñêîðåíèÿ íàñòèëüíîé ñòðóåé ÷àñòèöû ïðèîáðåòàþò 

íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü [2]. Ïðè ýòîì ÷àñòèöû ìåíüøåãî âåñà 

áóäóò èìåòü áîëüøóþ ñêîðîñòü, ÷åì òÿæåëûå. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå 

íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì 

öåëåñîîáðàçíûì äëÿ óìåíüøåíèÿ âûíîñà èõ èç êàìåðû ñ óõîäÿùèìè 

ãàçàìè. 

1. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå îäèíî÷íîé ÷àñòèöû ñôåðè÷åñêîé ôîðìû 

â ïîòîêå ãàçà (ðèñ.2). Ïîñòóïàÿ â ïîòîê ãàçà, ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â íåì 

ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, âûòàëêèâàþùåé ñèëû (ñèëû Àðõèìåäà) 

è ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáèðàåì òàê, ÷òîáû îñü 

Õ áûëà íàïðàâëåíà âäîëü êîíóñà, à îñü Ó ïåðïåíäèêóëÿðíî ê åãî 

ïîâåðõíîñòè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òðåõìåðíîå 

äâèæåíèå ÷àñòèö, åñëè âäîëü êîíóñà-ðàñïûëèòåëÿ ñîçäàåì 

çàêðó÷åííóþ ñòðóþ. 

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöó, â 

ïðîåêöèÿõ íà îñè êîîðäèíàò çàïèøóòñÿ òàê: 

                                 
  © ÏÀÂËÅÍÊÎ À.Ì., ÑÎÊÎËÎÂÑÊÀß È.Å., 2007 
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( )

α
ϑρ

cos
2

2

mgS
u

cma X
X +

−
=  (1) 

αsinmgmaY =  

Ãäå S  - ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ÷àñòèöû, m  - ìàññà 

÷àñòèöû, u - ñêîðîñòü ïîòîêà ãàçà, ρ  - ïëîòíîñòü ãàçà. 

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé áóäóò: 

ïðè ,0=t  0== yx , 

 

Ðèñóíîê 1 - Ñõåìà àïïàðàòà: 1- êîðïóñ;  2- áîêîâîé âõîäíîé  ïàòðóáîê äëÿ 
ïîäâîäà ãàçà; 3- òîðöåâàÿ âåðõíÿÿ ñòåíêà; 4-òîðöåâàÿ íèæíÿÿ ñòåíêà; 5- 

çàãðóçî÷íûé áóíêåð; 6- ðàçãðóçî÷íûé áóíêåð; 7- âîðîíêà ñ ïàòðóáêîì, äëÿ 
îòâîäà ãàçà; 8-ðàáî÷àÿ êàìåðà; 9- ïàòðóáêè äëÿ ïîäà÷è âîçäóõà; 10- 

ðåãóëÿòîð. 

 

Ðèñóíîê 2 – Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà 

 αϑϑ cos0=X ,   αϑϑ sin0=Y  (2) 
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Çàäàâàÿ, òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì 

÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â íàñòèëüíîé ñòðóå 

ãàçà. Â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü 0V  îïðåäåëÿåì êàê ñðåäíåìàññîâóþ  

 ( ) MTT

M

dD

G

ρπ
ϑ

220

4

−
= , 

ãäå MG - ìàññîâûé ðàñõîä  ìàòåðèàëà; Mρ  - íàñûïíàÿ ïëîòíîñòü. 

Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûå óðàâíåíèÿ: 

 ( ) α
ρ
ρ

ϑ
ρ
ρ

cos1
4

3 2
gu

a
Ca

T

X

T

XX 







−+−= , (3) 

 α
ρ
ρ

sin1 







−=

T

Y ga . 

Âòîðîå óðàâíåíèå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ 

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü ñêîðîñòü ïîòîêà è êîýôôèöèåíò 

ñîïðîòèâëåíèÿ ÷àñòèöû ïðè åå îáòåêàíèè, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, 

çàâèñèò îò åå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîñëå 

ïîïàäàíèÿ ÷àñòèöû â ïîòîê èç-çà áîëüøîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè 

èìååò ìåñòî òóðáóëåíòíûé èëè ïåðåõîäíîé ðåæèìû îáòåêàíèÿ ñ 

d
C

ϑ
ν64

Re

64
==  êîýôôèöèåíòîì ñîïðîòèâëåíèÿ, èçìåíÿþùèìñÿ â 

çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, íàïðèìåð ïî ôîðìóëå Êëÿ÷êî [3]. 

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðîâåäåì íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ: 

 ( ) ( )3

5

3

2

2 6

1
18 XX

T

X u
a

u
a

a ϑ
ν

ϑ
ν

ρ
ρ

−






+−= , (4) 

αsingaY = . 

Â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü ïîòîêà èçìåíÿåòñÿ ïî y è x. 

Äëÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèé ìîæíî ïðèíÿòü 

cpu u const= = . Â ñëó÷àå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî çàäàòü è áîëåå 

òî÷íûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé. 

Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, âûáðàâ â êà÷åñòâå 

õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ äëèíó êîíóñà-ðàñïûëèòåëÿ l , âûñîòó Hh2  è 

âðåìÿ 
u

l
tK = . 

Òîãäà, âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïóñêàÿ ÷åðòî÷êè íàä 

áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè, ïîëó÷èì 

 ( ) ( )3

5

21 11 XXX AAa ϑϑ −+−= , (5) 
 3AaY = , 
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ãäå 
a

l
A

Tρ
ρ

Re

18
1 = , 3

2

2 Re
6

1
=A , 33 sin

2
α

uh

gl
A

H

= , 
ν
ua

=Re . 

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå çàïèøóòñÿ òàê: 

ïðè 0=t  

 0== yx ; (6) 

 α
ϑ

cos0

udt

dx
= , α

ϑ
sin0

udt

dy
= . 

Ïðè òóðáóëåíòíîì îáòåêàíèè ÷àñòèö êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ 

çàâèñèò òîëüêî îò èõ ôîðìû è äëÿ øàðà ìîæíî ïðèíÿòü 44,0≈XC . 

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3), ïðåîáðàçîâàííàÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, 

çàïèøåòñÿ òàê: 

 5

2

4 )1( AAa XX +−= ϑ , 

 3AaY = , (7) 

ãäå     
a

l
CA

T

X ρ
ρ

4

3
4 = , αcos

25
u

gl
A = . 

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðèáëèæåííî îïðåäåëèòü 

âðåìÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû äî ìîìåíòà ñîóäàðåíèÿ ñ êîíóñîì-

ðàñïûëèòåëåì ïðè Hhy =  è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðàññòîÿíèå x, 

êîòîðîå äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èçíîñà êîðïóñà íå äîëæíî áûòü ìåíüøå 

äëèíû íàïðàâëÿþùåé l. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ÷àñòèöû âíóòðè êàìåðû 

çàêðó÷èâàíèÿ ïðîèíòåãðèðóåì ñèñòåìó (1). 

Òîãäà: 

 
( )

2
cos

22

222
t

g
t

S
xu

m

Cx
x +

−
=

ϑρ
; (8) 

 2sin tgy α= . 
2. Äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé ñóøêè â ïëîñêîé ñòðóå âîçäóõà ñ ó÷åòîì 

èçìåíÿþùèõñÿ òåïëîôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ 

÷àñòèöû. 

Èç óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèë (1), äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöó, â 

ïðîåêöèÿõ íà îñè êîîðäèíàò, çàäàâàÿ  constm = , var=ЧАСТρ , var=S , 

( )dfc = : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) αττρτπ
ϑττρτ

τ
ττρ cos

3

4

23

4 32

2

2

2
3 gdd

uc

d

xd
d X ⋅+

−
=⋅  (9) 

Òîãäà âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîîðäèíàòû ïî âðåìåíè: 

 ( ) ( )[ ]
( )

;cos
1

8

3 2

2

2

α
τ

ϑτπτ
τ

g
d

uc
d

xd
X +−=  

Ñäåëàåì çàìåíó: 
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 ( )[ ]2

1
8

3
Xuck ϑτπ −= , 

òîãäà:  

 
( )

α
ττ

cos1

2

2

g
d

k

d

xd
+= . (10) 

Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîîðäèíàòû ïî âðåìåíè: 

 
( )∫ ++=

τ

ατ
τ
τ

ϑ
τ

0

1.. cosg
d

d
k

d

dx
XH . 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èçìåíåíèÿ äèàìåòðà ÷àñòèöû ïî ñòåïåííîé 

çàâèñèìîñòè ( )τfd = : 

 ( ) 2

2ττ kDd += ; (11) 
òîãäà: 

 

( )
τα

τ

τ
ϑ

τ

τ

⋅+

+

+= ∫ cos

10 2

2

2

1

. g

k

D

d

k

k

d

dx
XH ; 

 τα
τ

ϑ
τ

τ
⋅++= cos

0

22

2

1
. g

k

D
arctg

k

D
k

k

d

dx
XH . 

Ïðèíèìàåì 
2k

D
D = , òîãäà: 

 τα
τ

ϑ
τ

⋅++= cos
2

1
. g

D
arctg

Dk

k

d

dx
XH . 

Ñëåäîâàòåëüíî: 

 ( ) ∫ ++⋅=
τ τ

ατ
τ

τϑτ
0

2

2

1
.

2
cosgd

D
arctg

Dk

k
x XH . (12) 

Ïðèíèìàåì 

 
D

arctgu
τ

= ; τddz = ; 

D

d

D
du

2

1

1

τ
τ

+
= ; τ=z . (13) 

Òîãäà: 

 ( )
2

cos
2

0

2

2

1

2

1
.

τ
ατ

τ
τττ

τϑτ
τ

gd
D

D

Dk

k

D
arctg

Dk

k
x XH +

+

⋅
−+⋅= ∫ ; 

 ( )
2

cosln
2

2

0

2

2

1

2

1
.

τ
τ

ττ
τϑτ

τ
gD

Dk

Dk

D
arctg

Dk

k
x XH ++−

⋅
+⋅= ; 

 ( ) ( )
2

cosln
2

ln
2

2

2

12

2

1

2

1
.

τ
ατ

ττ
τϑτ gD

Dk

Dk
D

Dk

Dk

D
arctg

Dk

k
x XH +++−

⋅
+⋅= .(14) 

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ:  
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( )
( )

( )














=

=

=

.00

;
0

0

;sin

.

2

2

y

y

dy

g
d

yd

YHϑ

α
τ

 (15) 

 ϑταϑ
τ

=⋅+= sin. g
d

dy
YH ; 

 ( )
2

sin
2

.

τ
ατϑτ ⋅+⋅= gy YH . (16) 

Åñëè ( ) ( ) ( )[ ]2

11
8

3
Xuckk ϑτπττ −== ; òî: 

 ( ) ( )
( )∫ ∫ ++⋅=

τ τ τ
αττ

τ
τ

τϑτ
0 0

2

1
.

2
cosgdd

d

k
x XH . (17) 

Ïî ïðåäëîæåííûì çàâèñèìîñòÿì íåñëîæíî ðàññ÷èòàòü 

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ñêîðîñòè (ðèñ.3) è ðàçìåðû àïïàðàòà. 

0
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40
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60

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

у, мм

и
,м

/с
е
к

x/d=34 x/d=12 x/d=4

 

Ðèñóíîê 3 - Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â íàñòèëüíîé ñòðóå 

Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ îòðàæàþò óêàçàííûå 

âûøå îñîáåííîñòè òåðìîîáðàáîòêè ÷àñòèö â âèõðåâîì àïïàðàòå ñ 

ó÷åòîì èçìåíÿþùèõñÿ èõ ðàçìåðîâ è ìîãóò äîïîëíèòü ñóùåñòâóþùèå 

ìåòîäû ïðîåêòèðîâàíèÿ òàêèõ óñòàíîâîê. 
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ÊÎËÈÂÀÍÍß Ð²ÄÈÍÈ Â ÐÓÕÎÌ²É ÏÎÐÎÆÍÈÍ² Ç 

ÆÎÐÑÒÊÈÌÈ ÏÅÐÅÃÎÐÎÄÊÀÌÈ 

Àêòóàëüí³ñòü òåìè. Äëÿ çìåíøåííÿ âïëèâó êîëèâàííÿ â³ëüíî¿ 

ïîâåðõí³ ð³äèíè íà ñò³éê³ñòü ðóõó ñèñòåìè “ò³ëî – ð³äèíà” íà 

ïðàêòèö³ çàñòîñîâóþòü ð³çíîãî ðîäó êîíñòðóêòèâí³ ïðèñòðî¿. Øèðîêå 

ðîçïîâñþäæåííÿ îòðèìàëè ïðèñòðî¿ ó âèãëÿä³ æîðñòêèõ àáî ïðóæíèõ 

ðåáåð – ïåðåãîðîäîê [1-2]. Ïåðåãîðîäêè çä³éñíþþòü ³ñòîòíèé âïëèâ íà 

äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ð³äèíè [3-4]. Áóëî âñòàíîâëåíî, ùî 

çìåíøåííÿ êîëèâàííÿ ð³äèíè îáóìîâëåíî òèì, ùî ïðè âèçíà÷åíèõ 

ðåæèìàõ âçàºìîä³¿ æîðñòêèõ åëåìåíò³â ç ð³äèíîþ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ 

çá³ëüøåííÿ øâèäêîñò³ ïîòîêó â³äíîñíî ïåðåãîðîäîê, ùî ïðèçâîäèòü 

äî á³ëüø ³íòåíñèâíîãî ðîçñ³þâàííÿ åíåðã³¿. 

Â äàí³é ðîáîò³ âèêëàäåí³ ðåçóëüòàòè òåîðåòè÷íèõ äîñë³ä³â 

ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, ùî ïîâ’ÿçàíà ç³ çíàõîäæåííÿì ë³í³¿, ÿê³ 

õàðàêòåðèçóþòüñÿ òèì, ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî ìîìåíòó ÷àñó t äîòè÷íà äî 

öèõ ë³í³é â áóäü –ÿê³é òî÷ö³ ñï³âïàäàº çà íàïðÿìîì ç³ øâèäê³ñòþ. 

Íàâîäèòüñÿ êîíñòðóêòèâíå çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³. 

Ïðî³ëþñòðîâàí³ âåêòîðí³ ë³í³¿ äëÿ äàíî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³. 

Ë³í³¿ ñòðóìó äëÿ çàäà÷³ (3). Íåõàé â ïîë³ ìàñîâèõ ñèë 

çíàõîäèòüñÿ íåðóõîìèé áàê, çàïîâíåíèé ³äåàëüíîþ ³ íåñòèñêóâàíîþ 

ð³äèíîþ ç ãóñòèíîþ p  (íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³, íàäàë³ áóäåìî 

ââàæàòè 1=p ). Ðîçãëÿíåìî ðîçð³ç áàêó, ÿêèé º ïåðïåíäèêóëÿðíèì äî 

ïëîùèíè Oz . Îáìåæèìîñü ðîçãëÿäîì àíòèñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü 

ð³äèíè â ïëîùèí³ Oxy . 

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè ðåáðà â³äñóòí³. 

Íåõàé { }10,11:),( ≤≤≤≤−=Ω yxyx , Γ  -ãðàíèöÿ. 

 { }1,11:),(
0

=≤≤−=Γ yxyx , 
01

\ ΓΓ=Γ . 

Ïîòåíö³àë ),( yxΦ  º ðîçâ’ÿçêîì íàñòóïíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
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Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ë³í³é òîêó äëÿ çàäà÷³ (1) ìàþòü 
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sinh

ππ
, (2) 

äå Ñ – äîâ³ëüíà êîíñòàíòà. 

Çîêðåìà, äëÿ ïåðøîãî ÷àñòèííîãî ðîçâ’ÿçêó êðèâ³ (2) ìàþòü 

âèãëÿä 
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Ðîçãëÿíåìî êâàäðàò ç ïîâçäîâæí³ìè ðåáðàìè äîâæèíè à, 

âñòàíîâëåíèìè íà âèñîò³ 
2

1
=y  ç îáîõ ñòîð³í âèñîòîþ 1. Çàäà÷ó (1) 

ïîòð³áíî ðîçãëÿäàòè â íàñòóïí³é îáëàñò³ { }10,11:),()( ≤≤≤≤−=Ω yxyxa  

ç ãðàíèöåþ Γ  òà ç äâîìà ðåáðàìè äîâæèíè à, âñòàíîâëåíèõ íà âèñîò³ 
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21

 íîðìàëüíà ïîõ³äíà â³ä Φ º 

âèçíà÷åíîþ ³ 

 




∈

∪∈
=

∂
Φ∂

=
=

.),(

,,0
)(

21

2

1 γϕ
γγ

ϕ
xx

x

y
x

y

 

Çàóâàæèìî, ùî ïîòåíö³àë Φ  º ðîçâ’ÿçêîì íàñòóïíî¿ ãðàíè÷íî¿ 

çàäà÷³ 
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äå 
nn

ba ,  âèçíà÷àþòüñÿ â³äïîâ³äíî ç (6), (7), 
21

, CC  -äîâ³ëüí³ ñòàë³. 

Ö³ ë³í³¿ òîêó íå ì³íÿþòüñÿ ç ÷àñîì, ³ âîíè º òðàºêòîð³ÿìè 

÷àñòèíîê ð³äèíè. 

Íà ðèñ 3. ïðî³ëþñòðîâàí³ ñ³ìåéñòâî êðèâèõ äëÿ çàäà÷³ (3) äëÿ 

ïåðøîãî ÷àñòèííîãî ðîçâ’ÿçêó. 
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Ñ.Ç. Ïîëèùóê, Â.Â. Ãîëóá, Â.À. Ïèâåíü, Ä.Ì. Øïèðîê, Þ.Â. 

Äîðîøåíêî, À.Â. Ðîìàíåíêî, Ò.Ì. Ïóñòîâàðîâà   

ÍÎÂÛÅ ÏÎÄÕÎÄÛ Ê ÎÖÅÍÊÅ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÎÒÊÎÑÎÂ È 

ÑÊËÎÍÎÂ 

Ïðèðîäà îïîëçíåâûõ ÿâëåíèé, âåñüìà ñëîæíûõ ïî ñóùåñòâó, äî 

íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàåòñÿ åùå äàëåêî íå ðåøåííîé. Íåñìîòðÿ íà 

ðàáîòû ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ è ó÷åíûõ, à òàêæå ìíîãèõ 

ïðîèçâîäñòâåííûõ è íàó÷íûõ îðãàíèçàöèé, ïðîãíîçû ïî îöåíêå 

ñòåïåíè óñòîé÷èâîñòè ñêëîíîâ è îòêîñîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ íå 

îïðàâäûâàþòñÿ, ÷òî íåðåäêî ïðèâîäèò ê áîëüøèì óáûòêàì. Âìåñòå ñ 

òåì è áîðüáà ñ ÿâíî âûðàæåííûìè îïîëçíåâûìè ÿâëåíèÿìè, 

áàçèðîâàâøàÿñÿ íà ýòèõ ïðîãíîçàõ, î÷åíü ÷àñòî îêàçûâàëàñü 

ìàëîýôôåêòèâíîé èëè äàæå áåçóñïåøíîé. 

"Îïðåäåëåííûé êðóã ñïåöèàëèñòîâ óñìàòðèâàåò ïðè÷èíó 

íåñîîòâåòñòâèÿ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ îïîëçíåâûõ ðàñ÷åòîâ ðåàëüíûì 

óñëîâèÿì â èõ òåîðåòè÷åñêîì íåñîâåðøåíñòâå è äåôåêòàõ. Â 

÷àñòíîñòè, èçâåñòíî, ÷òî ìåòîä êðóãëîöèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè 

ñêîëüæåíèÿ Òåðöàãè, ïîëüçóþùèéñÿ èñêëþ÷èòåëüíî øèðîêîé 

ïîïóëÿðíîñòüþ  â ìèðîâîì ìàñøòàáå, ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå 

ñîâåðøåííûì…" [1]. 

Êàê èçâåñòíî, îäíèì èç îñíîâíûõ ðóêîâîäñòâ ïî îöåíêå 

óñòîé÷èâîñòè áîðòîâ êàðüåðîâ è îòâàëîâ ÿâëÿþòñÿ "Ìåòîäè÷åñêèå 

óêàçàíèÿ…" [2]. Ïðè ðàçðàáîòêå èíæåíåðíûõ ìåòîäîâ ìíîãèìè 

àâòîðàìè äîñòàòî÷íî ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿëîñü çàäà÷àì îïðåäåëåíèÿ 

ôîðìû ïîâåðõíîñòåé ñäâèæåíèÿ. Ïîýòîìó â ðàñ÷åòàõ óñòîé÷èâîñòè 

îòêîñîâ ïðèìåíÿëèñü âñåâîçìîæíûå òðèâèàëüíûå ôîðìû àïðèîðè 

çàäàííûõ ïîâåðõíîñòåé ñäâèæåíèÿ (÷àñòè îêðóæíîñòè, ÷àñòè ñïèðàëè 

è äð.) (ðèñ. 1.à). Êàê íè ïàðàäîêñàëüíî, íî ýòî ïðèâåëî ê çàìåíå 

çàäà÷è îá îöåíêå óñòîé÷èâîñòè îòêîñîâ "áëèçêîé" çàäà÷åé îá îöåíêå 

óñòîé÷èâîñòè ÷àñòè ìàññèâà îòêîñà íà çàäàííîé ôîðìå êîíñòðóêöèè 

(ðèñ. 1.b). Ñ ïîìîùüþ çàäàííûõ ôîðì ïîâåðõíîñòåé ñäâèæåíèÿ íà 

ìàññèâ íàêëàäûâàëàñü ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçü. Òî÷êè íåñâîáîäíîé 

ñèñòåìû íå ìîãóò äâèãàòüñÿ ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíî. Èõ 

ñîâìåñòèìûå ñî ñâÿçÿìè (äîïóñêàåìûå ñâÿçÿìè) ïåðåìåùåíèÿ, 
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ÐÎÌÀÍÅÍÊÎ À.Â., ÏÓÑÒÎÂÀÐÎÂÀ Ò.Ì. 2007 



4 (51) 2007 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  77 

ñêîðîñòè, óñêîðåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì 

ñîîòíîøåíèÿì, âûòåêàþùèì èç óðàâíåíèé ñâÿçåé. Íàèáîëåå 

ðàñïðîñòðàíåííàÿ â ïðàêòèêå ðàñ÷åòà óñòîé÷èâîñòè îòêîñîâ ôîðìà 

ñâÿçè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå, 

âûáèðàåìîé ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì. 

 

Îñòàíîâèìñÿ äàëåå íà íåêîòîðûõ ïîëîæåíèÿõ ðåêîìåíäàöèé 

«Ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèé…», êîòîðûå, íà íàø âçãëÿä, òðåáóþò 

äîðàáîòêè. 

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ [3,4] ïîêàçàëè, ÷òî çàðàíåå (äî 

ðàñ÷åòà) ââîäèòü êîýôôèöèåíò çàïàñà â ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ïîðîä 

íåöåëåñîîáðàçíî ñ ãåîìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. 

Íå âïîëíå ëîãè÷íûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ è èñêóññòâåííîå ðàçäåëåíèå 

áîðòîâ êàðüåðîâ íà äâå êàòåãîðèè: ñî ñðîêîì ýêñïëóàòàöèè äî 5 ëåò è 

áîëåå, òàê êàê ýòî óñëîâèå â «Ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèÿõ…» 

ñâÿçûâàåòñÿ ñ ïðèíÿòèåì íîðìàòèâíîãî çàïàñà óñòîé÷èâîñòè 1.5 ëèáî 

2.0. Êðîìå òîãî, âûáîð òåõ èëè èíûõ íîðìàòèâîâ óñòîé÷èâîñòè 

íåäîñòàòî÷íî óâÿçàí ñ îñîáåííîñòÿìè ãîðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé 

ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ îòêðûòûì 

ñïîñîáîì. 

Îäíèì èç îñíîâîïîëàãàþùèõ ïîëîæåíèé «Ìåòîäè÷åñêèõ 

óêàçàíèé…» ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ñöåïëåíèÿ 

ïîðîäû â ìàññèâå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì äàííûì ñöåïëåíèÿ ïîðîäû â 

îáðàçöå. Ïðàêòèêà ðàñ÷åòîâ âûÿâëÿåò, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ ïî âûøå 

óêàçàííîé ôîðìóëå çíà÷åíèÿ ñöåïëåíèÿ â ìàññèâå äëÿ «âûâåòðåëîãî» 
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ñîñòîÿíèÿ ïîðîäû íå âñåãäà ìåíüøå ïî âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùèõ 

çíà÷åíèé ñöåïëåíèÿ äëÿ «ñâåæåãî» ñîñòîÿíèÿ ïîðîäû. Òàêîå 

ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àþùèõñÿ ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ 

íåñîâåðøåíñòâîì óêàçàííîé ôîðìóëû è òðåáóåò åå êîððåêòèðîâêè. 

Êàê ïðàâèëî, ìàññèâû ãîðíûõ ïîðîä èìåþò ñëîæíî-ñòðóêòóðíîå 

ñòðîåíèå. Â «Ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèÿõ…» îöåíêà óñòîé÷èâîñòè 

óñòóïîâ, áîðòîâ êàðüåðîâ è îòâàëîâ îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè  

ñðåäíåâçâåøåííûõ âåëè÷èí ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîðîä 

ñëîæíî-ñòðóêòóðíîãî ãîðíîãî ìàññèâà. Òàêîé âûíóæäåííûé è 

óïðîùåííûé ïîäõîä â ðàñ÷åòàõ óñòîé÷èâîñòè îòêîñîâ è ñêëîíîâ áûë 

ïðèåìëåì â ïðîøëîì, êîãäà ðàñïðîñòðàíåííûì ñðåäñòâîì âû÷èñëåíèé 

áûëà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ëèíåéêà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêîé ïîäõîä íå 

öåëåñîîáðàçåí. 

Ïðèìåíÿåìàÿ â «Ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèÿõ…» 

êðóãëîöèëèíäðè÷åñêàÿ ôîðìà ïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñäâèæåíèÿ 

íå ñîîòâåòñòâóåò ïî íåñêîëüêèì ïîçèöèÿì ñîâðåìåííûì 

ïðåäñòàâëåíèÿì î ìåñòîïîëîæåíèè è ôîðìå ïîâåðõíîñòåé ñäâèæåíèÿ 

ìàññèâîâ ãðóíòà è ãîðíûõ ïîðîä. Êàê èçâåñòíî, ïîâåðõíîñòè 

ñäâèæåíèÿ â ïîðîäíîì ìàññèâå îáðàçóþòñÿ ñ ãëóáèíû âîçíèêíîâåíèÿ 

ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäîê ñäâèæåíèÿ 90H . Ýòî ïîëîæåíèå ìåõàíèêè 

ãðóíòîâ è ãîðíûõ ïîðîä ïðè ïîñòðîåíèè êðóãëîöèëèíäðè÷åñêîé 

ïîâåðõíîñòè ñäâèæåíèÿ ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî íà âåðõíåì ó÷àñòêå 

ïîâåðõíîñòè (íàïðèìåð, áåðìà óñòóïà), à íà íèæíåì ó÷àñòêå 

ïîâåðõíîñòè ñäâèæåíèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ. Òàêæå óñòàíîâëåíî [5,6], ÷òî 

óãîë íàêëîíà ê ãîðèçîíòó ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäîê ñäâèæåíèÿ (íà 

ãëóáèíàõ áîëåå 90H ) íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò âåëè÷èíû 
2

45
ρ

ϕ += o  äî 

âåëè÷èíû óãëà âíóòðåííåãî òðåíèÿ ρ . Ïðè ïîñòðîåíèè 

êðóãëîöèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñäâèæåíèÿ óêàçàííûå 

îñîáåííîñòè íå ìîãóò áûòü ó÷òåíû. Âñå îòìå÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå 

íåñîâåðøåíñòâà, ãëàâíûì îáðàçîì, îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî 

êðóãëîöèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñâÿçüþ, 

êîòîðàÿ íàëîæåíà íà ïîðîäíûé ìàññèâ, à íå ïîòåíöèàëüíîé 

ïîâåðõíîñòüþ ñäâèæåíèÿ. 

Íà íàø âçãëÿä íàêëîíû ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäîê ñäâèæåíèÿ â 

ìàññèâå íå äîëæíû çàäàâàòüñÿ çàðàíåå (â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì 

ñâÿçè) (ðèñ. 1.b), à äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ íà îñíîâàíèè îáùèõ çàêîíîâ 
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ìåõàíèêè ãðóíòîâ è ãîðíûõ ïîðîä [7]. Áàçèðóÿñü íà ýòîì ïîäõîäå, 

áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè 

ñäâèæåíèÿ [5].  

Ïðåäëàãàåòñÿ ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûé íîâûé ìåòîäè÷åñêèé 

ïîäõîä, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíåíèå ñîñòàâíûõ ïîâåðõíîñòåé 

ñäâèæåíèÿ (ñîñòîÿùèõ èç èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé è ïîâåðõíîñòåé 

íàèìåíüøåãî ñîïðîòèâëåíèÿ), ÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü îöåíêó 

óñòîé÷èâîñòè îòêîñîâ è ñêëîíîâ áåç íàëîæåíèÿ íà ìàññèâ 

äîïîëíèòåëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâÿçåé. Ôîðìà è ìåñòîïîëîæåíèå 

ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäîê ñäâèæåíèÿ, ôîðìèðóþùèõ ñîñòàâíóþ 

ïîâåðõíîñòü ñäâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè 

ñâîéñòâàìè ïîðîä ìàññèâà, èõ ãåîìåòðèåé, à òàêæå ãåîìåòðèåé 

äíåâíîé ïîâåðõíîñòè îòêîñà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îáûêíîâåííîå 

íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò 

îïèñûâàòü ñîñòàâíûå ïîâåðõíîñòè ñäâèæåíèÿ )(xy  â ïîðîäíîì ìàññèâå 

 




>

≤
=

902

901

)(),,),((

)(),,),(()(

HxhприCxhF

HxhприCxhF

dx

xdy

ργ
ργ

, (1) 

ãäå 

−−= )()()( xyxHxh ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ãëóáèíó çàëîæåíèÿ 

ïëîùàäîê ñäâèæåíèÿ â ïîðîäíîì ìàññèâå, −x àáñöèññà, 

îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ïîäîøâû îòêîñà, −С  ñöåïëåíèå â ïîðîäå, −γ  

îáúåìíûé âåñ ïîðîäû, −ρ  óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ ïîðîäû, −)(xH  

ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ äíåâíóþ ïîâåðõíîñòü îòêîñà, −90H  ãëóáèíà 

âîçíèêíîâåíèÿ ïëîùàäîê ñäâèæåíèÿ â ïîðîäíîì ìàññèâå, 

{ }222
2 4)()(4)()(

2

1
),,),(( CxhtgCxhxh

C
CxhF ⋅−⋅⋅⋅⋅−⋅−⋅

⋅
= ργγγργ - 

ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ôîðìèðóåò èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ñäâèæåíèÿ, 

−),,),((1 ργCxhF  ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ôîðìèðóåò ïîâåðõíîñòü 

íàèìåíüøåãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñäâèæåíèþ. 

Âèä ôóíêöèè 2 ( ( ), , , )F h x C γ ρ  äëÿ ñëîæíî-ñòðóêòóðíîãî ìàññèâà 

ïðèâåäåí â ðàáîòå [6]. Ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ ôóíêöèè ),,),((1 ργCxhF  

äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé, ïîýòîìó çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. 

Â ðàñ÷åòíûõ ñõåìàõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â "Ìåòîäè÷åñêèõ 

óêàçàíèÿõ…", íà ïîðîäíûé ìàññèâ íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå 

ãåîìåòðè÷åñêèå ñâÿçè (ðèñ. 1.b). Íåñîìíåííî, ëþáîïûòíî îöåíèòü 

óñòîé÷èâîñòü îòêîñîâ áåç íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ 
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ñâÿçåé íà ïîðîäíûé ìàññèâ è îïðåäåëèòü ôîðìó ïîâåðõíîñòåé 

ñäâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñ÷åò 

óñòîé÷èâîñòè îòêîñà ïðè ïîëîãîì çàëåãàíèè îñëàáëåíèÿ (Ïðèëîæåíèå 

7 "Ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèé…"). Âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàííûì âûøå 

ìåòîäè÷åñêèì ïîäõîäîì, áàçèðóþùèìñÿ íà ïðèìåíåíèè ñîñòàâíûõ 

ïîâåðõíîñòåé ñäâèæåíèÿ. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàññèâà è 

îñëàáëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ óñòîé÷èâîñòè, 

ïîëó÷èì èç èçìåíåííûõ çíà÷åíèé C  è ρ  (â êîòîðûå ââåäåí 

êîýôôèöèåíò çàïàñà). Ðåçóëüòàòû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ïðèâåäåíû íà 

ðèñ. 2.à. Ðàññìîòðèì ó÷àñòêè i  ïîâåðõíîñòè èç ñåìåéñòâà ñîñòàâíûõ 

ïîâåðõíîñòåé ñäâèæåíèÿ. Îòðåçîê iiKB  îïðåäåëÿåò ãëóáèíó 

âîçíèêíîâåíèÿ ïëîùàäîê ñäâèæåíèÿ â ïîðîäíîì ìàññèâå. 

 

Ó÷àñòêè iiVK , iiWV , ii AW  îïèñûâàþòñÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ 

ñäâèæåíèÿ. Îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè iiWV  

ïåðåñåêàåò îñëàáëåíèå. Òàêèå ìåñòîïîëîæåíèå è ôîðìà ó÷àñòêà iiWV  

îáóñëîâëåíû ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îñëàáëåíèÿ 

ïîðîäíîãî ìàññèâà. Êàê âèäíî, èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè íå ïîøëè 

âäîëü îñëàáëåíèÿ. Åñëè æå ñëåäîâàòü [2], òî ìû äîëæíû áûëè 
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ðåàëèçîâàòü ñõåìó òèïà (ðèñ. 1.b), çàëîæèâ â ðàñ÷åò óñòîé÷èâîñòè 

ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà îñëàáëåíèÿ ïî çàäàííîé 

ãåîìåòðè÷åñêîé ñâÿçè. Ïðîäîëæàÿ ðàññìîòðåíèå, ìîæíî îïðåäåëèòü, 

ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îñëàáëåíèÿ 

ïîâåðõíîñòè ñäâèæåíèÿ áóäóò ïðîõîäèòü ïî îñëàáëåíèþ. Îäèí èç 

âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.b. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãî 

ñëó÷àÿ ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè ñäâèæåíèÿ iiWV  îïèñûâàåòñÿ 

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1), ïðè ýòîì, ðåàëèçóåòñÿ, êàê 

óñëîâèå 90)( Hxh > , òàê è óñëîâèå 90)( Hxh ≤ . Ñëåäóþùèé ó÷àñòîê 

ïîâåðõíîñòè ñäâèæåíèÿ iiDW  ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ñ óñëîâèåì 90)( Hxh ≤ . 

Â òî÷êå iD  ñîñòàâíàÿ i  ïîâåðõíîñòü ñäâèæåíèÿ âûõîäèò íà äíåâíóþ 

ïîâåðõíîñòü îòêîñà. Äîïîëíÿþò õàðàêòåðèñòèêó ñîñòîÿíèÿ îòêîñà 

êîýôôèöèåíòû çàïàñà óñòîé÷èâîñòè, ðàññ÷èòàííûå ïî ìåòîäó 

àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ñèë äëÿ ñåìåéñòâà ñîñòàâíûõ ïîâåðõíîñòåé 

ñäâèæåíèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, ñåìåéñòâî ñîñòàâíûõ ïîâåðõíîñòåé 

ñäâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé èëëþñòðàöèåé òîãî, êàê 

ðàñïðåäåëÿþòñÿ â ìàññèâå ó÷àñòêè âîçìîæíîãî ñäâèæåíèÿ è ãäå 

ñëåäóåò îæèäàòü çàêîëû íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè îòêîñà. Ñîñòàâíàÿ 

ïîâåðõíîñòü ñäâèæåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò íàèìåíüøèé êîýôôèöèåíò 

çàïàñà óñòîé÷èâîñòè, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëàáîé ñîñòàâíîé 

ïîâåðõíîñòüþ ñäâèæåíèÿ. 

Òàêèì îáðàçîì, íîâûå ìåòîäè÷åñêèå ïîäõîäû ê îöåíêå 

óñòîé÷èâîñòè îòêîñîâ è ñêëîíîâ ïîçâîëÿþò áîëåå ïîëíî ó÷åñòü 

ðåàëüíóþ ñòðóêòóðó ïîðîäíîãî ìàññèâà è èñêëþ÷èòü ïðè îöåíêå 

óñòîé÷èâîñòè äîïîëíèòåëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâÿçè, îáóñëîâëåííûå 

íåîáîñíîâàííî çàäàâàåìûìè ôîðìàìè ïîâåðõíîñòåé ñäâèæåíèÿ. 
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ÓÄÊ 539.3 
È.È.Àíèêüåâ, Ì.È.Ìèõàéëîâà, Å.À.Ñóùåíêî  

ÄÅÉÑÒÂÈÅ ÈÌÏÓËÜÑÍÎÃÎ ÄÀÂËÅÍÈß ÍÀ ÒÎÍÊÓÞ 

ÓÏÐÓÃÓÞ ÏËÀÑÒÈÍÓ Ñ ÐÀÇÐÅÇÎÌ 

Èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé (òèïà îòâåðñòèé, ðàçðåçîâ, 

òðåùèí è ò.ï.) íà äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè è 

ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî 

ïóáëèêàöé [íàïðèìåð, 1 - 3].  

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ 

äåôîðìèðîâàíèÿ ñïëîøííûõ óïðóãèõ ïëàñòèí, à òàêæå ïëàñòèí ñ 

ðàçðåçîì ïðè ïàäåíèè íà íèõ äëèííîé óäàðíîé âîëíû ñòóïåí÷àòîé 

ôîðìû. 

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Ñõåìà óñòàíîâêè ïðèâåäåíà â [4]. 

Èñïûòûâàëèñü ïëàñòèíû èç ñòåêëîòåêñòîëèòà ìàðêè ÑÔ-1-150 (Å = 

2,6·1010 Ïà, ρ = 1,7 ã/ñì3), êàê ìàòåðèàëà, êîòîðûé ñîõðàíÿåò ñâîè 

óïðóãèå ñâîéñòâà ïðè ìíî-ãîêðàòíîì íàãðóæåíèè. 

Ïëàñòèíà òîëùèíîé 2,5 ìì, ïðåäâàðèòåëüíî çàùåìëåííàÿ ïî 

äâóì êîðîòêèì ñòîðîíàì ìåæäó ìàññèâíûìè ñòàëüíûìè ðàìêàìè, 

ðàñïîëàãàëàñü â êîíöå êàíàëà äèàôðàãìåííîé óäàðíîé òðóáû. 

Ðàáî÷èé ðàçìåð ïëàñòèíû (à = 140 ìì, b = 210 ìì) ñîâïàäàë ñ 

ðàçìåðîì âíóòðåííåãî ñå÷åíèÿ êàíàëà óäàðíîé òðóáû. Óñòàíîâêà 

äàâàëà âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàòü â âîçäóõå óäàðíûå âîëíû 

ñòóïåí÷àòîé ôîðìû àìïëèòóäîé äî 0,5·105 Ïà, äèòåëüíîñòüþ 8·10-3ñ. 

Ïðÿìîëèíåéíûé ðàçðåç ïëàñòèíû øèðèíîé îêîëî 0,5 ìì, äëèíîé 

L îò 10 äî 70 ìì ðàñïîëàãàëñÿ â ñðåäíåé ÷àñòè ïëàñòèíû ïàðàëëåëüíî 

çàùåìëåííûì ñòîðîíàì. Ðåãèñòðàöèÿ äåôîðìàöèé âåëàñü ñ ïîìîùüþ 

òåíçîðåçèñòîðîâ, íàêëååííûõ ïî îáå ñòîðîíû ïëàñòèíû â ïðîäîëüíîì 

(âäîëü îñè õ, ïàðàëëåëüíî ñâîáîäíûì ñòîðîíàì b) è ïîïåðå÷íîì 

(âäîëü îñè ó, ïàðàëëåëüíî çàùåìëåííûì ñòîðîíàì a) ,à òàêæå âäîëü 

áåðåãîâ ðàçðåçà. 

Ñèãíàëû òåíçîðåçèñòîðîâ ðåãèñòðèðîâàëèñü íà ýêðàíå 

ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà ñ ïîìîùüþ áûñòðîäåéñòâóþùåãî 

óñòðîéñòâà ââîäà-âûâîäà è îáðàáîòêè àíàëîãîâîé öèôðîâîé 

èíôîðìàöèè L1250, ðàáîòàþùåé â ÷åòûðåõêàíàëüíîì ðåæèìå â 

ïîëîñå ÷àñòîò îò íóëÿ äî 25 êÃö. 

                                 
  © ÀÍÈÊÜÅÂ È.È., ÌÈÕÀÉËÎÂÀ Ì.È., ÑÓÙÅÍÊÎ Å.À., 2007 
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Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Íà ðèñ.1,à ïðèâåäåíà îñöèëëîãðàììà 

èçãèáíûõ äåôîðìàöèé ñïëîøíîé ïëàñòèíû εõ
è âáëèçè çàùåìëåííîãî 

êðàÿ (õ = 0,45; ó = 0). Ðèñ.1,á èëëþñòðèðóåò ïîâåäåíèå ïëàñòèíû ñ 

ðàçðåçîì 70 ìì (L = à/2). Âåðõíÿÿ êðèâàÿ – εõ
è (õ = 0,45; ó = 0), 

íèæíÿÿ – εõ
è (õ = 0; ó =0,39), äâå ñðåäíèõ êðèâûõ – ìåìáðàííûå 

äåôîðìàöèè εõ
ì â òåõ æå òî÷êàõ. Äàííûå, ïðèâåäåííûå íà âñåõ 

ðèñóíêàõ, ïîëó÷åíû ïðè äåéñòâèè íà ïëàñòèíû âîëíîâîé íàãðóçêè 

0,12·105 Ïà. 

 

Çàêîíîìåðíîñòü äåôîðìèðîâàíèÿ ñïëîøíîé ïëàñòèíû è ïëàñòèíû 

ñ ðàçðåçîì îäèíàêîâà: ïðîãèáàÿñü â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ âîëíû, 

ïëàñòèíû ñîâåðøàëè çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî 

ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ, çàâèñÿùåãî îò çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ â âîëíå 

íàãðóçêè. Êîëåáàíèÿ íå ÿâëÿëèñü ñòðîãî ãàðìîíè÷åñêèìè. 
Ïðè îáðàáîòêå îñöèëëîãðàìì ôèêñèðîâàëèñü çíà÷åíèÿ 

íàèáîëüøèõ äåôîðìàöèé, à òàêæå èçìåðÿëñÿ èíòåðâàë âðåìåíè Ò 

ìåæäó äâóìÿ ïåðâûìè ìàêñèìóìàìè. Ïðè èçìåíåíèè L îò 10 äî 

70ìì çíà÷åíèÿ Ò âîçðîñëè ïðèìåðíî íà 6 %. 

Íà ðèñ.2 ïðèâåäåíû ýïþðû èçãèáíûõ äåôîðìàöèé ε
è
ó  â ìîìåíò 

ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî ìàêñèìóìà äëÿ ïëàñòèí ñ ðàçðåçàìè ðàçëè÷íîé 

äëèíû (áåçðàçìåðíàÿ äëèíà ðàçðåçà L/a îáîçíà÷åíà îêîëî êàæäîé 

êðèâîé). Ðàçðåç íàèáîëüøåé äëèíû ïîêàçàí íà ðèñóíêå ñïëîøíîé 

òåìíîé ïðÿìîé ëèíèåé âäîëü îñè y îò y = - 0.25 äî y = 0.25. Ñ ëåâîé 

ñòîðîíû îò îñè îðäèíàò êðèâûå ïîñòðîåíû ïî ïîêàçàíèÿì 

òåíçîðåçèñòîðîâ, íàêëååííûõ âäîëü ðàçðåçà íà ìèíèìàëüíîì 

ðàññòîÿíèè îò åãî áåðåãà (òåçîðåçèñòîðû óñëîâíî îáîçíà÷åíû 

êîðîòêèìè ÷åðòî÷êàìè). Ïðàâàÿ ñòîðîíà ðèñóíêà – ýïþðû èçãèáíûõ 

äåôîðìàöèé ε
è
ó  ñðåäíåé ÷àñòè ïëàñòèíû îò êîíöà ðàçðåçà äî åå 

ñâîáîäíîãî êðàÿ. 
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Ñïëîøíàÿ ïëàñòèíà [5], çàùåìëåííàÿ ïî äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì 

ñòîðîíàì, ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíî äåéñòâóþùåé íàãðóçêè 

èçãèáàåòñÿ êàê áàëêà, ò.å. äåôîðìàöèè èçãèáà âîçíèêàþò òîëüêî â 

íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì çàùåìëåííûì ñòîðîíàì. Âäîëü 

ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ ñâîáîäíûå ñòîðîíû, èçãèáíûå äåôîðìàöèè 

èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ. 

Ïðèâåäåííûå ýïþðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçðåç, äëèíà êîòîðîãî 

ñîñòàâëÿåò ìåíåå 10% øèðèíû ïëàñòèíû à, ïðèâîäèò ê ëîêàëüíûì 

èçìåíåíèÿì äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû. Ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ 

âåëè÷èíû L äî ïîëîâèíû øèðèíû ïëàñòèíû à èçãèáíûå äåôîðìàöèè 

âäîëü ðàçðåçà îõâàòûâàåò âñþ ïëàñòèíó. Íàèáîëüøèå èçãèáíûå 

äåôîðìàöèè íàáëþäàþòñÿ â ñåðåäèíå ðàçðåçà, à òàêæå âáëèçè åãî 

êîíöîâ. 

Èçìåíåíèå èçãèáíûõ äåôîðìàöèé ε
è
õ è ε

è
ó âäîëü îñè õ ïîêàçàíû 

íà ðèñ.3. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïëàñòèíû äî 

òî÷êè èçìåðåíèÿ õ = x/b. Ñëåâà îò îñè îðäèíàò ïðåäñòàâëåíû ýïþðû 

ε
è
õ ñïëîøíîé ïëàñòèíû (L = 0) è ïëàñòèí ñ ðàçðåçàìè, äëèíà êîòîðûõ 

ñîñòàâëÿëà 0.07; 0.27; 0.39 è 0.5 õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ïëàñòèíû à. 

Ñïðàâà îò îñè îðäèíàò – êðèâûå èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèé ε
è
ó îò öåíòðà 

ïëàñòèíû äî çàùåìëåííîé ñòîðîíû. 
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Äàííûå èçìåðåíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîÿâëåíèå ðàçðåçà äëèíîé, 

ñîñòàâëÿþùåé âñåãî 7% øèðèíû ïëàñòèíû à, ïðèâîäèò ê 

êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ ýïþðû èçãèáíûõ äåôîðìàöèé. Åñëè 

ñïëîøíàÿ ïëàñòèíà, èçãèáàÿñü êàê áàëêà, èñïûòûâàëà â ñåðåäèíå 

(õ~0) ìàêñèìàëüíûå äåôîðìàöèè, òî ïîÿâëåíèå ðàçðåçà ïðèâîäèò ê 

ðåçêîìó ïàäåíèþ ε
è
õ â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé õ. Ìàêñèìóìû ýïþð 

èçãèáíûõ äåôîðìàöèé ñìåùàþòñÿ âïðàâî è âëåâî îò ðàçðåçà, è 

ïàäàþò ñ ðîñòîì åãî äëèíû. 

Íå ïðèâîäÿ ãðàôèêîâ, îòìåòèì, ÷òî ñ ðîñòîì L íàáëþäàëîñü 

ëèíåéíîå ïàäåíèå âåëè÷èí ìàêñèìàëüíûõ èçãèáíûõ äåôîðìàöèé ε
è
õ. 

Îòìå÷àåòñÿ òàêæå íåáîëüøîå ñìåùåíèå òî÷êè ïåðåãèáà (òî÷êè 

èçìåíåíèÿ çíàêà èçãèáíûõ äåôîðìàöèé) ê ñåðåäèíå ïëàñòèíû. Â 

çîíàõ îò òî÷åê ïåðåãèáà äî çàùåìëåííûõ êðà¸â âëèÿíèå ðàçðåçà è åãî 

äëèíû ìîæíî ñ÷èòàòü íåñóùåñòâåííûì. 

Âûâîäû. Òîíêèå ñïëîøíûå ïëàñòèíû è ïëàñòèíû ñ 

ïðÿìîëèíåéíûì ðàçðåçîì ïðè ïàäåíèè íà íèõ óäàðíîé âîëíû 

ñòóïåí÷àòîé ôîðìû ñîâåðøàþò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îêîëî íîâîãî 

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çàâèñÿùåãî îò çíà÷åíèÿ ñêà÷êà äàâëåíèÿ â 

ïàäàþùåé óäàðíîé âîëíå. Â îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé ïëàñòèíû 

âåäóò ñåáÿ êàê ëèíåéíûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ñ ïåðèîäîì 

êîëåáàíèé, ñëàáî ðàñòóùèì ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû ðàçðåçà. Ðàçðåç 

âíîñèò êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå 
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ïëàñòèíû: â ïðîöåññå êîëåáàíèé ïëàñòèíà ñ ðàçðåçîì èçãèáàåòñÿ íå 

òîëüêî â ïðîäîëüíîì, íî è â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. 
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ÓÄÊ 539.3 
Â.Í. ×åõîâ, Ý.À.Òêà÷åíêî  

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑËÎÈÑÒÛÕ ÏÎÊÐÛÒÈÉ Â 

ÒÐÈÁÎÑÎÏÐßÆÅÍÈÈ ÏÐÈ ÆÈÄÊÎÑÒÍÎÉ ÑÌÀÇÊÅ  

ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ ÊÎÍÒÀÊÒÀ 

Ââåäåíèå. Ïðè ýêñïëóàòàöèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé 

òðèáîòåõíè÷åñêîãî íàçíà÷åíèÿ â çîíå êîíòàêòà ñîïðÿãàåìûõ 

ïîâåðõíîñòåé ïîêðûòèé èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû ñìàçî÷íûõ 

ìàòåðèàëîâ. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïðèìåíÿåìîãî äëÿ ýòîãî 

ìàòåðèàëà, ôóíêöèîíàëüíîãî åãî íàçíà÷åíèÿ è óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè 

â ëèòåðàòóðå âûäåëÿþò ðàçëè÷íûå êëàññû ñìàçî÷íûõ ìàòåðèàëîâ è 

âèäîâ ñìàçêè. Â ÷àñòíîñòè [3] îòìå÷åíî, ÷òî ñìàçî÷íûå ìàòåðèàëû 

ìîãóò áûòü òâåðäûìè èëè æèäêèìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåæäó 

êîíòàêòèðóþùèìè ìåæäó ñîáîé ïîâåðõíîñòÿìè â òðèáîñîïðÿæåíèè 

âîçíèêàåò êîíòàêò ñóõîãî òðåíèÿ. Â ñëó÷àå æèäêîé ñìàçêè â 

çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ñëîÿ ñìàçêè âûäåëÿþò ãðàíè÷íûé, 

ñìåøàííûé è æèäêîñòíûé âèäû ñìàçêè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè 

ïîëíîì îòäåëåíèè íåðîâíîñòåé êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé  

âîçíèêàåò óïðóãîãèäðîäèíàìè÷åñêèé è ãèäðîñòàòè÷åñêèé âèäû 

ñìàçêè, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ ïðè î÷åíü âûñîêèõ äàâëåíèÿõ, 

äåéñòâóþùèõ íà ïîâåðõíîñòÿõ êîíòàêòà ñîïðÿãàåìûõ ïîêðûòèé. Ïðè 

âûáîðå ðàñ÷åòíîé ñõåìû â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà óñòîé÷èâîñòè ñëîèñòûõ 

ïîêðûòèé òðèáîòåõíè÷åñêîãî íàçíà÷åíèÿ â ðàáîòàõ [2,4], ïðîáëåìà 

ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïîâåðõíîñòíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â 

ñëîèñòîé ñðåäå, ñîïðÿæåííîé ñî ñòðóêòóðíî îäíîðîäíûì 

ïîëóïðîñòðàíñòâîì. Ðåàêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êîíòàêòèðóþùèõ ìåæäó 

ñîáîé òåë çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ 

ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê. Èñõîäÿ èç óêàçàííûõ âûøå õàðàêòåðíûõ 

îñîáåííîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü âèäà ñìàçêè ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè åå 

èñïîëüçîâàíèè â ðàñ÷åòíîé ñõåìå ðåàêöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ 

ñîïðÿãàåìûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü 

ïîâåðõíîñòíûìè ðàñïðåäåëåííûìè íàãðóçêàìè ñëåäÿùåãî òèïà. 

Ïîýòîìó íèæå â ðàìêàõ ìîäåëè êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñðåä 

ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è îïðåäåëåíèÿ 

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ è âîëíîîáðàçîâàíèÿ â 

                                 
  © ×ÅÕÎÂ Â.Í., ÒÊÀ×ÅÍÊÎ Ý.À., 2007 
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ñëîèñòîé ïîëóîãðàíè÷åííîé ñðåäå, íàõîäÿùåéñÿ  â ïîëå äåéñòâèÿ 

ñæèìàþùèõ ðàñïðåäåëåííûõ íàãðóçîê, êîãäà ê ãðàíè÷íîé 

ïîâåðõíîñòè åå ïðèëîæåíà ñèñòåìà ðàñïðåäåëåííûõ íàãðóçîê 

ñëåäÿùåãî âèäà. Êàê ïðàâèëî â çîíå êîíòàêòà  ýëåìåíòîâ 

òðèáîòåõíèêè èìååò ìåñòî ïîâûøåííûé óðîâåíü òåìïåðàòóðû, 

ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòàõ íà óñòîé÷èâîñòü ïîêðûòèé íåîáõîäèìî 

ó÷èòûâàòü òåìïåðàòóðíûé ôàêòîð. 

§1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è; îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ 

çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ òðåõìåðíàÿ ëèíåàðèçèðîâàííàÿ òåîðèÿ 

óñòîé÷èâîñòè ïðè ìàëûõ äîêðèòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ, êîãäà 

îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé òåîðèè 

[1]. Äëÿ ó÷åòà òåìïåðàòóðû èñïîëüçóåòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèé ïîäõîä, 

êîãäà òåìïåðàòóðíîå ïîëå âëèÿåò òîëüêî íà çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò 

äîêðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è íå 

ó÷èòûâàëîñü ïðè ïîëó÷åíèè ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé 

óñòîé÷èâîñòè. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ñëîèñòîé ñðåäîé, 

ñîñòîÿùåé èç ñëîèñòîãî ïîêðûòèÿ, ñîïðÿæåííîãî ñî ñòðóêòóðíî 

îäíîðîäíûì îñíîâàíèåì. Ñëîèñòàÿ ñðåäà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì 

ñæèìàþùèõ â ïëîñêîñòè ñëîåâ ñòàòè÷åñêîé ðàñïðåäåëåííîé 

íàãðóçêîé èíòåíñèâíîñòè 1р . Ê ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ ïðèëîæåíà 

ñèñòåìà ñèë 3р  ñëåäÿùåãî õàðàêòåðà. Ìàòåðèàë ñëîåâ è îñíîâàíèÿ 

ñ÷èòàåì ëèíåéíî óïðóãèì òðàíñâåðñàëüíî - èçîòðîïíûì ñæèìàåìûì. 

Ïîâåðõíîñòü ïîêðûòèÿ íàãðåâàåòñÿ îò òåìïåðàòóðû åñòåñòâåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ 0Т  äî ðàáî÷åé òåìïåðàòóðû ɵТ . Ïðè ýòîì âåëè÷èíà 

[ ]00 )€( ТТТ −=δ  >1. Ìåæäó îòäåëüíûìè ýëåìåíòàìè ñëîèñòîé ñðåäû 

ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå óñëîâèé àáñîëþòíî æåñòêîãî ñèëîâîãî è 

èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòîâ. Èññëåäóåòñÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ôîðìà 

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîêðûòèÿ. Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå 

ïîäõîäû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ñëåäóÿ ýòîé ðàáîòå 

ñ÷èòàåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ïîñòàíîâî÷íîãî õàðàêòåðà èç ðàáîòû [2], 

ãäå íå ó÷èòûâàëîñü âëèÿíèå òåìïåðàòóðû íà óñòîé÷èâîñòü ïîêðûòèé, 

ñîõðàíÿþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Èçìåíÿþòñÿ òîëüêî âûðàæåíèÿ äëÿ 

êîìïîíåíò äîêðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è ôèçèêî-

ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îòäåëüíûõ ñëîåâ è ïîëóïðîñòðàíñòâà. 

Â ñèëó ïðèíÿòîé ïîñòàíîâêè è ðàñ÷åòíîé ñõåìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â 

îêðåñòíîñòè ïðèïîâåðõíîñòíîé çîíû, ãäå ðåàëèçóåòñÿ âîçìóùåííîå 



4 (51) 2007 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

90  ISSN 1562-9945 

íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, òåìïåðàòóðíîå ïîëå èçìåíÿåòñÿ 

íåñóùåñòâåííî. Ïîýòîìó òåìïåðàòóðíîå ïîëå â ýòîé çîíå ìîæíî 

ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì. Â ýòîì ñëó÷àå äîêðèòè÷åñêîå íàïðÿæåííîå 

ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñëîèñòîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî – 

îäíîðîäíûì [4]. Óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè â ïðåäåëàõ êàæäîãî 

ýëåìåíòà ñëîèñòîé ñðåäû â èìåþò âèä 
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Â ñîîòíîøåíèÿõ (1),(2) ÷åðåç ijij Gа ,  îáîçíà÷åíû   óïðóãèå 

ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà ñëîèñòîé ñðåäû, à ÷åðåç ix -ëàãðàíæåâû 

êîîðäèíàòû, äî äåôîðìèðîâàíèÿ ñîâïàäàþùèå ñ äåêàðòîâûìè. 

Êîîðäèíàòà 3x  íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ. 

Êîìïîíåíòû âîçìóùåíèé ïîâåðõíîñòíûõ ñëåäÿùèõ íàãðóçîê iР
~

 áóäóò 
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Çäåñü îáîçíà÷åíî: ijδ - ñèìâîë Êðîíåêåðà; iN  - åäèíè÷íûé îðò 

íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, ê êîòîðîé ïðèëîæåíà ñëåäÿùàÿ íàãðóçêà â 

íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; 3p - èíòåíñèâíîñòü íàãðóçêè íà 

ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëüþ 3N . Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ 

èíäåêñàì â ôîðìóëàõ (2),(3) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Äëÿ 

èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîêðûòèÿ èñïîëüçîâàí ñòàòè÷åñêèé ìåòîä 

Ýéëåðà è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè. Ïîñêîëüêó â 

îáùåì ñëó÷àå ñëåäÿùàÿ íàãðóçêà íå ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé,äëÿ åãî 

èñïîëüçîâàíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé åãî 

ïðèìåíèìîñòè. Êîãäà íàãðóçêà 3p  ïðèëîæåíà ê ÷àñòè 0S  ïîâåðõíîñòè 

ñëîèñòîãî òåëà, îãðàíè÷åííîé êðèâîé L, òàêèå óñëîâèÿ èìåþò âèä [1]. 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )u u u u dLm
L

m3

1 2

3

2 1 0∫ − = , (4) 
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ãäå 3u - âîçìóùåíèÿ ïåðåìåùåíèé, íàïðàâëåííûõ âäîëü íîðìàëè 

ê ïîâåðõíîñòè 

0S , à mu - ïî íîðìàëè ê  êðèâîé L  â ïëîñêîñòè 0S . Óñëîâèÿ 

ìåõàíè÷åñêîãî êîí -òàêòà ìåæäó îòäåëüíûìè ýëåìåíòàìè ñëîèñòîé 

ñðåäû â âîçìóùåíèÿõ ïðèíèìàþò âèä 
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Â ñîîòíîøåíèÿõ (5) îáîçíà÷åíî : kh  -òîëùèíà k -ãî ñëîÿ; k - 

ïîðÿäêîâûé íîìåð ñëîÿ (k = Т,1 ). Íà «áåñêîíå÷íîñòè» äëÿ 

ïîëóïëîñêîñòè èìååì óñëîâèÿ çà- 

òóõàíèÿ âîçìóùåíèé 

 0),,(
)1(

3

)1(
)1(

2
)1(

1
)1( →

−∞→++
+++

TT
TTT

i x
xxxu . (6) 

Íà ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ ( 0
)1(

3 =x ) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â 

âîçìóùåíèÿõ áóäóò 

 ii PxxP
~

)0,,( 21
)1( =  (7) 

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è 

îáóñëàâëèâàþùèõ ïîâåðõíîñòíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ñëîèñòûõ ïîêðûòèé 

ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è 

(1), (5)-(7) ïðè ñîîòâåòñâóþùèõ çíà÷åíèÿõ êîìïîíåíòîâ 

äîêðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è ôèçèêî -ìåõàíè÷åñêèõ 

õàðàêòåðèñòèê ïîêðûòèÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ 

ïàðàìåòðîâ çàäà÷è îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû âîëíîîáðàçîâàíèÿ 

lHкр )(πω = è íàãðóæåíèÿ )(10 31
2 Eptкр = , õàðàêòåðèçóåìûå 

ñîîòâåòñâåííî äëèíîé ïîëóâîëíû ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè il  è 

âåëè÷èíîé èíòåðñèâíîñòè ñæèìàþùåé íàãðóçêè 1р . 

§2.Ðåøåíèå äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è. Âëèÿíèå ñëåäÿùèõ 

ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê ïðè ïîâûøåííûõ òåìïåðàòóðàõ íà 

óñòîé÷èâîñòü ñëîèñòîãî ïîêðûòèÿ ðàñ- 

ñìîòðèì íà ïðèìåðå äâóõñëîéíîãî ïîêðûòèÿ (ïåðâûé ñëîé- 

âûñîêîëèãèðîâàííàÿ ñòàëü 3Õ13; âòîðîé - ëàòóíü Ë62; îñíîâàíèå - 
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÷óãóí ÌÑ× 28-48) â ðàìêàõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè 
31Oxx  

.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìàòðè÷íûé ïîäõîä, èçëîæåííûé â 

ðàáîòàõ [2,4-6]. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ 

òåìïåðàòóðû ɵT  - 200Ñ è 2700Ñ. Íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ ôèçèêî-

ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ ñëîèñòîé 

ñðåäû ïðèâåäåíû â òàáëèöå [4]. Âëèÿíèå ïîâûøåííîãî 

òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòíóþ óñòîé÷èâîñòü ïîêðûòèÿ 

ìîæíî îöåíèòü çà ñ÷åò ó÷åòà èçìåíåííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ 

õàðàêòåðèñòèê îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñëîèñòîé 

ñðåäû. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ôèêñèðîâàëèñü ïàðàìåòðû: 

HhppyEEn kkkTkk === + ρν ,,, 131 . Ïðè 0≠θ  çíà÷åíèÿ 

êîýôôèöèåíòîâ t
kα  âûáèðàëèñü èç òàáëèöû; ∑

=

=
T

k
khH

1

.Ïðè „Т 0
20€ =  

èìååì : ;23,0;32,0;278,0;83,0;88,1 32121 ===== νννnn . Ïðè CT 0270€ =  

èìååì 25,0;42,0;29,0;63,0;875,1 32121 ===== νννnn . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ 

áûëî ïðèíÿòî ;15,01=ρ 85,02=ρ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîâûøåíèè 

òåìïåðàòóðû ïîêðûòèÿ íà 2500 â îñíîâíîì èçìåíèëèñü äâà ïàðàìåòðà 

2n è 2ν , âåëè÷èíà êîòîðûõ îáóñëîâëåíà ñâîéñòâàìè âòîðîãî ñëîÿ. 

Àíàëèç ðåøåíèÿ çàäà÷è  ïîêàçàë, ÷òî ñîâìåñòíîå âîçäåéñòâèå 

ñëåäÿùèõ ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê è ïîâûøåííîãî òåìïåðàòóðíîãî 

ïîëÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñëîèñòûõ 

ïîêðûòèé, ïåðâîíà÷àëüíî íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè óñòîé÷èâîãî 

ðàâíîâåñèÿ. Íàïðèìåð ïðè íîðìàëüíîé òåìïåðàòóðå 020€=Т  ñîñòîÿíèå 

ðàâíîâåñèÿ ïîêðûòèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü óñòîé÷èâûì ( kpt =25,55)  íà âñåì 

äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà 13 ррy = . 

Òåì –ðà 
0€Т  

Ìàòåðèàë 
Ìîäóëü Þíãà 

×Е 10-6 

(êã/ñì2) 

Êîýôôèö. 
Ïóàññîíà 

ν  

Êîýôô. ëèíåéí. 
ðàñøèðåíèÿ 

×tα 105 

(1/ãðàä) 
20 Ñòàëü 3Õ13 2,25 0,278 1,4 

20 Ëàòóíü Ë62 1,02 0,32 2,6 

20 ×óãóí ÌÑ× 28-48 1,2 0,23 1,1 

270 Ñòàëü 3Õ13 2,8 0,29 1,4 

270 Ëàòóíü Ë62 0,8 0,42 2,6 

270 ×óãóí ÌÑ× 28-48 1,15 0,25 1,1 
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Ïðè CT 0270€ =  èìååì kpt  = 17,85, ÷òî ñîñòàâëÿåò 69 % îò 

ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè 

áîëåå âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû âåëè÷èíà kpt  áóäåò 

óìåíüøàòüñÿ è ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïîêðûòèÿ ìîæåò ñòàòü 

íåóñòîé÷èâûì. Ýòîò âûâîä èìååò ìåñòî ëèøü äëÿ âûáðàííûõ 

ïàðàìåòðîâ ñëîèñòîé ñðåäû. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü 

äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ. 
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ìåõàíèêà.-1998.-34,¹8.-Ñ.-32 -39. 

6. ×åõîâ Â.Í. Ïîâåðõíîñòíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñëîèñòîé ñðåäû, 
ñîïðÿæåííîé ñ îäíîðîäíûì ïîëóïðîñòðàíñòâîì // Ïðèêë. ìåõàíèêà.- 
1984.- ¹ 11.-Ñ. 35-42. 
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ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎE ÑÎÑÒÎßÍÈE 

ÓÑÅ×ÅÍÍÎÉ ÊÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ ÈÇ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÎÃÎ 

ÌÀÒÅÐÈÀËÀ 

Â ðàáîòå èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ íåïîëîãîé 

óñå÷åííîé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. 

Îáîëî÷êà èçãîòîâëåíà èç êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà è íàãðóæåíà 

îñåâûìè ñæèìàþùèìè óñèëèÿìè èíòåíñèâíîñòè p . 

1. Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè 

îñíîâíûõ óðàâíåíèé òåîðèè ìíîãîñëîéíûõ êîìïîçèòíûõ îáîëî÷åê, 

çàïèñàíûõ â êðèâîëèíåéíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 

( γβα ,, ). Cèñòåìà êîîðäèíàò ñâÿçàíà ñ îáîëî÷êîé òàêèì îáðàçîì, 

÷òîáû ëèíèè α  è β  ñîâïàäàëè ñ ëèíèÿìè ãëàâíûõ êðèâèçí 

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, à êîîðäèíàòà γ  îòñ÷èòûâàëàñü â íàïðàâëåíèè 

âíåøíåé íîðìàëè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÍÄÑ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê èç 

êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ïðèìåíÿåòñÿ óòî÷íåííàÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü 

òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê òèïà Òèìîøåíêî [1], ó÷èòûâàþùóþ 

ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ( 

íàëè÷èå äåôîðìàöèè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà). 

Â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáîëî÷êè 

èç êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ, ïðèâåäåííûå â [2]. 

2. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûé 

ìåòîä [3,4]. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé èñòèííûå 

ïåðåìåùåíèÿ îáðàùàþò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà â îòíîñèòåëüíûé 

ìèíèìóì 

 ,0=∏δ  (1) 
÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþ âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî 

íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì. Çäåñü ,AV −=∏  ãäå V - ïîòåíöèàëüíàÿ 

ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè, A  - ñóììà ðàáîò âíåøíèõ ñèë íà íåçàâèñèìûõ 

ïåðåìåùåíèÿõ îáîëî÷êè. 

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 

 ∫Φ=
G

,dGV  (2) 
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Èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèé 

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è ôóíêöèé ñäâèãà ),,,,i(U i 1310741=  

 ( )∑ ∑ ∑ ====
+

−=

+

−= =

1

1

1

1
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1

111310741
i

ia

j

jb k

ij

l

ab
k

ab
kl .n,j;m,i;,,,,k,lQUP  (3) 

Çäåñü ab
klP  -çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà â óçëå b,a  ïðè èçâåñòíîé ab

kU  

â óðàâíåíèè äëÿ íåèçâåñòíîé ij
lU  , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé 

ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè, à òàêæå 

ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ; ij
lQ  - çíà÷åíèÿ â óçëå ( )j,i  l  -õ êîìïîíåíò ñèëîâîé 

íàãðóçêè. 

Ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) ñèììåòðè÷íà, ïîëîæèòåëüíî 

îïðåäåëåíà, èìååò ëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü 

îáúåì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè ïðè ðàñ÷åòàõ íà ÝÂÌ. Íà îñíîâå 

èçëîæåííîãî âûøå ïîäõîäà ðåàëèçîâàí àëãîðèòì, ãäå ðåøåíèå 

ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êâàäðàòíûõ 

êîðíåé Õîëåöêîãî [3]. 

3. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïðåäåëèì ÍÄÑ íåïîëîãîé óñå÷åííîé 

êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ òîëùèíîé 

h=const. Ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè îòíåñåíà ê ñèñòåìå 

êîîðäèíàò ( θ,s ), ãäå s - ðàññòîÿíèå âäîëü îáðàçóþùåé îò ñå÷åíèÿ 0r  

( 0r =íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå îáðàçóþùåé î îñè âðàùåíèÿ ). Ãëàâíûå 

êðèâèçíû è êîýôôèöèåíòû Ëÿìå äëÿ íåïîëîãîé îáîëî÷êè 

ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå  

 ,sinsrB,A,)sinsr(k,k ϕϕ +==+== −
0

1
021 10  (4) 

ãäå ϕ - óãîë íàêëîíà îáðàçóþùåé ê îñè âðàùåíèÿ îáîëî÷êè. Ïðè 

ðàñ÷åòå ïî òåîðèè ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñëåäóåò ïðèíÿòü srB += 0 . 

Îáîëî÷êà íàãðóæåíà ïî ñå÷åíèþ 0=s  îñåâûìè ñæèìàþùèìè 

óñèëèÿìè èíòåíñèâíîñòè p . Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîíòóðå 0=s  

ïðèìåì â âèäå 

.HGS,sinpQ,cospT sssss 0===== θθϕϕ  

Íà êîíòóðå Ss =  ( S - äëèíà îáðàçóþùåé) èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ 

øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ 

0===== θθ sss HGwuu . 

Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ îðòîòðîïíîé îáîëî÷êè ñ ïàðàìåòðàìè 
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îáðàçóþùåé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà { }; ; 0
3 6

π πϕ . Çàìåòèì, 

÷òî ñëó÷àé 0=ϕ  ñîîòâåòñòâóåò öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå. Âåëè÷èíàì 

â ÷èñëèòåëå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ óñèëèé, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ 
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ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÂËÈßÍÈß ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÉ ÒÎËÙÈÍÛ 

ÎÁÎËÎ×ÊÈ ÍÀ ÂÎËÍÎÂÎÉ ÏÐÎÖÅÑÑ Â ÑÈÑÒÅÌÅ 

ÎÁÎËÎ×ÊÀ-ÂßÇÊÀß ÆÈÄÊÎÑÒÜ 

Ââåäåíèå. Ñðåäè øèðîêîãî êðóãà âîïðîñîâ, íåïîñðåäñòâåííî 

ñâÿçàííûõ ñ ïîñòàíîâêîé è ðåøåíèåì çàäà÷ ãèäðîóïðóãîñòè, 

âàæíûìè â ïðàêòè÷åñêîì è òåîðåòè÷åñêîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû 

èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñèñòåìàõ îáîëî÷êà-æèäêîñòü. 

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ, 

ãàðìîíè÷åñêè èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè âîçìóùåíèé â áåñêîíå÷íî 

äëèííîé îðòîòðîïíîé îáîëî÷êå, ñîäåðæàùåé âÿçêóþ ñæèìàåìóþ 

æèäêîñòü. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, ò.å. 

ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè è âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè 

ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè. Òàêèå óïðîùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îïðàâäàííûìè, 

ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ 

âîëí è íàëàãàåìûå îãðàíè÷åíèÿ íå ñóæàþò ðàìîê ïðîâîäèìîãî 

èññëåäîâàíèÿ. Ýòèì îáóñëàâëèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ëèíåàðèçàöèè 

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè è èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîé 

òåîðèè îáîëî÷åê. 

Ïîñêîëüêó êîíå÷íîé öåëüþ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå 

âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå, äëÿ îáîëî÷êè íåîáõîäèìî âûáðàòü 

òàêóþ ìîäåëü, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êîòîðîé áîëåå ïîëíî 

îïèñûâàþò ÿâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Êðîìå òîãî, âÿçêàÿ 

æèäêîñòü ïåðåäàåò ñòåíêå îáîëî÷êè íå òîëüêî íîðìàëüíîå äàâëåíèå, 

íî è êàñàòåëüíûå óñèëèÿ. Ïîýòîìó â äàííîé çàäà÷å óìåñòíî ó÷åñòü 

äåôîðìàöèè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è èíåðöèþ âðàùåíèÿ íîðìàëüíûõ 

ýëåìåíòîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî. 

Äëÿ æèäêîé ñðåäû èñïîëüçóåòñÿ ëèíåàðèçèðîâàííàÿ ìîäåëü 

íüþòîíîâñêîé ïîêîÿùåéñÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. 

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ êðóãîâóþ 

öèëèíäðè÷åñêóþ îðòîòðîïíóþ îáîëî÷êó ðàäèóñà R è òîëùèíîé 2h, 

ñîäåðæàùóþ âÿçêóþ ñæèìàåìóþ æèäêîñòü. Ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ 

ñèñòåìó êîîðäèíàò (z,r,θ ), ãäå îñü z ñîâìåùåíà ñ îñüþ îáîëî÷êè. 

Èñïîëüçóåì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè îáîëî÷åê òèïà 
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Ñ.Ï.Òèìîøåíêî [1] è ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà 

äëÿ ïîêîÿùåéñÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè [2]. Â ðàìêàõ ýòèõ 

ìîäåëåé ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ñîâìåñòíûå êîëåáàíèÿ 

ñèñòåìû, áóäåò èìåòü âèä: 
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Çäåñü â óðàâíåíèÿõ (1): L-ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíûõ 

îïåðàòîðîâ òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî [1]; )ru,zu(uu
��

= -

âåêòîð ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè; q
�
-

âåêòîð óñèëèÿ âíåøíåé íàãðóçêè, ïðèâåäåííûé ê ñåðåäèííîé 

ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Â óðàâíåíèÿõ (2-4): υ
�
-âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèö 

æèäêîñòè; ∗ρ  è p -âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ â æèäêîñòè; ∗ρ
o
 

è oa -ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ; ,∗ν  

∗µ -êèíåìàòè÷åñêèé è äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè; rzp,rrp -

ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ (3) – 

ñîîòâåòñòâåííî êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, 

êîòîðûå, â ñèëó òîíêîñòåííîñòè îáîëî÷êè, áóäåì óäîâëåòâîðÿòü íà 

ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (r=R). Ñîîòíîøåíèÿ (1)-(4) ïðåäñòàâëÿþò 

çàìêíóòóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé ãèäðîóïðóãîñòè äëÿ îðòîòðîïíîé 

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé âÿçêóþ ñæèìàåìóþ 

æèäêîñòü. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé èñïîëüçóåì 

ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé 

ñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïîòåíöèàëû [2]. Ïîäñòàâëÿÿ 

âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â âèäå áåãóùèõ âîëí â óðàâíåíèÿ 

èñõîäíîé ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íà êîëåáëþùåéñÿ ñòåíêå (3), 
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ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ 

îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä. Èç 

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû 

ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå 

 ,0mnAdet =  (m,n=1,2,3), (5) 
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A ηηρν∗ν∗ργΩ=  

(i,j=1,2;k=2,3), 

c-ôàçîâàÿ ñêîðîñòü; Ω -÷àñòîòà; γ -êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ âîëí; 

ikG,iE -ìîäóëè óïðóãîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñäâèãå; ijν -

êîýôôèöèåíòû Ïóàñîíà; )Rj(nJ η -ôóíêöèè Áåññåëÿ n-ãî ïîðÿäêà 

ïåðâîãî ðîäà êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà Rjη  [2]. 

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèì 

òðàíñöåíäåíòíûì óðàâíåíèåì è îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí â èññëåäóåìîé ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìå. 

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 

(5) ïîëó÷åíû ÷àñòîòíî-ôàçîâûå õàðàêòåðèñòèêè äàííîé ãèäðîóïðóãîé 

ñèñòåìû. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðèì âëèÿíèå îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû 

îáîëî÷êè 
R

h
k

2
0 =  íà äèñïåðñèîííûå êðèâûå áîðîïëàñòèêîâîé îáîëî÷êè 

ñ ãëèöåðèíîì. 

 

Ðèñóíîê 1 

 

Ðèñóíîê 2 
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Íà ðèñ.1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè c  

îò ÷àñòîòû Ω (ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò 12500 ,=k ;øòðèõîâûå - 

0500 ,=k ), à íà ðèñ.2 – çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ γ  ïåðâîé 

ìîäû îò ÷àñòîòû Ω . Êàê ñëåäóåò èç ðèñ.1 ïðè óìåíüøåíèè 

îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé 

êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ.  Êðîìå òîãî, èõ ó÷àñòîê 

(íà÷èíàÿ ñ 11-îé ìîäû), ñîîòâåòñòâóþùèé â ñëó÷àå «ïóñòîé» 

îáîëî÷êè òðåòüåé ìîäå êîëåáàíèé, ïðè 0500 ,=k ñäâèãàåòñÿ íà áîëåå 

âûñîêèå ÷àñòîòû 65,≻Ω (íà ðèñóíêå ýòîò äèàïàçîí ÷àñòîò íå 

èçîáðàæåí). Êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ äëÿ ïåðâîé ìîäû (ðèñ.2) 

âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè. 
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ÓÄÊ 631.33.024.2/.3 
Â.È.Âðóáëåâñêàÿ, À.Á.Íåâçîðîâà, Â.Â.Ìàêååâ, Â.Á.Âðóáëåâñêèé, 

Ñ.Î.Áàðáóëü   

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÄÐÅÂÅÑÈÍÛ Â 

ÓÇËÀÕ ÒÐÅÍÈß ÏÎÑÅÂÍÎÉ ÑÅËÜÑÊÎÕÎÇßÉÑÒÂÅÍÍÎÉ 

ÒÅÕÍÈÊÈ 

Ââåäåíèå. Ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ òåõíèêà ýêñïëóàòèðóåòñÿ â 

òÿæåëûõ óñëîâèÿõ àáðàçèâíî-àãðåññèâíûõ è âëàæíûõ ñðåä. Íàèáîëåå 

èíòåíñèâíîìó èçíàøèâàíèþ ïîäâåðæåíû óçëû òðåíèÿ, 

ðàáîòîñïîñîáíîñòü êîòîðûõ çà÷àñòóþ îïðåäåëÿåò ðåñóðñ ìàøèíû èëè 

ìåõàíèçìà. Â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé óçëîâ òðåíèÿ 

èñïîëüçóþòñÿ ïîäøèïíèêè êà÷åíèÿ. Îíè ïðè ðàáîòå êîððîçèðóþò, 

çàêëèíèâàþò, òðåáóþò ðåãóëÿðíîãî ïîäâîäà ñìàçêè è òåõíè÷åñêîãî 

óõîäà. ×àñòûå îñòàíîâêè ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé òåõíèêè íà ðåìîíò 

íåäîïóñòèìû ïðè ýêñïëóàòàöèè â ïîëå â ïåðèîä ïîñåâíîé èëè 

óáîðî÷íîé êàìïàíèé, êîãäà íåîáõîäèìî â êðàò÷àéøèå ñðîêè 

âûïîëíèòü íåîáõîäèìóþ ðàáîòó.  

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îáåñïå÷åíèÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû óçëîâ 

òðåíèÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé òåõíèêè â íàñòîÿùåé ðàáîòå 

ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü çàìåíû ïîäøèïíèêîâ êà÷åíèÿ (ÏÊ) 

ïîäøèïíèêàìè ñêîëüæåíèÿ ñàìîñìàçûâàþùèìèñÿ (ÏÑÑ) íà îñíîâå 

ïðåññîâàííîé äðåâåñèíû. Ðåàëèçàöèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîçìîæíà 

ïðè îáîñíîâàííîì ïðèìåíåíèè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ 

ìîäèôèöèðîâàíèÿ äðåâåñèíû äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîâûøåííûõ ôèçèêî-

ìåõàíè÷åñêèõ è ýêñïëóàòàöèîííûõ åå õàðàêòåðèñòèê êàê 

àíòèôðèêöèîííîãî ìàòåðèàëà.  

Äëÿ ïðîèçâîäñòâà ÏÑÑ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿåòñÿ òîðöîâî-

ïðåññîâîå äåôîðìèðîâàíèå äðåâåñèíû áåðåçû â öèëèíäðè÷åñêèé 

âêëàäûø [1] ñ ïîñëåäóþùåé äâóêðàòíîé ïåðåïðåññîâêîé åãî ÷åðåç 

êîíè÷åñêèå ïðèåìíèêè â êîðïóñ ïîäøèïíèêà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ó 

âêëàäûøà ïîâûøåííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â ðåçóëüòàòå 

ïðîâåäåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ 

ñòåïåíü ïðåññîâàíèÿ ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè âêëàäûøà ε = 59 %, 

ïî íàðóæíîé – ε = 18-27 %. 

                                 
  © ÂÐÓÁËÅÂÑÊÀß Â.È., ÍÅÂÇÎÐÎÂÀ À.Á., ÌÀÊÅÅÂ Â.Â., ÂÐÓÁËÅÂÑÊÈÉ Â.Á., 
ÁÀÐÁÓËÜ Ñ.Î., 2007 
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Ïðîïèòêó äðåâåñíîãî âêëàäûøà äëÿ ïðèäàíèÿ åìó ñâîéñòâà 

ñàìîñìàçûâàåìîñòè îñóùåñòâëÿþò ìèíåðàëüíûì ìàñëîì ñ 

âûñîêîìîëåêóëÿðíûìè ïîëèìåðíûìè ïðèñàäêàìè. Â ïðîöåññå òðåíèÿ 

ïîä äåéñòâèåì ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è òåïëà, ãåíåðèðóåìîãî â 

êîíòàêòíîé çîíå, ïðîèñõîäèò äåñòðóêöèÿ ïîëèìåðà ñ îáðàçîâàíèåì 

ñâîáîäíûõ ðàäèêàëîâ, ñïîñîáíûõ âñòóïàòü â ïðÿìûå õèìè÷åñêèå 

ðåàêöèè ñ îêèñíîé ïîâåðõíîñòüþ ìåòàëëà, îáðàçóÿ àäñîðáöèîííûé 

ãðàíè÷íûé ñìàçî÷íûé ñëîé îðãàíè÷åñêèõ ìàêðîìîëåêóë. Ýòîò ñëîé 

òàêæå ýôôåêòèâíî ðàçäåëÿåò ñîïðÿæåííûå ïîâåðõíîñòè òðåíèÿ, 

ýêðàíèðóÿ èõ [2]. 

Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâóþùèå ìíîãî÷èñëåííûå ñïîñîáû ïðîïèòêè 

äðåâåñèíû ñ öåëüþ ãëóáîêîãî çàïîëíåíèÿ åå êàïèëëÿðíî-ïîðèñòîé 

ñèñòåìû ðàçëè÷íûìè àíòèñåïòèêàìè (ñïîñîá ãîðÿ÷åé è ãîðÿ÷å - 

õîëîäíûõ âàíí, ïðîïèòêà â âàêóóìå è ïîä äàâëåíèåì, â 

óëüòðàçâóêîâîì ïîëå è äð.) ïðèìåíèòåëüíî ê ñïåöèôè÷åñêîé 

òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà ÏÑÑ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïðèìåíÿëñÿ 

ëèøü ñïîñîá ãîðÿ÷åé âàííû, ðåàëèçóþùèé ïðèíöèï êàïèëëÿðíîé 

ïðîïèòêè. Áûëî ïðåäëîæåíî íàñûùàòü êàïèëëÿðíî-ïîðèñòóþ ñèñòåìó 

äðåâåñèíû çàãóùåííûì ÑÌ ïðè òåìïåðàòóðå t = 130 °Ñ â òå÷åíèå 50 

ìèíóò. Ïðè íàãðåâàíèè âÿçêîñòü ÑÌ ñíèæàåòñÿ ñ 513 ìì2/ñ äî 66 

ìì2/ñ, è îí ëåãêî ïðîíèêàåò â êàïèëëÿðíî-ïîðèñòóþ ñèñòåìó 

äðåâåñèíû. Ïîñëå ïðîïèòêè äðåâåñíûå âêëàäûøè îñòûâàþò íà 

âîçäóõå, è ÑÌ çàãóñòåâàåò â îáúåìå äðåâåñèíû. Ïðè òàêîì ñïîñîáå 

ïðîïèòêè ñòåïåíü íàïîëíåíèÿ ÑÌ íå ïðåâûøàåò 10 %. Ðàñ÷åòû 

ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíî äîñòèæåíèå ñòåïåíè 

íàïîëíåíèÿ äî 50 %. Ýòî çíà÷åíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçåðâû 

êàïèëëÿðíî-ïîðèñòîé ñèñòåìû äðåâåñèíû ïî àêêóìóëèðîâàíèþ ÑÌ 

èñïîëüçîâàíû íå â ïîëíîì îáúåìå. Ýòî ìîæåò ÿâèòüñÿ ïðè÷èíîé 

ñîêðàùåíèÿ ñðîêà ýêñïëóàòàöèè ÏÑÑ, îñëàáëåíèÿ åãî ãèäðîôîáíîñòè.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óñîâåðøåíñòâîâàòü êîíñòðóêöèè óçëîâ 

òðåíèÿ ïîñåâíîé ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé òåõíèêè ñ ïðèìåíåíèåì 

ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ ñàìîñìàçûâàþùèõñÿ íà îñíîâå 

ìîäèôèöèðîâàííîé äðåâåñèíû. Ïðåäëîæèòü ñïîñîáû óâåëè÷åíèÿ 

ñòåïåíè íàïîëíåíèÿ êàïèëëÿðíî-ïîðèñòîé ñèñòåìû äðåâåñèíû 

ñìàçî÷íûì ìàòåðèàëîì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ôîðìîóñòîé÷èâîñòè 

äðåâåñíîãî âêëàäûøà ÏÑÑ, óñèëåíèÿ åãî ãèäðîôîáíîñòè ïðè 

ýêñïëóàòàöèè âî âëàæíûõ ñðåäàõ. 
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Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ 

èññëåäîâàíèé íàïðàâëåííûõ íà ïîèñê íîâûõ ñïîñîáîâ óâåëè÷åíèÿ 

ñòåïåíè íàïîëíåíèÿ ñìàçî÷íûì ìàòåðèàëîì äðåâåñíûõ âêëàäûøåé 

ÏÑÑ ðàçëè÷íûõ òèïîðàçìåðîâ áûë ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ñïîñîá 

òåðìîêîíòðàñòíûõ âàíí, êàê íàèáîëåå ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé 

ñïîñîá, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ïðîïèòêè äðåâåñèíû ÑÌ. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â 

ñëåäóþùåì. Äðåâåñíûå âêëàäûøè â òîíêîñòåííûõ ñòàëüíûõ 

öèëèíäðè÷åñêèõ îáîéìàõ ïîìåùàþòñÿ â â ãîðÿ÷óþ âàííó (t = 130 °Ñ) 

ñî ÑÌ íà îñíîâå ìèíåðàëüíîãî ìàñëà ñ âûñîêîìîëåêóëÿðíîé 

ïîëèìåðíîé ïðèñàäêîé, ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ êîòîðîé ñîñòàâëÿëà 3 

%, è âûäåðæèâàëèñü â íåé ñîãëàñíî 50 ìèíóò. Çàòåì îäíà ïàðòèÿ 

îáðàçöîâ îñòûâàëà íà âîçäóõå, à äðóãàÿ – â âàííå ñ õîëîäíûì ÑÌ (t = 

20–30 °Ñ), êîíöåíòðàöèÿ ïðèñàäêè â êîòîðîì ñîñòàâëÿëà 0,5 %. 

Óðîâåíü ÑÌ â ýòîì ñëó÷àå íàä äðåâåñèíîé áûë ðàâåí ãëóáèíå 

ïîãðóæåííûõ îáðàçöîâ, à âÿçêîñòü ñîñòàâëÿëà 176 ìì2/ñ. 

Ýòîò ñïîñîá ïðîïèòêè ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñòåïåíü íàïîëíåíèÿ 

äðåâåñíûõ âêëàäûøåé ÏÑÑ â 4 - 5 ðàç, à ìàññà âïèòàííîãî ñìàçî÷íîãî 

ìàòåðèàëà óâåëè÷èâàåòñÿ â 2 - 3 ðàçà â ñðàâíåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì 

ñïîñîáà ãîðÿ÷åé âàííû. Èññëåäîâàíèÿ âîäîïîãëîùåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî 

îíî óìåíüøàåòñÿ â 5 - 6 ðàç. 

Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ïðîïèòêè áûë èñïîëüçîâàí ïðè 

èçãîòîâëåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïàðòèè óçëîâ òðåíèÿ äëÿ ñåÿëîê 

ÑÏÓ-6Ì è ÑÒÂ-3,6. Îíè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûìè 

ìàøèíàìè â ñåëüñêîì õîçÿéñòâå è ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ 

áîðîçä è ïîñåâà ñåìÿí çåðíîâûõ è çåðíîáîáîâûõ ðàñòåíèé. Íàèáîëåå 

óÿçâèìûìè êîíñòðóêòèâíûìè ýëåìåíòàìè ñåÿëêè ÑÏÓ-6Ì «Áåðåñòüå» 

(ðèñóíîê 1, à), èçãîòàâëèâàåìîé íà ÎÀÎ «Áðåñòñêèé 

ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèé çàâîä» (ã. Áðåñò, Ðåñïóáëèêà Áåëàðóñü), 

ÿâëÿþòñÿ óçëû òðåíèÿ ñîøíèêîâ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ íà îäíó ñåÿëêó 

â çàâèñèìîñòè îò èñïîëíåíèÿ ïðèõîäèòñÿ îò 24 äî 48 øòóê.  

Â áàçîâîé êîìïëåêòàöèè óçåë òðåíèÿ ñîøíèêà ñåÿëêè ÑÏÓ-6Ì 

ñîñòîèò èç ñòóïèöû, ê êîòîðîé êðåïèòñÿ çàêëåïêàìè äèñê. Â ñòóïèöå 

ðàçìåùàåòñÿ îñü ñ íàïðåññîâàííûìè íà åå øåéêó äâóìÿ 

øàðèêîïîäøèïíèêàìè ðàäèàëüíûì îäíîðÿäíûì 203 (ÃÎÑÒ 8338-75) 

è ïîëóçàêðûòûì 160203 (ÃÎÑÒ 8752-79); ñòîïîðíîå êîëüöî è âòóëêà 

ôèêñèðóþò ïîëîæåíèå ïîäøèïíèêîâ îòíîñèòåëüíî ñòóïèöû; 

ïîëèìåðíàÿ ìàíæåòà è êðûøêà ïðåäîòâðàùàþò ïîïàäàíèå àáðàçèâà ê 
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ïîäøèïíèêàì êà÷åíèÿ. Íî, íåñìîòðÿ íà òàêîå çàùèòíîå 

óïëîòíèòåëüíîå óñòðîéñòâî, â ïîäøèïíèêîâûé óçåë ïîïàäàåò ïûëü, 

âëàãà è ÷åðåç 2-4 ìåñÿöà ýêñïëóàòàöèè ïîäøèïíèêè çàêëèíèâàþò, 

êîððîçèðóþò è âûõîäÿò èç ñòðîÿ (íå âðàùàþòñÿ). 

Ðèñóíîê 1 – Ñåÿëêà ÑÏÓ-6Ì (à) ñ ìîäåðíèçèðîâàííûìè óçëàìè òðåíèÿ 
ñîøíèêîâ (á) 

Ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ äîëãîâå÷íîñòè óçëà òðåíèÿ ñîøíèêà, áûëî 

ïðåäëîæåíî çàìåíèòü ÏÊ íà ÏÑÑ íà îñíîâå ïðåññîâàííîé äðåâåñèíû. 

Íàó÷íîé áàçîé äëÿ ýòîãî ïîñëóæèëè ðàáîòû ó÷åíûõ Áåëîðóññêîãî 

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà òðàíñïîðòà (ã. Ãîìåëü, Ðåñïóáëèêà 

Áåëàðóñü) ïî ñîçäàíèþ íîâîãî àíòèôðèêöèîííîãî 

ñàìîñìàçûâàþùåãîñÿ ìàòåðèàëà íà îñíîâå ïðåññîâàííîé äðåâåñèíû è 

ñïîñîáà òîðöîâî-ïðåññîâîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñíûõ âêëàäûøåé 

äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ. ÏÑÑ îáëàäàþò 

èñêëþ÷èòåëüíîé ðàáîòîñïîñîáíîñòüþ â àáðàçèâíûõ, àãðåññèâíûõ è 

âëàæíûõ ñðåäàõ ïðè pv ≤ 2,5 ÌÏà·ì/ñ. Îíè îáåñïå÷èâàþò óâåëè÷åíèå 

ðåñóðñà ðàáîòû óçëîâ òðåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ ÏÊ â 2-7 ðàç â 

çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè.  

Äëÿ ñîçäàíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ 

ñàìîñìàçûâàþùåãîñÿ áûë ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò ãåîìåòðè÷åñêèõ 

ïàðàìåòðîâ äðåâåñíîé çàãîòîâêè è îñíîâíûõ êîíñòðóêòèâíûõ 

ýëåìåíòîâ ñïåöèàëüíîé ãèáêîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû (äëèíû è 

øèðèíû), ôîðìèðóþùåé äðåâåñíûé âêëàäûø, ñêîíñòðóèðîâàí íîâûé 

óçåë òðåíèÿ ñ ÏÑÑ (ðèñóíîê 1, á).  

Äëÿ ñíèæåíèÿ ìåòàëëîåìêîñòè ñòóïèöû ñîøíèêà ñåÿëêè ÑÏÓ-

6Ì áûëè ñîçäàíû êîìïüþòåðíûå ìîäåëè íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ åå 

èñïîëíåíèÿ. Èñõîäíûìè óñëîâèÿìè ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè 

áàçîâàÿ êîíñòðóêöèÿ ñòóïèöû è íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà óçåë 

òðåíèÿ. Àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòóïèöû â 

áàçîâîì èñïîëíåíèè ïîçâîëèë âûÿâèòü íàèìåíåå íàãðóæåííûå 

à) á) 
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îáëàñòè, ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò çàïàñà ïðî÷íîñòè nσ  = 262. Åãî 

ðàñ÷åò âûïîëíåí íà ñòàòè÷åñêóþ ïðî÷íîñòü ïî äîïóñêàåìûì 

íàïðÿæåíèÿì. Èññëåäóåìûé îáðàçåö âûïîëíåí èç õðóïêîãî 

ìàòåðèàëà – ÷óãóíà. Äëÿ íåãî ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ 

ïðåäåëîì ïðî÷íîñòè 
u

σ = 210 ÌÏà (îáðàçîâàíèå òðåùèí). 

Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà çàïàñà ïðî÷íîñòè nσ  ñâèäåòåëüñòâóåò î 

òîì, ÷òî äåéñòâóþùèå ìàêñèìàëüíûå ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ 

max
σ = 0,8 ÌÏà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè äëÿ ìàòåðèàëà 

÷óãóíà 
u

σ . Ïîëó÷åííûå äàííûå ÿâèëèñü îñíîâàíèåì äëÿ óìåíüøåíèÿ 

ðàçìåðîâ ñòóïèöû è ñîçäàíèÿ íîâîé åå êîíñòðóêöèè. 

Êîýôôèöèåíò çàïàñà ïðî÷íîñòè äëÿ íîâîé êîíñòðóêöèè ñòóïèöû 

ñîñòàâëÿåò nσ = 206. Åãî çíà÷åíèå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ 

ðàáîòîñïîñîáíîñòè äåòàëè ïðè âîçìîæíîì ðîñòå íàãðóçîê, íåòî÷íîñòè 

èçãîòîâëåíèÿ êîíñòðóêöèè è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ 

èññëåäîâàíèé ñòàëî âîçìîæíûì óìåíüøèòü ìàññó ñòóïèöû íà 15 % (ñ 

0,65 êã äî 0,55 êã). 

Ðàçðàáîòàííàÿ óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ êîíñòðóêöèÿ óçëà òðåíèÿ 

ñîøíèêà ñåÿëêè ÑÏÓ – 6Ì «Áåðåñòüå» ñ óñòàíîâëåííûìè ÏÑÑ ïðîøëà 

ïîëåâûå èñïûòàíèÿ â ÑÏÊ «Âîçíåñåíñêèé» Æàáèíêîâñêîãî ðàéîíà 

Áðåñòñêîé îáëàñòè è ÃÓÎ «Îáëàñòíîé àãðàðíî-ïðîèçâîäñòâåííûé 

ïðîôåññèîíàëüíûé ëèöåé» (ã. Äðîãè÷èí, Áðåñòñêàÿ îáëàñòü). Èñïûòàíèÿ 

îñóùåñòâëÿëèñü â ïîëåâûõ óñëîâèÿõ íà ðàçëè÷íûõ ïî÷âàõ. Ïðè ðàáî÷åé 

ñêîðîñòè òðàêòîðà 9-10 êì/÷ è ãëóáèíå õîäà ñîøíèêà 4,0 – 5,0 ñì 

íàðàáîòêà çà ñåçîí (âåñíà – îñåíü 2006 ãîäà) ñîñòàâëÿëà 348 ãà íà 

ïîñåâíûõ ïëîùàäÿõ ÑÏÊ «Âîçíåñåíñêèé» è 77 ãà – ÃÓÎ «Îáëàñòíîé 

àãðàðíî-ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîôåññèîíàëüíûé ëèöåé». Ïî ðåçóëüòàòàì 

ïîëåâûõ èñïûòàíèé áûë ïðîâåäåí àíàëèç ñîïðÿæåííûõ ïîâåðõíîñòåé 

òðåíèÿ äðåâåñíîãî âêëàäûøà ÏÑÑ è îñè, êîòîðûé ïîêàçàë ìèíèìàëüíûé 

èõ èçíîñ. Â öåëîì óçåë òðåíèÿ ïðèãîäåí ê äàëüíåéøåé ðàáîòå 

Ñëåäóþùèì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé ÿâèëñÿ óçåë òðåíèÿ ïðèâîäà 

ïîñåâíîãî äèñêà ñåÿëêè ÑÒÂ-3,6, áàçîâàÿ êîíñòðóêöèÿ êîòîðîãî 

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2, à. Ñåÿëêà èçãîòàâëèâàåòñÿ íà ÎÀÎ 

«Ëèäñåëüìàø» (ã. Ëèäà, Ðåñïóáëèêà Áåëàðóñü) è ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ 

ïðÿìîãî ïîñåâà ñåìÿí êóêóðóçû. Ïðÿìîé ïîñåâ îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò 

ñîçäàíèÿ íàñîñîì â êàìåðå 7 ðàçðÿæåíèÿ, êîòîðîå ôèêñèðóåò ñåìåíà 

íà âðàùàþùåìñÿ ïîñåâíîì äèñêå, à çàòåì ïåðåâîäèò èõ ïî 

ñåìÿïðîâîäàì â ïî÷âó. Âðàùåíèå ïåðåäàåòñÿ îò ïðèâîäà ñåÿëêè ïî 
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ñðåäñòâàì öåïíîé ïåðåäà÷è ÷åðåç çâåçäî÷êó 1, çàêðåïëåííóþ íà âàëó 

4 øïîíêîé 2, óçåë òðåíèÿ ñ äâóìÿ 10 è 6 ïîäøèïíèêàìè êà÷åíèÿ 203 

è øåñòåðíþ 5. Øåñòåðíÿ ïðèâîäèò âî âðàùåíèå ïîñåâíîé äèñê ñ 

ñåìåíàìè. Ðàçðÿæåíèå â êàìåðå 7 ïðîâîöèðóåò çàñàñûâàíèå èç 

îêðóæàþùåé ñðåäû ïûëè, àáðàçèâíûõ ÷àñòèö, ÷òî âûçûâàåò 

çàñîðåíèå óçëà òðåíèÿ è çàêëèíèâàíèå ïîäøèïíèêîâ êà÷åíèÿ. Ýòî 

ïðèâîäèò ê ïðèîñòàíîâêå ðàáîòû âñåé ñåÿëêè. 

à)   á) 

Ðèñóíîê 2 - Êîíñòðóêöèÿ óçëà òðåíèÿ ïðèâîäà ïîñåâíîãî äèñêà  ñåÿëêè 
ÑÒÂ-3,6 ñ ÏÊ (à) è ñ ÏÑÑ (á) 

à) 1 – çâåçäî÷êà öåïíîé ïåðåäà÷è; 2 – øïîíêà; 3 – ñòîïîðíîå êîëüöî; 4 – 
âàë; 5 – çóá÷àòîå êîëåñî ïðèâîäà ïîñåâíîãî äèñêà; 6 – øàðèêîïîäøèïíèê 

êà÷åíèÿ 203; 7 – êîðïóñ ïîñåâíîé êàìåðû; 8 – âòóëêà; 9 – ñòîïîðíîå 
êîëüöî;  10 – øàðèêîïîäøèïíèê êà÷åíèÿ 203 

á) 1 – êîðïóñ ïîñåâíîé êàìåðû; 2 – ìåòàëëè÷åñêàÿ îáîéìà ÏÑÑ; 3 – 
äðåâåñíûé âêëàäûø ÏÑÑ; 4 – âàë 

Ïðåäëàãàåìàÿ íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ (ðèñóíîê 2, á) ïðåäóñìàòðèâàåò 

ïîñòàíîâêó â óçåë òðåíèÿ ïðèâîäà ïîñåâíîãî äèñêà ñåÿëêè ÑÒÂ-3,6 

ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ ñàìîñìàçûâàþùåãîñÿ íà îñíîâå 

ìîäèôèöèðîâàííîé äðåâåñèíû. Äðåâåñíûé âêëàäûø 3 çàïðåññîâàí â 

òîíêîñòåííóþ ìåòàëëè÷åñêóþ îáîéìó 2 

 (t = 0,5 ìì), êîòîðàÿ óñòàíîâëåíà ñ íàòÿãîì â ïîëèìåðíûé êîðïóñ 

ïîñåâíîé êàìåðû 1. ÏÑÑ â íîâîé êîíñòðóêöèè çàìåíÿåò äâà 6 è 10 

øàðèêîïîäøèïíèêà êà÷åíèÿ 203, âòóëêó 8, äâà ñòîïîðíûõ êîëüöà 9 

(ðèñóíîê 2, à).  

Ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò îò âíåäðåíèÿ ðàññìîòðåííûõ 

êîíñòðóêöèé óçëîâ òðåíèÿ ñåÿëîê ñ ïðèìåíåíèåì ïîäøèïíèêîâ 

ñêîëüæåíèÿ ñàìîñìàçûâàþùèõñÿ íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîé 

äðåâåñèíû ñîñòîèò èç òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ: 

1 ñíèæåíèå ñåáåñòîèìîñòè èçãîòîâëåíèÿ óçëîâ òðåíèÿ; 

2 ïîâûøåíèå èõ íàäåæíîñòè â ýêñïëóàòàöèè; 
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3 ýêîíîìèÿ äåôèöèòíûõ öâåòíûõ ìåòàëëîâ è äîðîãîñòîÿùèõ 

èìïîðòíûõ ïîäøèïíèêîâ êà÷åíèÿ. 

Äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ-èçãîòîâèòåëÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé òåõíèêè 

íàèáîëåå àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ 

ôîðìèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò âíåäðåíèÿ ÏÑÑ. Èõ 

ðåàëèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ýêîíîìèòü äåíåæíûå ñðåäñòâà ïðè 

ïðîèçâîäñòâå (ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ) è èçáåæàòü ðåêëàìàöèé ïðè 

ýêñïëóàòàöèè òåõíèêè (âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ). 

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàèáîëåå îùóòèìîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà 

íîâîå èñïîëíåíèå ñîøíèêà ñåÿëêè ÑÏÓ-6Ì «Áåðåñòüå» 

ïðåäóñìàòðèâàåò èñêëþ÷åíèå èç åãî êîíñòðóêöèè ñëåäóþùèõ 

êîìïëåêòóþùèõ ñòîèìîñòüþ (ó.å.): 

- ïîäøèïíèê ¹ 203   0,55 

 - ïîäøèïíèê ¹ 160203  0,6 

 - ìàíæåòà     0,24 

 - êðûøêà    0,22 

 - âòóëêà    0,18 

Âñåãî íà ñóììó   1,79. 

Ñòîèìîñòü êîìïëåêòóþùèõ óçëà òðåíèÿ íà îäíó ñåÿëêó ñ 24 

ñîøíèêàìè ñîñòàâëÿåò 1,79×24 = 42,96 ó.å. 

Âìåñòî íèõ â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâîé êîíñòðóêöèåé óçëà òðåíèÿ, 

óñòàíàâëèâàåòñÿ äðåâåñíûé âêëàäûø ñòîèìîñòüþ 0,33 ó.å. Â ýòîì 

ñëó÷àå ýêîíîìèÿ íà êîìïëåêòóþùèõ íà îäíîé ñåÿëêå ñîñòàâëÿåò 

42,96 – (0,33×24) = 35 ó.å. 

Ñåáåñòîèìîñòü èçãîòîâëåíèÿ óçëà òðåíèÿ ñîøíèêà ñåÿëêè ÑÏÓ-

6Ì «Áåðåñòüå» ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäøèïíèêîâ êà÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò 

4,66 ó.å., à ñ ÏÑÑ – 2,7 ó.å.; ñòîèìîñòü óçëîâ òðåíèÿ âñåõ ñîøíèêîâ 

ñåÿëêè ñîîòâåòñòâåííî 111,84 è 64,74 ó.å. Ñëåäîâàòåëüíî, ýêîíîìèÿ 

ïðè ïðîèçâîäñòâå óçëîâ òðåíèÿ ñîøíèêîâ ñ ÏÑÑ íà êàæäîé ñåÿëêå 

ÑÏÓ – 6Ì  ñîñòàâëÿåò 47,1 ó.å.  

Àíàëîãè÷íî ðàññ÷èòûâàåòñÿ ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò îò âíåäðåíèÿ 

ÏÑÑ â óçëàõ òðåíèÿ ñåÿëêè ÑÒÂ – 3,6. Îí ðàâåí 39 ó.å. íà êàæäóþ 

ñåÿëêó. 

Âûâîä. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî óñîâåðøåíñòâîâàíèþ óçëîâ 

òðåíèÿ ñåÿëîê ÑÏÓ-6Ì è ÑÒÂ-3,6 ïîçâîëèëè îïòèìèçèðîâàòü èõ 

êîíñòðóêöèè çà ñ÷åò ïîñòàíîâêè ÏÑÑ ñ âûñîêîíàïîëíåííûìè 

ñìàçî÷íûì ìàòåðèàëîì äðåâåñíûìè âêëàäûøàìè, à òàêæå 
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óñòðàíåíèÿ óïëîòíåíèé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ çàùèòû çîíû òðåíèÿ 

îò àáðàçèâíûõ ÷àñòèö è âëàãè (ïîëèìåðíàÿ ìàíæåòà, ðàñïîðíàÿ 

âòóëêà, êðûøêà). Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî ïðèâåëî ê ñíèæåíèþ 

ñåáåñòîèìîñòè èçãîòîâëåíèÿ òåõíèêè, óìåíüøåíèþ åå ìåòàëëîåìêîñòè 

è ìàññû. 

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 

1. Âðóáëåâñêèé, Â.Á. Èññëåäîâàíèå ïðîöåññà òîðöîâî-ïðåññîâîãî 
äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñèíû è ñîçäàíèå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîãî 
îáîðóäîâàíèÿ äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ: Äèñ. 
êàíä. òåõí. íàóê: 05.21.05 / Â.Á. Âðóáëåâñêèé. – Ìí., 2001. – 135 
ñ. 

2. Âðóáëåâñêàÿ, Â.È. Èçíîñîñòîéêèå ñàìîñìàçûâàþùèåñÿ 
àíòèôðèêöèîííûå ìàòåðèàëû è óçëû òðåíèÿ èç íèõ / Â.È. 
Âðóáëåâñêàÿ, À.Á. Íåâçîðîâà, Â.Á. Âðóáëåâñêèé – Ãîìåëü, 2000. – 
324 ñ.  

3. Áåëûé, Â.À. Äðåâåñíî-ïîëèìåðíûå êîíñòðóêöèîííûå ìàòåðèàëû è 
èçäåëèÿ \ Â.À. Áåëûé, Â.È. Âðóáëåâñêàÿ, Á.È. Êóï÷èíîâ; ïîä ðåä. 
Â.À. Áåëîãî. – Ìí.: Íàóêà è òåõíèêà, 1980. – 280 ñ.  

4. Ëîìàêèí, À.Ä. Çàùèòà äðåâåñèíû è äðåâåñíûõ ìàòåðèàëîâ / À.Ä. 
Ëîìàêèí – Ì.: Ëåñíàÿ ïðîìûøëåííîñòü, 1990. – 256 ñ. 

5. Ìîèñååíêî, Â.Ë. Ñàçäàíèå ñàìîóñòàíàâëèâàþùèõñÿ ïîäøèïíèêîâ 
ñêîëüæåíèÿ íà îñíîâå ïðåññîâàííîé äðåâåñèíû è òåõíîëîãèè èõ 
èçãîòîâëåíèÿ: Äèñ…êàíä. òåõí. íàóê: 05.21.05 / Â.Ë. Ìîèñååíêî – 
Ìí., 2002. – 120 ñ. 

 

 

Ïîëó÷åíî 15.06.2007 ã. 



4 (51) 2007 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  109 

ÓÄÊ 539.3 
Ï.À. Ñòåáëÿíêî  

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÄÂÓÕÌÅÐÍÛÕ ÍÀÏÐßÆÅÍÍÛÕ 

ÑÏËÀÉÍÎÂ ÏÐÈ ÐÅØÅÍÈÈ ÑÂßÇÀÍÍÛÕ 

ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÒÅÎÐÈÈ 

ÒÅÐÌÎÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ 

Ââåäåíèå. Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ïðèåìîâ ïðè 

÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè 

òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà 

èñïîëüçîâàíèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, ìåòîäà 

äðîáíûõ øàãîâ èëè ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ [3,4,6,7, 

12-14,19,23-25,28] â ñî÷åòàíèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì èñêîìûõ âåëè÷èí â 

âèäå ñïëàéí-ôóíêöèé [1,5,19-21,27]. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ïîäõîäà 

îáóñëîâëåíî òðåìÿ ôàêòîðàìè. Îí íå ñëîæíåå â ðåàëèçàöèè, ÷åì 

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä. Ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â âèäå ñïëàéíà âî 

âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ðàçíîñòíîå ðåøåíèå èùåòñÿ 

òîëüêî íà ñåòêå [1, 5]. Äàåò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, 

÷òî ïîçâîëÿåò âûáèðàòü áîëåå êðóïíóþ ñåòêó ïî êîîðäèíàòàì ïî 

ñðàâíåíèþ ñ  êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ïðè óñëîâèè äîñòèæåíèÿ 

îäèíàêîâîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé [2, 12, 13].  

Â ðàáîòàõ [8-13, 15-18, 26, 29, 30] ðåøåí ðÿä íåñòàöèîíàðíûõ 

çàäà÷ ìåõàíèêè, ãäå ïðèìåíÿëèñü ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, 

ïîçâîëÿþùèå îïèñûâàòü ïðîñòûå è áëèçêèå ê ïðîñòûì ïðîöåññû 

äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé 

êðèâèçíû. Ñâÿçàííûå íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è òåîðèè 

òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè ðåøåíû â ðàáîòàõ [15-18, 26, 29, 30]. 

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ôîðìà ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé, 

ïðèâåäåííàÿ â ìîíîãðàôèè [13]. Ïðè ýòîì äâóõìåðíûå ñïëàéíû 

èñïîëüçîâàëèñü äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí â ðàáîòàõ 

[7,14,19-21]. 

Ñàìè ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè ïðîöåññîâ ìàëîé êðèâèçíû ïðè 

íåèçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòà òåëà 

ðàçðàáàòûâàëèñü â îòäåëå òåðìîïëàñòè÷íîñòè Èíñòèòóòà ìåõàíèêè 

èì. Ñ.Ï.Òèìîøåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÍÀÍ 

                                 
  © ÑÒÅÁËßÍÊÎ Ï.À., 2007 
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Óêðàèíû Øåâ÷åíêî Þ.Í. è ïîëó÷èëè ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáîñíîâàíèå 

[22].  

Ïîñòàíîâêà íåñòàöèîíàðíûõ  çàäà÷ òåîðèè  

òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè. Îñíîâíîé çàäà÷åé íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè 

òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé 

(ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé) è êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è 

äåôîðìàöèé, âîçíèêàþùèõ â ïðîñòðàíñòâåííîì òåëå â ïðîöåññå åãî 

íàãðóæåíèè, êîãäà íåêîòîðûå ýëåìåíòû òåëà ðàáîòàþò çà ïðåäåëîì 

óïðóãîñòè ìàòåðèàëà. Ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü 

ðàçâèâàþùèìñÿ âî âðåìåíè, ÷òî ìîæåò âûçâàòü äâèæåíèå îòäåëüíûõ 

÷àñòåé òåëà. 

Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíî èçîòðîïíîå è îäíîðîäíîå äâóìåðíîå òåëî V, 

îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ S , â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t=0 

íàõîäèòñÿ â åñòåñòâåííîì íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, ãäå αi - îñè 

ïðîèçâîëüíîé îðòîãoíàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, i = 1, 2, 3.  Çàòåì  

òåëî ïîäâåðãàåòñÿ íàãðóæåíèþ âíåøíèìè ñèëàìè è íàãðåâó. Ýòî 

ìîãóò áûòü îáúåìíûå ñèëû 
�

K ti( , )α , âîçäåéñòâóþùèå íà êàæäûé 

ýëåìåíò òåëà, è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû �Σ
n

i t( , )α , äåéñòâóþùèå íà ÷àñòè 

ïîâåðõíîñòè òåëà S ∑
. Íà äðóãîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè òåëà Sv, êîòîðàÿ 

ìîæåò áûòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàêðåïëåíà, çàäàþòñÿ ñêîðîñòè 

ïåðåìåùåíèé 
�

V ti( , )α . Êîíôèãóðàöèÿ òåëà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 

ïîâåðõíîñòè Φ ( )α i = 0 , êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò åãî. Ìåõàíè÷åñêèå 

õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà (â ñëó÷àå íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé) ïðè 

èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ïî ïðÿìîëèíåéíûì 

òðàåêòîðèÿì è òðàåêòîðèÿ ìàëîé êðèâèçíû çàäàþòñÿ â âèäå 

ìãíîâåííûõ äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöîâ. 

Èñõîäÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ äàííûõ, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü 

òåìïåðàòóðíîå ïîëå òðè ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ñêîðîñòè 

ïåðåìåùåíèé, øåñòü êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé  è øåñòü  

êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé.   Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäëåæàò 

îïðåäåëåíèþ 16 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé âðåìåíè è  òðåõ êîîðäèíàò. 

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ, 

ãåîìåòðè÷åñêèìè, ôèçè÷åñêèìè  óðàâíåíèÿìè è óðàâíåíèåì 

òåïëîïðîâîäíîñòè. 

Ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è  òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè â òåõ 

÷àñòÿõ òåëà, ãäå âîçíèêàþò íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè,  áóäåì 
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ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè  

ïðîöåññû íàãðóæåíèÿ êàê ïî ïðÿìîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì, òàê è ïî 

òðàåêòîðèÿì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé êðèâèçû. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è 

ïî ãåîìåòðèè òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ ìîæíî ñóäèòü î 

äîñòîâåðíîñòè èñïîëüçóåìûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. 

Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøàåòñÿ ïðè 

îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ [12, 13]. 

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ê âèäó [12]  
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Íåñòàöèîíàðíîå òðåõìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, 

èñïîëüçóåìîå ïðè ðåøåíèè ñâÿçàííûõ çàäà÷ ìåõàíèêè 

äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, èìååò âèä 
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 Ïðè ðåøåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ â öèëèíäðè÷åñêîé 

ñèñòåìå êîîðäèíàò xr ,, ϕ  â óðàâíåíèè (2) ñëåäóåò ïîëîæèòü 

,,1 231 rHHH ===  , xr === γϕβα ,, . Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷èì 
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Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ ê ñèñòåìå (1) è óðàâíåíèþ (3) ìåòîä 

ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ [12, 13]. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòêó 

ïî âðåìåíè ωr  ñ ó÷åòîì äðîáíîãî øàãà. 
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Ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ Ïèñìàíà, Ðý÷ôîðäà, Äóãëàñà óðàâíåíèÿ (3) 

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê [3]. 

 

[ ]

[ ]

[ ].;),,(
1

,;),,(
1

,;),,(
11

13/232

2

2

2

3/23/122

2

2

2

2

3/112

2

22

2

++

++

+

∈+








∂
∂

+
∂

∂
+

∂

∂
=

∂
∂

∈+








∂

∂
+

∂

∂
⋅=

∂
∂

∈+








∂

∂
⋅+

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

ppijij

ppijij

ppijij

tttB
r

T

rr

T

x

T
a

t

T

tttB
x

TT

r
a

t

T

tttB
T

rr

T

rr

T
a

t

T

εσγ

εσγ
ϕ

εσγ
ϕ

 (5) 

Çäåñü è äàëåå  1321 =++ γγγ . 

Íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íà äðîáíûõ øàãàõ â òî÷êå 
kji xr ,, ϕ    

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) .

,

1

,
1

3/2

3

3/2

1

13/2

1

1

1

11

12

1

3/2

3

1

32

3

3/21

3/1

2

3/1

3

3/2

32

3

3/1

2

3/2

22

2

2

3/13/2

12

3/1

22

2

2

1

1

1

3/1

1

13/1

12

1

3/1

+++++

++
++

+++

++
++

+

++
+

+



















++








++

++=
−

+++

++=
−

+++

+



















++








+=

−

pp

i

pp

i

p

pp
pp

ppp

pp

i

pp

ppp

i

p

i

pp

i

p
pp

BT
r

h
TT

r

h
T

h

a

TT
h

aTT

BTT
h

a

TT
hr

aTT

BTT
hr

a

T
r

h
TT

r

h
T

h

aTT

γλµβλµα

βµαµ
τ

γβµαµ

βµαµ
τ

γβµαµ

λµβλµα
τ

 (6) 

Äëÿ ÿâíîé ñõåìû (α=0,  β =1)  ìîæíî çàïèñàòü òàêèå ðàñ÷åòíûå 

ôîðìóëû 
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Ïðè ïîìîùè ôîðìóë (7) îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâîå ïðèáëèæåíèå 
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Çäåñü )3,2,1(, =nnn µλ - ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, àïïðîêñèìèðóþùèå 

ïðîèçâîäíûå ñîîòâåòñòâåííî  ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ïî 

êîîðäèíàòàì [12,13]. 

Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ  öèëèíäðè÷åñêîãî 

òåëà, îðãàíèçîâàííûé íà îñíîâàíèè ôîðìóë (7), (8), ñî÷åòàåò â ñåáå 

ïðåèìóùåñòâà ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû è äîñòîèíñòâà íåÿâíîé ñõåìû.  

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (1). Îáîçíà÷èì 3/np
W

+
�

 âåêòîð W
� , 

âû÷èñëåííûé äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t=tp+n/3 (n=0, 1, 2, 3). 

Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ââîäÿòñÿ è äëÿ âåêòîðà B
� . Ïðè ïåðåõîäå îò 

óðàâíåíèé ïîëíîé ñèñòåìû ê ðàçíîñòíîé ñõåìå èõ ðåøåíèÿ 

ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè çàìåíÿþòñÿ ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè, à 

ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 

ïðîèçâîäíûõ, çàäàííûõ íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì ñëîå tp+(n-1)/3  è íà 

òîì, íà êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå tp+n/3 .  

Ñîãëàñíî [3, 12] èñõîäíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ 

çàäà÷à âèäà (1) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìå òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíî 

ðåøàåìûõ äâóõìåðíûõ çàäà÷ íà äðîáíûõ øàãàõ ïî âðåìåíè (ñõåìà 

Ïèñìàíà, Ðý÷ôîðäà, Äóãëàñà) 
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Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû íåÿâíîé ñõåìû ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ äëÿ 

îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü 

ñîîòâåòñòâåííî òðåòèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà ïî 

êîîðäèíàòàì [13]. 
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ãäå k – íîìåð èòåðàöèè, τ – øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, Λ1, 

Λ2, Λ3  – äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, àïïðîêñèìèðóþùèå ïåðâûå 

ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì [12, 13], à òàêæå ââåäåíû 
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Çäåñü a + b =1. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ñõåìû Êðàíêà-

Íèêîëñîíà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âòîðîé ïîðÿäîê 

àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà ïî âðåìåíè, â ôîðìóëàõ (10) ñëåäóåò 

ïîëîæèòü a = b = 1/2. 

Â êà÷åñòâå íóëåâîé èòåðàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå 

îïðåäåëåííîå ïî ÿâíîé ñõåìå. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü 

ôîðìóëû (10), â êîòîðûõ ñëåäóåò ïîëîæèòü a =0, à b =1 
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïî 

ôîðìóëàì (8) è ñèñòåìû (1) ïî ôîðìóëàì (10) âîñïîëüçóåìñÿ 

äâóõìåðíûìè íàïðÿæåííûìè ñïëàéíàìè  [19]. Íåèçâåñòíûå 

âåëè÷èíû (ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà W
�
) ðàçûñêèâàþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé 

êîìáèíàöèè äâóìåðíûõ ñïëàéíîâ.  

 ∑ ∑
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Çäåñü, íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñõåìû ïåðåìåííûõ 

íàïðàâëåíèé (9) 
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Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèé èç ñèñòåìû (9) 

áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ òàê 
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×åðåç 321 ,, hhh  îáîçíà÷åíû øàãè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì 

γβα ,, , ãäå xz ≡≡≡ γϕβα ,, . 

Äâóõìåðíûé áàçèñíûé íàïðÿæåííûé ñïëàéí. Ïðèâåäåì 

îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î íàïðÿæåííûõ ñïëàéíàõ. Ñëåäóÿ ðàáîòå [19] â 

êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé îáëàñòè äâóõìåðíûé íàïðÿæåííûé ñïëàéí 

ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]ηηηξξξ 2222 321032102 chbshbbbchashaaaS D +++⋅+++= , (12) 
ãäå [ ] [ ]1;0,1;0 ∈∈ ηξ , à äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí 

3;2;1;0,, =iba ii
èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ.  Ïîâåðõíîñòü (12) 

ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò è ñîñòîèò èç øåñòíàäöàòè 

«ñêëååííûõ» ÷àñòåé òðåõ òèïîâ. 

Äëÿ óãëîâîé îáëàñòè À (ðèñóíîê 1) ýòè óñëîâèÿ â âåðøèíàõ 

êâàäðàòà )1;1(),0;1(),1;0(),0;0( DCBA èìåþò âèä  
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Óäîâëåòâîðÿÿ ýòèì óñëîâèÿì ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè 

(12) îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè ηξ = ïîëó÷èì  

 ( )[ ] ( )[ ]ηηηξξξ 221221 2102102 shkkchkshkkchkS D ++−⋅++−= , (13) 
ãäå, ñëåäóÿ ðàáîòå [26],  

k0 = - 0,57235; k1 = -0,37114; k2 = 0,26244. 
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Â öåíòðàëüíîé ïîä îáëàñòè Ñ ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ çàäàåò 

ñïëàéí (12), òàêæå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè ηξ = . 

Óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì â óçëàõ ïîëó÷èì 

 [ ][ ]ηηηξξξ 2222 321032102 chnshnnnchnshnnnS D ++++++= , (14) 
ãäå 

n0 = -0,42838; n1 = 2,56711; n2 = -1,39527; n3 = 0,6325. 

Äëÿ ïîä îáëàñòåé Â, êîòîðûå îáúåäèíÿþò ïîä îáëàñòè À è Ñ â 

âåðøèíàõ êâàäðàòà )1;1(),0;1(),1;0(),0;0( FEDC âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 
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Íà îñíîâàíèè ýòîãî ìîæíî çàïèñàòü  

 ( ) ( ) ( )[ ]222122),( 5432102 −+−⋅+++= ηηξξξηξ shmchmchmshmmmS D
. (15) 

Çäåñü  

m0 = 3,78066; m1 = -10,62084;m2 = 7,28425; m3 = -4,31838;  m4 = 

0,19552;   m5 = 0,29351. 

Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿ (5), (7), (9) âõîäÿò ïàðàìåòðû áàçèñíîãî 

íàïðÿæåííîãî ñïëàéíà , , , ,D F M D FW W W W W′ ′ , êîòîðûå ïîäîáðàíû òàê, 

÷òîáû â ñå÷åíèÿõ 0, 0ξ η= = ,êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïîëó÷àëñÿ 

îäíîìåðíûé áàçèñíûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí (WM = 2/3, 

1/ 6, 0, 48492F FW W ′= = , 1/ 24, / 4 0,12123D D FW W W′ ′= = = ). 

Âñïîìîãàòåëüíûå îáëàñòè À, Â, Â1,Ñ è ò.ä. âìåñòå ñ ëîêàëüíûìè 

ñèñòåìàìè êîîðäèíàò ηξ ,  ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [20, 21]. 

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [19-21], îáùåå âûðàæåíèå äëÿ äâóõìåðíîãî 

áàçèñíîãî ñïëàéíà òðåòüåé ñòåïåíè ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò äëÿ 

ïîëíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ  [ ] [ ]2;2,2;2 −∈−∈ yx  ïðåäñòàâèì òàê 
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),(,0;1,0;1,1,1

,

),(,1;2,1;0,2,1

),(,0;1,2;1,2,1

),(,1;0,2;1,2,1

),(,2;1,1;0,2,1

),(,2;1,0;1,2,1

),(,1;0,1;2,2,1

),(,0;1,1;2,2,1

),(,1;2,0;1,2,1

,

),(,1;2,2;1,2,2

),(,2;1,2;1,2,2

),(,2;1,1;2,2,2

),(,1;2,1;2,2,2

,

);(

3

2

1

7

6

5

4

3

2

1

3

2

1

2

Cyxxy

Cyxyx

Cyxxy

Cyxyx

где

Byxyx

Byxxy

Byxxy

Byxyx

Byxyx

Byxxy

Byxxy

Byxyx

где

Ayxxy

Ayxyx

Ayxxy

Ayxyx

где

yxS

nn

mm

kk

D

ηξ

ηξ

ηξ
ηξ

ηϕξϕ

ηξ

ηξ

ηξ

ηξ

ηξ

ηξ

ηξ
ηξ

ηψξϕ

ηξ

ηξ

ηξ
ηξ

ηϕξϕ

 (16) 

Çäåñü ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ÷åòûðå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè                               

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,22,2221

,22,221

321054

3210210

tchntshntnnttshmtchmt

tchmtshmtmmttshktktchkt

nm

mk

+++=−+−=

+++=++−=

ϕψ

ϕϕ  (17) 
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Ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ýòèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþòñÿ 

òàê 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).222,222

,222,222

45

1

321

1

321

1

021

1

tshmtchmt
dt

td
tshntchnnt

dt

td

tshmtchmmt
dt

td
tshktchkkt

dt

td

m
m

n
n

m
m

k
k

−=≡++=≡

++=≡−+=≡

ψ
ψ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 (18) 

Äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî çàïèñàòü 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).222,222

,222,222

45

2

2

2

32

2

2

2

32

2

2

2

02

2

2

2

tchmtshmt
dt

td
tchntshnt

dt

td

tchmtshmt
dt

td
tchktshkt

dt

td

m
m

n
n

m
m

k
k

−=≡+=≡

+=≡−=≡

ψ
ψ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 (19) 

Òîãäà ïîâåðõíîñòü êàæäîé ÷àñòè íîðìèðîâàííîãî áàçèñíîãî 

äâóõìåðíîãî ñïëàéíà, çàäàâàåìîãî âûðàæåíèåì (12) â åäèíîé ñèñòåìå 

êîîðäèíàò yx, ìîæåò áûòü îïèñàíà ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ôóíêöèé 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).1;,1;

,1;,1;

,11;,11;

,11;,11;

,1;,1;

,1;,1;

,;,;

,;,;

1615

1413

1211

1009

0807

0605

0403

0201

yxyxSyxyxS

yxyxSyxyxS

yxyxSyxyxS

yxyxSyxyxS

yxyxSyxyxS

yxyxSyxyxS

yxyxSyxyxS

yxyxSyxyxS

nnmm

mmkk

nnmm

mmkk

nnmm

mmkk

nnmm

mmkk

ϕϕψϕ

ϕψϕϕ

ϕϕϕψ

ψϕϕϕ

ϕϕψϕ

ϕψϕϕ

ϕϕϕψ

ψϕϕϕ

⋅−=⋅−=

⋅−=⋅−=

−⋅−=−⋅−=

−⋅−=−⋅−=

−⋅=−⋅=

−⋅=−⋅=

⋅=⋅=

⋅=⋅=

 (20) 

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî äâóõìåðíûé ñïëàéí  ïðèâîäèòñÿ ê âèäó  

 ( ) ( ) [ ]1;0,,;;
16

1

2 ∈⋅= ∑
=

yxyxSbyxS
k

kkD  (21) 

Âûðàæåíèå (21) â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü â 

íåñêîëüêî èíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì  íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû 

ñïëàéíà )16,...,2,1(, =kbk
 ÷åðåç çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ( )yxw ;  â 

óçëàõ ( ) 3,2,1,0,,3/;3/ =jiji , ò.å. ( ) ijwjiw ≡3/;3/ . Ñèñòåìà, èç êîòîðîé 

íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû )16,...,2,1(, =kbk âûãëÿäèò òàê 

 ( ) )3,2,1,0,(,3/;3/ ==⋅ jiwjiSb ijkk  (22) 

èëè 

wBb
��

=⋅  ,  

ãäå { } { }33232010001621 ,,...,,,,..., wwwwwwbbbb ==
��

- âåêòîðà, à Â- ìàòðèöà 

ðàçìåðà 16õ16, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ 

( ) )3,2,1,0,(,3/;3/ =jijiS k . 

Ðåøåíèå ñèñòåìû (22) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 

,3316231213803432122211127023

3182171160123042031020011

wwwwwwww

wwwwwwwwb

αααααααα

αααααααα

++++++++

++++++++=
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,3316231513140313321222111210029

3182171160153042031020012

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ββββββββ

ββββββββ

++++++++

++++++++=
 

 
,3316231213803432152211127023

3114211011601230132091050013

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ββββββββ

ββββββββ

++++++++

++++++++=
 

 
,33132391350313292210126022

3152161170133012021030044

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ωωωωωωωω

ωωωωωωωω

++++++++

++++++++=
 

 
,334233132031328227126022

31122111117013301620121080045

wwwwwwww

wwwwwwwwb

αααααααα

αααααααα

++++++++

++++++++=
 

 
,331323913503132142210126022

31152111117013301620121080046

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ββββββββ

ββββββββ

++++++++

++++++++=
 

 
,334233132031328227126025

31122111111001930162015101400137

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ββββββββ

ββββββββ

++++++++

++++++++=
  

,331232133034325226127023

319211011601230132091050018

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ωωωωωωωω

ωωωωωωωω

++++++++

++++++++=
 (23) 

 
,331232133034322226127028

31321711110112304208101200169

wwwwwwww

wwwwwwwwb

αααααααα

αααααααα
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wwwwwwww

wwwwwwwwb

ββββββββ

ββββββββ
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++++++++=
 

 
,331235139031332222612100214
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wwwwwwww

wwwwwwwwb

ββββββββ

ββββββββ
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,334233132031323227126025

3122161110019301205109001312

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ωωωωωωωω

ωωωωωωωω

++++++++

++++++++=
 

 
,3342381312031632322712110212

31221611701830120210300413

wwwwwwww

wwwwwwwwb

αααααααα

αααααααα

++++++++

++++++++=
 

 
,3342381312031632322712110215

31221611100114301205109001314

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ββββββββ

ββββββββ

++++++++

++++++++=
 

 
,3313231413150316329221012110212

31521611701830120210300415

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ββββββββ

ββββββββ

++++++++

++++++++=
 

 
.33123513903133222261210029

31321711601530420310200116

wwwwwwww

wwwwwwwwb

ωωωωωωωω

ωωωωωωωω

++++++++

++++++++=
 

Çäåñü 

 
;639624,8;351214,14;854539,21;287788,7;383140,8

;757792,0;355467,1;593967,0;853825,1;024129,1

16121187

64321

=−===−=

−=−===−=

ααααα

ααααα  

 

;489334,1;89211,1;017141,3;86393,2;096534,15;299533,26

;464884,7;708391,4;758982,20;471278,54;869894,29

;654407,4;599158,11;329988,33;305697,19;194679,4

161514131211

109876

54321

==−==−==

−=−==−==

−=−==−==

ββββββ

βββββ

βββββ
 (24) 

 
.180715,23;934689,123;662471,56;348282,20;177067,66

;725048,36;152129,7491196,9;665582,1;203586,5

1310976

54321

==−==−=

=−===−=

ωωωωω

ωωωωω  
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (23) â (21) è îïðåäåëåííîé 

ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ çàïèøåì ñëåäóþùåå èíòåðïîëÿöèîííîå 

âûðàæåíèå 

 ( ) ( )∑∑
= =

⋅=
3

0

3

0

;,
i j

ijij yxFwyxw , (25) 

ãäå 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] ( ),;;;;

;;;;;;

;;;;;;;

12131110160916

1608114071315064

130540440302101100

yxSyxSyxSyxS

yxSyxSyxSyxSyxSyxS

yxSyxSyxSyxSyxSyxSyxF

ωβα

ωββ

αωβα

++++

+++++++

++++++=

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),;;;;

;;;;;;

;;;;;;;

162153149133

1291112101509120850714

06805804303502201210

yxSyxSyxSyxS

yxSyxSyxSyxSyxSyxS

yxSyxSyxSyxSyxSyxSyxF

ωββα

ωββαωβ

βαωββα

++++

+++++++

++++++=
 (26) 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] ( ).;;;;

;;;;;;

;;;;;;;

12101110110911

1608614071015067

130570470302601611

yxSyxSyxSyxS

yxSyxSyxSyxSyxSyxS

yxSyxSyxSyxSyxSyxSyxF

ωβα

ωββ

αωβα

++++

+++++++

++++++=
 

Îñòàëüíûå òðèíàäöàòü ôóíêöèé ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè 

ôîðìóë (26) ñëåäóþùèì îáðàçîì 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ).1;1;

,1;1;,1;;,;1;,1;1;

,1;1;,;1;,;1;,1;;

,1;;,1;;,;1;,;;

0033

0032103100301023

1122112110201013

1112000310021001

yxFyxF

xyFyxFxyFyxFyxFyxFyxFyxF

yxFyxFyxFyxFyxFyxFyxFyxF

yxFyxFyxFyxFxyFyxFxyFyxF

−−=

−−=−=−=−−=

−−=−=−=−=

−=−=−==

 

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïî 

êîîðäèíàòàì îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (25). Òîãäà äëÿ 

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë 

(8) è (10) ìîæíî çàïèñàòü òàêèå âûðàæåíèÿ 

 
( ) ( ) ( )

∑∑
= = ∂

∂
=

∂

∂
≡

3

0

3

01

1
;,

i j

ij

ij
x

yxF
w

x

yxw

h

wλ
,  

( ) ( ) ( )
∑∑

= = ∂

∂
=

∂
∂

≡
3

0

3

02

2
;,

i j

ij

ij
y

yxF
w

y

yxw

h

wλ
 , 

 ( ) ( ) ( )
∑∑

= = ∂

∂
=

∂

∂
≡

3

0

3

0
2

2

2

2

2

1

1
;,

i j

ij

ij
x

yxF
w

x

yxw

h

wµ , 
( ) ( ) ( )

∑∑
= = ∂

∂
⋅=

∂

∂
≡

3

0

3

0
2

2

2

2

2

2

2
;,

i j

ij

ij
y

yxF
w

y

yxw

h

wµ
 (27) 

Îòìåòèì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [1], ôîðìóëû 

(17) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì 

ïåðâîãî ïîðÿäêà â îáëàñòÿõ ðàñïîëîæåííûõ íåïîñðåäñòâåííî íà 

ãðàíèöå òåëà [ ] [ ] [ ] [ ]MMNN yyyxxxyyyxxx ;,;,;,; 111010 −− ∈∈∈∈  è ñîñåäíèõ ñ íèìè 

îáëàñòÿõ [ ] [ ] [ ] [ ]12122121 ;,;,;,; −−−− ∈∈∈∈ MMNN yyyxxxyyyxxx . Âî âñåõ îñòàëüíûõ 

ÿ÷åéêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè äëÿ ýòîé öåëè íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ 

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (ïîëó ñóììîé) ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé 

èç (27), çàïèñàííûõ â ñîñåäíèõ îáëàñòÿõ. 

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ðàññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó îá 

îïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è ñâÿçàííîãî ñ íèì 
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íåñòàöèîíàðíîãî òåîðìî-óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà 

[ ] [ ] [ ]LLxRRr ;,2;0,; 10 −∈∈∈ πϕ . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ 

íàïðÿæåíèÿ ϕϕ σσσσ rxr ,,, , äåôîðìàöèè ϕϕ εεεε rxr ,,, è êîìïîíåíòîâ 

âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé xr vv , íà ïîëíîì øàãå ïî âðåìåíè 

èñïîëüçîâàëèñü ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî 

ðàñùåïëåíèÿ (10). Âñå èñêîìûå âåëè÷èíû çàäàâàëèñü â ôîðìå 

íàïðÿæåííîãî äâóõìåðíîãî ñïëàéíà (25) ïî êîîðäèíàòàì xr, . Ïðè 

ýòîì òåìïåðàòóðà Ò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿëàñü èç 

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (3) ïðè ïîìîùè ôîðìóë (8) ñ 

ó÷åòîì âåëè÷èí ),,,(, xrjiijij ϕεσ = , âçÿòûõ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî 

âðåìåíè. 

Íà ïåðâîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ öèëèíäð ñæèìàëñÿ ñèëàìè  Ð 

íàïðàâëåííûìè âäîëü îñè. Âûáèðàëèñü óñèëèÿ, ïðè êîòîðûõ 

èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèÿ 
iσ  ïðåâûøàëà ïðåäåë óïðóãîñòè 

ìàòåðèàëà 
sσ . 

 

Ðèñóíîê 1 - Ñõåìà íàãðóæåíèÿ öèëèíäðà íà âòîðîì ýòàïå 

 

Çäåñü ( ) ( ) ( )
2/1

2

222

3
2 











+

−+−+−
= ϕ

ϕϕ τ
σσσσσσ

σ r

xrrx

i
. Ñõåìà íàãðóæåíèÿ 

öèëèíäðà êðóòÿùèì ìîìåíòîì Ì , ìåíÿþùèì çíàê ïðè ïåðåõîäå 
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÷åðåç ñå÷åíèå 0=x  íà ïðîòèâîïîëîæíûé, ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 1. 

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû  - Ò=Ò0. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 

ïî âñåì îñòàëüíûì èñêîìûì âåëè÷èíàì âûáðàíû íóëåâûìè. 

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî íàãðóæåíèÿ  òàíãåíöèàëüíîå íàïðÿæåíèå ϕσr  

â îêðåñòíîñòè ñå÷åíèÿ öèêëè÷åñêè èçìåíÿëîñü. Â íà÷àëå âòîðîé 

ñòàäèè íàãðóæåíèÿ  èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé ðîñëà, à çàòåì  

ïðîèñõîäèëà ðàçãðóçêà ïî óïðóãîìó çàêîíó. Äàëåå ïðîöåññ 

ïîâòîðÿëñÿ. Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû 

( )0/TTT ≡ â ñå÷åíèè const−ϕ  äëÿ ðàçëè÷íûõ ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ  

âðåìåíè â îêðåñòíîñòè ñå÷åíèÿ 0=x . Çäåñü çàäàâàëîñü 05,0/ 2 ==∗ haττ , à 

áåçðàçìåðíîå âðåìÿ îïðåäåëÿëîñü êàê ( )...;1;0== ∗ nnt τ . 

Àíàëèçèðóÿ ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü 

ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå  öèêëè÷åñêè èçìåíÿþùåãîñÿ êðóòÿùåãî 

ìîìåíòà íà ïðîöåññ òåïëîâûäåëåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñå÷åíèÿ 0=x . 

t=0,1

Т

 
t=0,20

Т

 

t=0,30

Т  

t=0,4

Т
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t=0,5

Т  

t=0,6

Т  

Ðèñóíîê 2 - Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñå÷åíèè r,x 

Âûâîäû. Ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ äâóõìåðíîãî 

èíòåðïîëÿöèîííîãî íàïðÿæåííîãî ñïëàéíà. Íà îñíîâàíèè ýòîãî 

ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ 

ïðîñòðàíñòâåííûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè òåðìî-

óïðóãîïëàñòè÷íîñòè, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè èñõîäíîé òðåõìåðíîé 

çàäà÷è òåîðèè ê ñèñòåìå òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåìûõ äâóõìåðíûõ 

çàäà÷, êîãäà íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû (ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé, 

íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè) ðàçûñêèâàþòñÿ â âèäå äâóõìåðíûõ 

íàïðÿæåííûõ ñïëàéíîâ, â ñëó÷àå äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòà òåëà ïî 

òðàåêòîðèÿì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé êðèâèçíû.  

Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû íåÿâíîé ñõåìû ìåòîäà 

ðàñùåïëåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé 

è äåôîðìàöèé, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâåííî òðåòèé è 

÷åòâåðòûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà ïî êîîðäèíàòàì. Ïîëó÷åíî 

÷èñëåííîå ïîäòâåðæäåíèå òîãî, ÷òî èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà áûñòðî 

ñõîäèòñÿ. Ïîñëå òðåõ èòåðàöèé ðåçóëüòàòû ïî Ò â òî÷êå 

10,x r R= = îòëè÷àëèñü ìåíåå ÷åì íà 1%. 

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, 

íåÿâíîé ñõåìû ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ, íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû 

ñïëàéíà )16,...,2,1(, =kbk
 âûðàæåíû ÷åðåç çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè 

( )yxw ;  â óçëàõ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Ýòî ïîçâîëèëî íå òîëüêî 

àïïðîêñèìèðîâàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ 

ïî êîîðäèíàòàì â óçëàõ, íî è àâòîìàòè÷åñêè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ 

ïîëó÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è ìåæäó óçëàìè ñåòêè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå. 
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Â.Â.Áèíêåâè÷, È.Â.Óñè÷åíêî  

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ Â ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕ 

ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÀÖÈÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 

Ââåäåíèå. Ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ èíòåãðèðîâàííûõ 

àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïîëó÷èëè èíòåíñèâíîå 

ðàçâèòèå â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Îäíèì èç îáúåêòîâ, 

ïîòðåáîâàâøèì óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå 

èíòåãðàöèè ÿâèëàñü â ýòî âðåìÿ ÷åðíàÿ ìåòàëëóðãèÿ Óêðàèíû.  

Àêòóàëüíîñòü ðêøåíèÿ çàäà÷è èíôîðìàöèîííîé èíòåãðàöèè 

îïðåäåëèëàñü ñâîéñòâàìè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ÷åðíàÿ 

ìåòàëëóðãèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíûé ìíîãîïîäîòðàñëåâîé 

êîìïëåêñ, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ òåñíûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè ñâÿçÿìè 

ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïî òåõíîëîãèè, ñòðóêòóðå è îáúåìàì  

ïðîèçâîäñòâà ïîäðàçäåëåíèÿìè è ïðåäïðèÿòèÿìè. Âàæíîé 

îñîáåííîñòüþ ïðîèçâîäñòâà ìåòàëëóðãè÷åñêîé ïðîäóêöèè â Óêðàèíå 

ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáåñïå÷åíèÿ ïðåäïðèÿòèé  

æåëåçîðóäíûì ñûðüåì, êîêñîì, îãíåóïîðàìè è äðóãèìè ðåñóðñàìè. 

Ïðè ýòîì õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî 

âíóòðèîòðàñëåâûõ ïåðåäåëîâ, âûñîêàÿ ìàòåðèàëîåìêîñòü è 

ýíåðãîåìêîñòü ïðîöåññîâ. Ñáîè è ïðîñòîè â ðàáîòå àãðåãàòîâ 

ìåòàëëóðãè÷åñêîãî êîìïëåêñà ïðèâåëè ê áîëüøèì ýêîíîìè÷åñêèì 

ïîòåðÿì. Ïîâûøåíèå ñêîðîñòè ïåðåäà÷è è îáðàáîòêè äàííûõ äëÿ 

ïðèíÿòèÿ íà èõ îñíîâå îïåðàòèâíûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿëîñü öåëüþ 

àâòîìàòèçàöèè óïðàâëåíèÿ. 

Â óñëîâèÿõ ðàçâèòèÿ àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ 

(ÀÑÓ) ñôîðìèðîâàëîñü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê èíòåãðàöèè 

èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. 

1. Îáúåäèíåíèå ÀÑÓ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè (ÀÑÓÒÏ) ñ 
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â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè. 
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ðàçðàáîòêå «Îáùåîòðàñëåâûõ ðóêîâîäÿùèõ ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ 

ïî ñîçäàíèþ îðãàíèçàöèîííî-òåõíîëîãè÷åñêèõ àâòîìàòèçèðîâàííûõ 

ñèñòåì óïðàâëåíèÿ» [1]. 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäè÷åñêèìè ìàòåðèàëàìè ïðåäóñìàòðèâàëîñü 

ñîçäàíèå îðãàíèçàöèîííî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ÀÑÓ (ÀÑÓÎÒ), 

ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ìíîãîóðîâíåâûå èåðàðõè÷åñêèå ñèñòåìû, 

ñî÷åòàþùèå ôóíêöèè ÀÑÓÏ è ÀÑÓÒÏ è îáåñïå÷èâàþùèõ 

ñîãëàñîâàíèå ïî öåëÿì, êðèòåðèÿì è ïðîöåäóðàì îáðàáîòêè äàííûõ, 

ñîâìåñòíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå ýòèõ ÀÑÓ. ÀÑÓÎÒ íàìå÷àëîñü ñîçäàòü 

íà ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèÿõ â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî 

ýôôåêòà, ïðåâûøàþùåãî ñóììó ýôôåêòîâ, äîñòèãàåìûõ ïðè 

íåçàâèñèìîì ôóíêöèîíèðîâàíèè îòäåëüíûõ ÀÑÓÏ, ÀÑÓÒÏ è äðóãèõ 

ÀÑÓ[1]. 

Âòîðîé è òðåòèé ïîäõîäû íàìå÷àëèñü ê ðåàëèçàöèè â 

ñîîòâåòñòâèè ñ «Ïðîãðàììîé ñîçäàíèÿ èíòåãðèðîâàííûõ ÀÑÓ íà 

ïðåäïðèÿòèÿõ ÷åðíîé ìåòàëëóðãèè ÓÑÑÐ». Ïðîãðàììà áûëà 

ðàçðàáîòàíà Ãîëîâíûì èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûì öåíòðîì 

Ìèí÷åðìåòà ÓÑÑÐ (ÃÈÂÖ), ñîãëàñîâàíà ñ Ãîñïëàíîì Óêðàèíû, 

Èíñòèòóòîì êèáåðíåòèêè ÀÍ ÓÑÑÐ è óòâåðæäåíà Ãîñêîìèòåòîì ïî 

íàóêå è òåõíèêå ÑÑÑÐ. 

Àíàëèç èçâåñòíûõ ðåøåíèé. Ïåðâûì îïûòîì òåõíè÷åñêîé è 

òåõíîëîãè÷åñêîé èíòåãðàöèè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ïðè 

ðåàëèçàöèè ïðèíÿòîé ïðîãðàììû ÿâèëîñü ïðîåêòèðîâàíèå ñåòè ÝÂÌ â 

÷åðíîé ìåòàëëóðãèè ÓÑÑÐ [2]. Ïëàíèðîâàëîñü ñîçäàíèå áîëüøîé 

âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ðàñïðåäåëåííîãî òèïà ñ öåíòðàëèçîâàííûì 

óïðàâëåíèåì íà áàçå òðåõóðîâíåâîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà. 

Âû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ ïåðâîãî óðîâíÿ - ÃÈÂÖ- ñ ïîìîùüþ 

øèðîêîïîëîñíûõ ìàãèñòðàëüíûõ êàíàëîâ ñâÿçè ñîåäèíÿëñÿ ñ 

âû÷èñëèòåëüíûìè êîìïëåêñàìè âòîðîãî óðîâíÿ – äâóìÿ êóñòîâûìè 

ÂÖ êîëëåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ â Êðèâîðîæñêîè è Äîíåöêîì 

ïðîìûøëåííûõ ðàéîíàõ ìåòàëëóðãè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà. 

Âû÷èñëèòåëüíûå êîìïëåêñû òðåòüåãî óðîâíÿ – ýòî âû÷èñëèòåëüíûå 
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öåíòðû ïðåäïðèÿòèé, â ïåðâóþ î÷åðåäü òåõ, êîòîðûå îïðåäåëÿëèñü 

êàê áàçîâûå äëÿ ñîçäàíèÿ èíòåãðèðîâàííûõ ÀÑÓ. 

Îðãàíèçàöèÿ êóñòîâîãî ÂÖ â Êðèâáàññå ïîçâîëÿëà ñîçäàòü 

ýôôåêòèâíóþ òåððèòîðèàëüíî-îòðàñëåâóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, 

êîîðäèíèðóþùóþ ðàáîòó ãîðíîðóäíûõ ïðåäïðèÿòèé, ìåòàëëóðãè-

÷åñêîãî è êîêñîõèìè÷åñêîãî çàâîäîâ, òðàíñïîðòíûõ, ðåìîíòíûõ, 

ýíåðãåòè÷åñêèõ è äðóãèõ ïðåäïðèÿòèé ýòîãî ïðîìûøëåííîãî ðàéîíà.  

Íà áàçå êóñòîâîãî ÂÖ â Äîíåöêå ñîçäàâàëàñü òèïîâàÿ ÀÑÓ äëÿ 

ïðåäïðèÿòèé ïðîèçâîäñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ «Óêðîãíåóïîðíåðóä», à 

òàêæå êîîðäèíèðîâàëèñü ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ ÀÑÓ íà êîêñî-

õèìè÷åñêèõ ïðåäïðèÿòèÿõ ñîñðåäîòî÷åííûõ â ýòîì ðàéîíå. 

Ôóíêöèîíèðîâàíèå êóñòîâûõ ÂÖ ïîçâîëÿëî óëó÷øèòü óïðàâëåíèå 

èíòåíñèâíûìè æåëåçíîäîðîæíûìè ïåðåâîçêàìè óãëÿ è 

æåëåçíîðóäíîãî ñûðüÿ ìåæäó Êðèâáàññîì è Äîíáàññîì, îáåñïå÷èòü 

ðèòìè÷íîñòü ïîñòàâîê, ñîêðàòèòü ïðîñòîè òåõíîëîãè÷åñêîãî 

îáîðóäîâàíèÿ íà ïðåäïðèÿòèÿõ è òðàíñïîðòå. 

Ê 1980 ã. âîïðîñû ðåàëèçàöèè ïðèíÿòîãî íàïðàâëåíèÿ ðàáîò 

áûëè â îñíîâíîì ðåøåíû. Ïðè ýòîì òåõíè÷åñêîé áàçîé  

èíôîðìàöèîííîé òåõíîëîãèè ÿâëÿëèñü ÝÂÌ III ïîêîëåíèÿ (ÅÑ-ÝÂÌ). 

Ãîñóäàðñòâåííîé êîìèññèåé èíòåãðèðîâàííàÿ ÀÑÓ Óêð÷åðìåò áûëà 

ïðèíÿòà â ýêñïëóàòàöèþ. Îäíàêî, èíôîðìàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ íà 

âñåõ óðîâíÿõ ñèñòåìû áàçèðîâàëàñü â îñíîâíîì íà ïåðåäà÷å 

ïåðâè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèè ó÷åòíûõ çàäà÷. Ïðè ðàçâèòèè ðàáîò 

âîçíèêàëè ñóùåñòâåííûå ìåòîäîëîãè÷åñêèå è îðãàíèçàöèîííî-

ïðàâîâûå ïðîáëåìû [4]. Â öåëîì ñèñòåìà áûëà íàïðàâëåíà íà 

ðåàëèçàöèþ äèðåêòèâíîãî îïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì 

åå ïîòåíöèàëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü íå ìîãëà áûòü äîñòèãíóòà. 

Â òî æå âðåìÿ, â õîäå ïðîåêòèðîâàíèÿ èíòåãðèðîâàííûõ ÀÑÓ, 

áûëè âûÿâëåíû âàæíûå íàïðàâëåíèÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ èíòåãðè-

ðîâàííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. 

Áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî èíòåãðàöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê 

âîññòàíîâëåíèå ñóùåñòâóþùèõ ñâÿçåé â ýêîíîìè÷åñêîì îáúåêòå è 

ñîâåðøåíñòâîâàíèå åãî ñ ïðèìåíåíèåì íîâûõ ñðåäñòâ è ìåòîäîâ 

óïðàâëåíèÿ. Âîññòàíîâëåíèå óòðà÷åííûõ èç-çà íåäîñòàòêîâ â 

ïðîåêòèðîâàíèè ÀÑÓ ñâÿçåé ýêîíîìè÷åñêîãî îáúåêòà ïðèâîäÿò ê 

íîâîìó êà÷åñòâó ñèñòåìû è ïîÿâëåíèþ ñèñòåìíîãî (ñèíåðãè÷åñêîãî) 

ýôôåêòà. Äîïîëíèòåëüíûé ýôôåêò âîçíèêàåò çà ñ÷åò âîññòàíîâëåíèÿ 
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âåðòèêàëüíûõ âçàèìîñâÿçåé (ýôôåêò âðåìåííîé èíòåãðàöèè) è 

ãîðèçîíòàëüíûõ ñâÿçåé íà êàæäîì èç óðîâíåé (ýôôåêò 

ïðîñòðàíñòâåííîé èíòåãðàöèè) [4]. Òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü, ÷òî â 

ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìå â õîäå äëèòåëüíîé ýâîëþöèè ñëîæèëñÿ 

äîâîëüíî ñîâåðøåííûé ìåõàíèçì ñàìîîðãàíèçàöèè è àäàïòèâíîãî 

óïðàâëåíèÿ. Ýòîò ìåõàíèçì ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì â êîíêðåòíûõ 

ñòðóêòóðàõ, òåõíîëîãè÷åñêèõ, îðãàíèçàöèîííûõ è ïðàâîâûõ 

ðåãëàìåíòàõ äëèòåëüíî íàêàïëèâàåìîãî êîëëåêòèâíîãî îïûòà 

ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòîò 

ìåõàíèçì îòðàæàåò â êîíå÷íîì ñ÷åòå îáùèå ñâîéñòâà ñòðóêòóð è 

çàêîíîìåðíîñòåé åñòåñòâåííîãî ðàçâèòèÿ ñèñòåì. Îäíèì èç óñëîâèé 

òàêîãî ðàçâèòèÿ ÿâèëîñü äèíàìè÷åñêîå ïîääåðæàíèå ñâîéñòâ 

öåëîñòíîñòè ñèñòåìû íà îñíîâå ôîðìèðîâàíèÿ èíòåãðèðîâàííîé 

èíôîðìàöèîííîé òåõíîëîãèè. Íîâûå òðåáîâàíèÿ ê àâòîìàòèçàöèè 

óïðàâëåíèÿ âêëþ÷èëè íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ «öåëîñòíûõ 

èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé» è îðãàíè÷åñêîãî 

«âñòðàèâàíèÿ èõ â ïðîèçâîäñòâåííóþ ñðåäó â ñîîòâåòñòâèè ñ 

ïîòðåáíîñòÿìè ñàìîé ñðåäû». Ýêîíîìè÷åñêîå ðàçâèòèå â òàêèõ 

ñèñòåìàõ äîëæíî ïðîèñõîäèòü íà èííîâàöèîííîé îñíîâå ñ 

èñïîëüçîâàíèåì çíàíèé è îïûòà ðàáîòíèêîâ íà âñåõ óðîâíÿõ 

óïðàâëåíèÿ [5]. 

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ ïðè óñèëèâøåéñÿ 

äèíàìèêå ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïîñòðîåíèå èíòåãðèðîâàííûõ 

èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ðåàëèçîâàòü 

êàê «èíòåãðàöèþ íà îñíîâå ñàìîîðãàíèçàöèè» [6]. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ 

ñàìîîðãàíèçàöèè (îòíîñèòåëüíîé àâòîíîìèè ïðèíÿòèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ 

ðåøåíèé) äîëæíû áûòü âûÿâëåíû êàê íà ìèêðîóðîâíå – â íåêîòîðûõ 

ïåðâè÷íûõ ïðîöåññàõ, òàê è íà ìàêðîóðîâíå – â èíòåãðèðîâàííûõ 

ñèñòåìàõ, âêëþ÷àþùèõ ïåðâè÷íûå. 

Â êà÷åñòâå ïåðâè÷íîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ïðîöåññà áóäåì 

ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííóþ îðãàíèçàöèîííî - òåõíîëîãè÷åñêóþ (ÎÒ) 

ñèñòåìó. Â îðãàíèçàöèîííîé ïîäñèñòåìå ÎÒ ñèñòåìû îñóùåñòâëÿþòñÿ 

ïðîöåññû ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè ïðè óïðàâëåíèè òåõíîëîãè÷åñêîé 

ïîäñèñòåìîé, ïðåîáðàçóþùåé âåùåñòâåííûå ðåñóðñû â ïðîäóêöèþ, 

ïîòðåáëÿåìóþ âî âíåøíåé ñðåäå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïîëîæåíèåì 

ñèñòåìíî- êèáåðíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà, îïðåäåëÿþùèì íåîáõîäèìîñòü è 

âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ëþáîé îáüåêò (ïðîöåññ), êàê ýëåìåíò áîëåå 
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øèðîêîé ñèñòåìû è , îäíîâðåìåííî, êàê ñèñòåìó, â êîòîðîé òàêæå 

ìîãóò áûòü âûäåëåíû ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 

ÎÒ ñèñòåìó êàê ìíîãîóðîâíåâóþ. Ôîðìàëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè 

ýòîì îáðàçóåòñÿ èåðàðõèÿ âëîæåííûõ ÎÒ ñèñòåì, ïðåîáðàçóþùèõ 

ðåñóðñû â ïðîäóêöèþ â ãðàíèöàõ îòíîñèòåëüíîé îáîñîáëåííîñòè 

óðîâíåé óïðàâëåíèÿ. 

Ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ âçàèìîäåéñòâèå 

ìåæäó ñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè ìíîãîóðîâíåâîé ÎÒ ñèñòåìû ìîæåò 

ïðèâåñòè ê óïðàâëåíèþ íà èííîâàöèîííîé îñíîâå. Ïðèíöèïèàëüíàÿ 

ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ (S) îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîñòîÿùåé èç 

òðåõ îñíîâíûõ ÷àñòåé: îáúåêòà óïðàâëåíèÿ (ÎÓ), óïðàâëÿþùåãî 

îáúåêòà (ÓÎ) è èñïîëíèòåëüíîãî îðãàíà (ÈÎ). ÓÎ è ÈÎ îáðàçóþò 

óïðàâëÿþùóþ îðãàíèçàöèîííóþ ïîäñèñòåìó, ÎÓ – òåõíîëîãè÷åñêóþ. 

Òàêèì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ÎÒ ñèñòåìà, êàê ýòî ïðèíÿòî âûøå.  

Ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ â 

èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ  óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì 

îáðàçîì: ÓÎ íà îñíîâå âõîäíîé èíôîðìàöèè î öåëè 

ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû  (S) è îñâåäîìëÿþùåé èíôîðìàöèè (Iîñ) î 

òåêóùåì ñîñòîÿíèè ÎÓ âûðàáàòûâàåò óïðàâëÿþùóþ èíôîðìàöèþ (Iy), 

êîòîðàÿ âîçäåéñòâóåò íà ÈÎ; íà îñíîâå Iy ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íà  S 

âîçìóùàþùèõ âîçäåéñòâèé ÈÎ ôîðìèðóåò óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå 

íà ÎÓ. 

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ïîäîáíûõ îïèñàíèé ñèñòåìû 

óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îñâåäîìëÿþùàÿ ñâÿçü (îáðàòíàÿ ñâÿçü) 

îáû÷íî íàïðàâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ÓÎ ìèíóÿ ÈÎ. Âûäà÷à 

îñâåäîìëÿþùåé ñâÿçè (â îñíîâíîì ó÷åòíûõ äàííûõ) íåïîñðåäñòâåííî 

ÎÓ íå ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ñèñòåìû 

óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ðåñóðñîâ â 

èíòåãðèðîâàííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèÿõ. ÓÎ îáû÷íî íå â 

ñîñòîÿíèè ïåðåðàáîòàòü ïîòîê ïîñòóïàþùåé ê íåìó ó÷åòíîé 

èíôîðìàöèè îñîáåííî â ìíîãîóðîâíåâûõ ñèñòåìàõ, ðàáîòàþùèõ â 

ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ. Ïðèìåíåíèå ëèíåéíî-ôóíêöèîíàëüíûõ 

îðãàíèçàöèîííûõ ñòðóêòóð íå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü çàïàçäûâàíèÿ â 

îáðàáîòêå èíôîðìàöèè îáðàòíûõ ñâÿçåé ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé ïî 

ñèñòåìå â öåëîì. Àâòîìàòèçàöèÿ îáðàáîòêè äàííûõ  â 

ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäðàçäåëåíèÿõ è ñîçäàíèå ÀÐÌ íà îñíîâå ÏÂÌ, 

áàç äàííûõ è ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ ïîçâîëèëà óñêîðèòü ïîèñê 
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ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ïî îòäåëüíûì ïîäðàçäåëåíèÿì è 

íàïðàâëåíèÿì ðàáîò ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèñòåì. Îäíàêî, äëÿ 

îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïî ñèñòåìå â öåëîì è îáåñïå÷åíèÿ 

âçàèìîñâÿçè îðãàíèçàöèîííûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïîäñèñòåì â 

èíòåãðèðîâàííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèÿõ äîëæíà áûòü ðåøåíà 

çàäà÷à ñîãëàñîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî è ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ 

îïòèìàëüíîñòè. Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî 

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïî ñèñòåìå â öåëîì ìîæåò áûòü íàéäåíî òîëüêî 

ïî èíôîðìàöèè îá îïòèìàëüíîì ñîñòîÿíèè ïîäñèñòåì, è , â òî æå 

âðåìÿ, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïî ïîäñèñòåìàì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî 

òîëüêî ïî èíôîðìàöèè î ãëîáàëüíîì îïòèìàëüíîì ðåøåíèè. 

Âîçíèêàþùåå ïðîòèâîðå÷èå ìîæåò áûòü ïðåîäîëåíî, åñëè ïî 

îòäåëüíûì ïîäñèñòåìàì îòûñêèâàåòñÿ äîìèíèðóþùàÿ ïî ãëîáàëüíîìó 

ðåñóðñó  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (çàâèñèìîñòü) ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. 

Ïî ñóáîïòèìàëüíûì çàâèñèìîñòÿì îòûñêèâàåòñÿ ãëîáàëüíîå 

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, îäíîâðåìåííî êîíêðåòèçèðóþùåå âàðèàíò 

îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïî ïîäñèñòåìàì. 

Ðåøåíèå çàäà÷è èíòåãðàöèè íà îñíîâå ãëîáàëüíîãî êðèòåðèÿ 

îïòèìàëüíîñòè ïî èíôîðìàöèè î ñóáîïòèìàëüíûõ âàðèàíòàõ áóäåò 

ñîîòâåòñòâîâàòü îáåñïå÷åíèþ èíòåãðàöèè íà îñíîâå ñàìîîðãàíèçàöèè. 

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì öåëåñîîáðàçíî ñîâåðøåíñòâîâàòü 

àâòîìàòèçèðîâàííóþ èíôîðìàöèîííóþ òåõíîëîãèþ â ñèñòåìå 

óïðàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì âûäåëåíèÿ ñïåöèôè÷åñêèõ çíàêîâûõ óðîâíåé 

(ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåì àñïåêòàì ñåìèîòèêè): ñèíòàêñè÷åñêîãî, 

ñåìàíòè÷åñêîãî è ïðàãìàòè÷åñêîãî. 

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìèðîâàíèå ó÷åòíûõ äàííûõ î ðàáîòå ÎÓ 

ñîîòâåòñòâóåò ñèíòàêñè÷åñêîìó àñïåêòó (óðîâíþ) àíàëèçà. Íà ýòîì 

óðîâíå ìîãóò òàêæå ôîðìèðîâàòüñÿ èíèöèàòèâíûå ïðåäëîæåíèÿ è 

ïðîãíîçíûå äàííûå î âîçìîæíûõ âàðèàíòàõ óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ 

ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ. Íà ýòîì óðîâíå ôîðìèðóåòñÿ 

èíôîðìàöèÿ îáðàòíûõ ñâÿçåé, ïîñòóïàþùàÿ íà ñëåäóþùèé, 

ñåìàíòè÷åñêèé óðîâåíü, ðàññìàòðèâàåìûé â ñòðóêòóðå òðàäèöèîííûõ 

ñèñòåì óïðàâëåíèÿ êàê ÈÎ. Îáðàáîòêà èíôîðìàöèè îáðàòíûõ ñâÿçåé ñ 

ïðèìåíåíèåì ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ýêîíîìèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äîëæíà ïîçâîëèòü ñâîåâðåìåííî ïîäãîòîâèòü 

âàðèàíòû óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, ïðèíèìàåìûõ íà 

ïðàãìàòè÷åñêîì óðîâíå, ïðåäñòàâëåííîì êàê ÓÎ. Òîëüêî íà ýòîì 
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óðîâíå ïåðâè÷íûå äàííûå ñòàíîâÿòñÿ èíôîðìàöèåé ïîâûøàþùåé 

ñòåïåíü äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé. Òàêèì îáðàçîì, â 

ìíîãîóðîâíåâîé ÎÒ ñèñòåìå ìîæåò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî 

ñôîðìèðîâàíà èíòåãðèðîâàííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ, 

èñïîëüçóþùàÿ èíòåëëåêòóàëüíûå ðåñóðñû. 

Âûâîäû. Àíàëèç ðåøåíèé ïî ïðîåêòèðîâàíèþ èíòåãðèðîâàííûõ 

èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ÷åðíîé ìåòàëëóðãèè Óêðàèíû 

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îñíîâíûì èõ íåäîñòàòêîì áûëà 

îðèåíòàöèÿ íà îïåðàòèâíîå äèðåêòèâíîå óïðàâëåíèå ïî 

îñâåäîìëÿþùèì äàííûì. Ñèñòåìíî-êèáåðíåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ 

ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåãðèðîâàííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ â 

ìíîãîóðîâíåâîé ÎÒ ñèñòåìå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà òîëüêî íà îñíîâå 

ñàìîîðãàíèçàöèè ïåðâè÷íûõ ÎÒ îáúåêòîâ ïðè àâòîìàòèçàöèè 

îáðàáîòêè èíôîðìàöèè îáðàòíûõ ñâÿçåé. 
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Ä.Ã. Çåëåíöîâ, Þ.À. Õðàïà÷, Í.À. Ñîëîäêàÿ  

Ó×ÅÒ ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÒÎÐÎÂ ÊÎÐÐÎÇÈÈ ÏÐÈ ÐÅØÅÍÈÈ 

ÇÀÄÀ×È ÄÎËÃÎÂÅ×ÍÎÑÒÈ ÑÆÀÒÛÕ ÑÒÅÐÆÍÅÉ 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. ×àñòî â ñòðîèòåëüíûõ è ïðîìûøëåííûõ 

êîíñòðóêöèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñòåðæíåâûå ýëåìåíòû, ñîñòàâëåííûå èç 

ïðîôèëåé ðàçëè÷íûõ òèïîâ è ðàçìåðîâ. Ìåæäó òåì, ïðàêòè÷åñêè âñå 

âèäû ñîåäèíåíèé ìîãóò áûòü êîíöåíòðàòîðàìè êîððîçèè, â òîì ÷èñëå 

ñïîñîáñòâîâàòü ïåðåõîäó ñïëîøíîé êîððîçèè â ëîêàëüíóþ. Ê ÷èñëó 

íàèáîëåå òåõíîëîãè÷íûõ è ðàñïðîñòðàíåííûõ òèïîâ ñîåäèíåíèé 

ìîæíî îòíåñòè ñâàðíûå ñîåäèíåíèÿ. 

Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäîâàíèå äîëãîâå÷íîñòè ñòåðæíåâûõ 

êîíñòðóêöèé, èìåþùèõ ñâàðíûå ñîåäèíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé 

çàäà÷åé. 

Àíàëèç ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé. Â [1] ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé 

àíàëèç âëèÿíèÿ ôîðìû ñå÷åíèÿ ñòåðæíåâûõ ýëåìåíòîâ íà èõ 

äîëãîâå÷íîñòü. Ê ñîæàëåíèþ, òàì ïðàêòè÷åñêè íå èññëåäîâàíî 

âëèÿíèå íà äîëãîâå÷íîñòü ñïîñîáà ñîåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ è 

êîíöåíòðàòîðîâ êîððîçèè, âûçâàííûõ òåì èëè èíûì ñîåäèíåíèåì. 

Ôîðìóëèðîâêà öåëåé. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå 

äîëãîâå÷íîñòè ñæàòûõ ñòåðæíåé, èìåþùèõ ñâàðíûå ñîåäèíåíèÿ. 

Ñòåðæíè ïîäâåðæåíû êîððîçèîííîìó âîçäåéñòâèþ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ 

ìîäåëü, êîòîðîãî èìååò âèä: 

 )1(
0

σ
δ

kv
dt

d
+=  (1) 

Çäåñü δ  è σ – ãëóáèíà êîððîçèè è íàïðÿæåíèå â ýëåìåíòå; 

v0 − ñêîðîñòü êîððîçèè ïðè îòñóòñòâèè íàïðÿæåíèé; 

k − êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé âëèÿíèå íàïðÿæåíèé íà 

ñêîðîñòü êîððîçèè; 

t – âðåìÿ; 

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Îñîáåííîñòè êîððîçèè ñâàðíûõ ñîåäèíåíèé 

äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî îïèñàíû â [2, 3]. Èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà 

ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ñêîðîñòü êîððîçèè ñâàðíûõ øâîâ, ñëåäóåò 

îñîáî âûäåëèòü íåðàâíîìåðíîñòü ýëåêòðîäíîãî ïîòåíöèàëà íà 

ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà âáëèçè øâà. Ñëåäóÿ [4], âûäåëÿþò òðè çîíû, 
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îòëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèåì ýëåêòðîäíîãî ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè 

ìåòàëëà: îñíîâíîé ìåòàëë; çîíà òåðìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ è ñâàðíîé 

øîâ. Èìåííî èç-çà òîãî, ÷òî âåëè÷èíà ïîòåíöèàëà â çîíå 

òåðìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ è øâà çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì â çîíå îñíîâíîãî 

ìåòàëëà, ñâàðíûå øâû ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðàòîðàìè êîððîçèè. 

Ïðåíåáðåãàÿ âîçìîæíîñòüþ âîçíèêíîâåíèÿ ëîêàëüíûõ î÷àãîâ 

êîððîçèè, ðàññìîòðèì çàäà÷ó äîëãîâå÷íîñòè ñæàòîãî ñâàðíîãî 

ñòåðæíÿ ñ ó÷åòîì êîíöåíòðàöèè êîððîçèè â çîíå ñâàðíîãî øâà. Áóäåì 

ñ÷èòàòü, ÷òî ãëóáèíà ñâàðíîãî îäèíàêîâà ïî âñåé äëèíå ñòåðæíÿ, è 

äîëãîâå÷íîñòü ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ïî óñòîé÷èâîñòè. 

Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà ñîñòîÿíèÿ ñòåðæíÿ: êîãäà åãî ñîñòàâíûå 

ýëåìåíòû ñâÿçàíû ïîñðåäñòâîì ñâàðêè è ïðåäñòàâëÿþò åäèíîå öåëîå, 

è êîãäà ñâÿçü ìåæäó íèìè òåðÿåòñÿ âñëåäñòâèå êîððîçèè ñâàðíîãî 

øâà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êàæäûé ñîñòàâíîé ýëåìåíò ðàáîòàåò 

íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. 

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ýëåêòðîõèìè÷åñêîé êîððîçèè. Êàê 

ïîêàçàíî åùå Ì. Ôàðàäååì, íà ñêîðîñòü ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî 

ðàñòâîðåíèÿ ìåòàëëà â ýëåêòðîëèòå ñóùåñòâåííî âëèÿåò âåëè÷èíà 

àíîäíîãî òîêà I. Ìåæäó ýòèì ïàðàìåòðîì è âåëè÷èíîé ýëåêòðîäíîãî 

ïîòåíöèàëà ϕ  ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé 

Òàôåëÿ [5]: 

 iba lg+=ϕ ; 
F

I
i =  (2) 

ãäå à è b  – êîíñòàíòû, ïîñòîÿííûå äëÿ âñåõ òî÷åê 

êîððîäèðóþùåé ïîâåðõíîñòè; i – ïëîòíîñòü òîêà ðàñòâîðåíèÿ; F – 

ïëîùàäü êîíòàêòà ïîâåðõíîñòè ñ àãðåññèâíîé ñðåäîé. 

Ñ÷èòàÿ çíà÷åíèå âåëè÷èíû F ïîñòîÿííûì, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 

ãëóáèíà êîððîçèîííîãî ïîðàæåíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè 

òîêà ðàñòâîðåíèÿ i, îïðåäåëèì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êîíöåíòðàöèè 

êîððîçèè. Ïóñòü **,
0

ϕv  – çíà÷åíèå ñêîðîñòè êîððîçèè è âåëè÷èíà 

ýëåêòðîäíîãî ïîòåíöèàëà â çîíå òåðìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ èëè ñâàðíîãî 

øâà. Îïðåäåëÿÿ èç (2) çíà÷åíèå ïëîòíîñòè òîêà i, ïîëó÷èì: 

 b

v

v
ϕϕ

ζ
−

==
*

0

0 10
*

 (3) 

Êàê ñëåäóåò èç ýòîé ôîðìóëû, âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà 

êîíöåíòðàöèè êîððîçèè çàâèñèò îò ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà 

ïîâåðõíîñòè êîððîäèðóþùåãî ìåòàëëà âáëèçè ñâàðíîãî øâà. Äàííûå 
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äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè ïðèâîäÿòñÿ, íàïðèìåð, â 

[6]. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ óãëåðîäèñòûõ ñòàëåé, ðàñïðåäåëåíèå 

ýëåêòðîäíîãî ïîòåíöèàëà âáëèçè øâà, âûïîëíåííîãî ñ ïîìîùüþ 

ãàçîâîé ñâàðêè ïðîâîëîêîé èç ñòàëè ìàðêè 17Ã2Ñ1, èìååò ñëåäóþùèé 

âèä: мϕ = -500 ìÂ; зтвϕ = -550 ìÂ; сшϕ = -540 ìÂ; çíà÷åíèå 

êîýôôèöèåíòà b = 80 ìÂ. Äàííûå ïîëó÷åíû äëÿ àãðåññèâíîé ñðåäû – 

3 % ðàñòâîðà NaCl. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êîíöåíòðàöèè â ýòîì 

ñëó÷àå ≈ζ  3,16. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó äîëãîâå÷íîñòè ñæàòîãî 

ñòåðæíÿ, ñîáðàííîãî ïîñðåäñòâîì ñâàðêè èç äâóõ óãîëêîâûõ ïðîôèëåé 

¹ 16 (ÃÎÑÒ 8510-86). Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 

ïëîùàäü íàïëàâëåííîãî ìåòàëëà â ñå÷åíèè ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî 

ñðàâíåíèþ ñ ïëîùàäüþ îñíîâíîãî ìåòàëëà. 

Ðàññìîòðèì äâà âðåìåííûõ èíòåðâàëà: [ ]tt
~

;0∈  è *];
~

( ttt ∈ . Â 

òå÷åíèå ïåðâîãî èíòåðâàëà ñâàðêà îáåñïå÷èâàåò ñâÿçü ìåæäó 

îòäåëüíûìè ôðàãìåíòàìè ñå÷åíèÿ. Âîçìîæíîå äåôîðìèðîâàíèå 

ñòåðæíÿ âîçìîæíî â ïëîñêîñòè ìèíèìàëüíîãî ìîìåíòà èíåðöèè 

îòíîñèòåëüíî îñè 0X  (ðèñ.1à). Ïîëîæåíèå ýòîé îñè îïðåäåëèòñÿ ïî 

ôîðìóëå  
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S – ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè 

X, F– ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. 
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DBTDHF −−+−−= δδδ  (6) 

ãäå B, H, D, T – ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 

ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà. 

Ìîìåíò âðåìåíè t
~  ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó ðàçðóøåíèþ ñâàðíîãî 

ñîåäèíåíèÿ. Ïî èñòå÷åíèþ ýòîãî âðåìåíè ñâÿçü ìåæäó ôðàãìåíòàìè 

ñå÷åíèÿ òåðÿåòñÿ, è âîçìîæíîå äåôîðìèðîâàíèå êàæäîãî èç 

ôðàãìåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïëîñêîñòè ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî 

ìîìåíòà èíåðöèè – îòíîñèòåëüíî îñåé 
11

vu  è 
22

vu  (ðèñ. 1á). Òàêèì 

îáðàçîì, ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî 

íàïðÿæåíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îò âðåìåíè â îêðåñòíîñòè òî÷êè t
~  

áóäåò èìåòü òî÷êó ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. 
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Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû ýòè çàâèñèìîñòè äëÿ ñòåðæíåé äëèíîé 

=L 550 ñì (êðèâûå 1), 500 ñì (êðèâûå 2) è 450 ñì (êðèâûå 3). 

Íèæíÿÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðîñòó òåêóùèõ íàïðÿæåíèé â ñå÷åíèè 

ñòåðæíÿ. Òàê êàê âåëè÷èíà íàãðóçêè ïîëàãàëàñü íåèçìåííîé, íèæíÿÿ 

êðèâàÿ îäèíàêîâà äëÿ âñåõ òðåõ ñòåðæíåé. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ 

ñæèìàþùåé íàãðóçêè =Q 10000 êã è ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ 

êîððîçèîííîãî èçíîñà: =0v 0,1 ñì/ãîä; k = 0,003 ÌÏà-1. Çíà÷åíèå 

êîýôôèöèåíòà êîíöåíòðàöèè êîððîçèè, ñîãëàñíî äàííûì î 

ðàñïðåäåëåíèè âåëè÷èíû ýëåêòðîäíîãî ïîòåíöèàëà â îáëàñòè ñâàðíîãî 

øâà ïðèíèìàëîñü ðàâíûì =ζ 2,5. 

 

Ðèñóíîê 1 – Âîçìîæíûå ñëó÷àè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñâàðíîãî ïðîôèëÿ 

 

Ðèñóíîê 2 – Èçìåíåíèå òåêóùèõ è êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â ñæàòûõ 
ñâàðíûõ ñòåðæíÿõ 

Âûâîäû. Íà ïðèìåðå ñâàðíûõ ñîåäèíåíèé èññëåäîâàí ìåõàíèçì 

âîçìîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñîñòàâíûõ ñòåðæíåé ïðè ïîòåðå 

óñòîé÷èâîñòè. 
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Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î 

íåöåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ ñâàðíûõ ñîåäèíåíèé â êîíñòðóêöèÿõ, 

ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ýêñïëóàòàöèè â àãðåññèâíûõ ñðåäàõ, îñîáåííî â 

òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âîçìîæíà ïîëíàÿ êîððîçèÿ ñâàðíîãî øâà. 
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ÓÄÊ 629.025:539.4 
Â.Î. Áåéãóë, Ã.Ë. Ëåïåòîâà, Ã.Î. Ùåðáèíñüêà, Î.Î. Áåéãóë  

ÎÁÃÐÓÍÒÓÂÀÍÍß ÐÀÖ²ÎÍÀËÜÍÈÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐ²Â 

Ï²ÄÉÎÌÍÎ-Ç×ÅÏËÞÂÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÈÑÒÐÎÞ 

ÁÓÊÑÈÐÎÂÙÈÊ²Â ÊÀÐ’ªÐÍÈÕ ÀÂÒÎÑÀÌÎÑÊÈÄ²Â 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ïðîãðåñ ã³ðíè÷î¿ ïðîìèñëîâîñò³ ò³ñíî 

ïîâ’ÿçàíèé ç ðîçâèòêîì â³äêðèòèõ ðîçðîáîê êîðèñíèõ êîïàëèí, äå ó 

òðàíñïîðòíîìó îáñëóãîâóâàíí³ ÷³ëüíå ì³ñöå çàéìàþòü àâòîñàìîñêèäè. 

Ó ñêëàäíèõ óìîâàõ åêñïëóàòàö³¿ âîíè ÷àñòî ðóéíóþòüñÿ íà âåëèê³é 

ãëèáèí³ êàð’ºð³â, êîëè âèíèêàº ïîòðåáà äîñòàâêè òåõí³êè ó 

ñòàö³îíàðí³ ìåõàí³÷í³ ìàéñòåðí³ äëÿ íàñòóïíîãî ðåìîíòó. Â óìîâàõ 

îáìåæåíîãî ïðîñòîðó òà âåëèêèõ óêëîí³â òåõíîëîã³÷íèõ äîð³ã ó 

êàð’ºðàõ äëÿ ö³º¿ ìåòè ñëóæàòü ñïåö³àëüíî îáëàäíàí³ áóêñèðîâùèêè, 

ÿê³ äîçâîëÿþòü îïåðàòèâíî ï³äõîïëþâàòè ³ òðàíñïîðòóâàòè 

çðóéíîâàí³ àâòîñàìîñêèäè. Ó êàð’ºðàõ òåõíîëîã³÷í³ äîðîãè íå 

äîçâîëÿþòü âèêîðèñòîâóâàòè ñêëàäí³ ìàíåâðè, òîìó çàõâàò ³ 

òðàíñïîðòóâàííÿ ìàøèí ìàþòü â³äáóâàòèñÿ çàõâàòîì ÿê ñïåðåäó, òàê 

³ ççàäó. Öÿ îáñòàâèíà âèçíà÷àº êîíñòðóêòèâí³ îñîáëèâîñò³ ï³äéîìíî-

ç÷åïëþâàëüíèõ ïðèñòðî¿â, äëÿ ÿêèõ îáãðóíòóâàííÿ ðàö³îíàëüíèõ 

ïàðàìåòð³â ñêëàäàº àêòóàëüíó íàóêîâó çàäà÷ó. 

Àíàë³ç äîñë³äæåíü ³ ïóáë³êàö³é. Áóêñèðîâùèêè ðîçðîáëÿþòüñÿ 

íà áàç³ àâòîñàìîñêèä³â Á³ëÀÇ øëÿõîì ïåðåîáëàäíàííÿ, à ñàìå 

óñòàíîâêè ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ çàì³ñòü êóçîâà. 

Ïàðàìåòðè îñíîâíèõ ñèëîâèõ åëåìåíò³â ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíèõ 

ïðèñòðî¿â âèçíà÷àþòüñÿ ç ïðîåêòóâàëüíîãî ðîçðàõóíêó íà ì³öí³ñòü, 

ÿêèé íå âðàõîâóº ðÿäó íàâàíòàæåíü, ïîâ’ÿçàíèõ ç êîëèâàííÿìè 

ñèñòåìè "áóêñèðîâùèê-àâòîñàìîñêèä" ïðè ðóñ³ ïî íåð³âíîñòÿõ 

òåõíîëîã³÷íèõ äîð³ã. 

Ó ðîáîò³ [1] îêðåñëåíà ïðîáëåìà àâòîñàìîñêèä³â, â³äçíà÷àºòüñÿ, 

ùî ó íàóêîâ³é ë³òåðàòóð³ ïðàêòè÷íî â³äñóòí³ ìàòåð³àëè, ïðèñâÿ÷åí³ 

ðîçðîáö³ òà äîñë³äæåííþ ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíèõ ïðèñòðî¿â. Ðîáîòè 

[2], [3] ïðèñâÿ÷åí³ äèíàì³ö³ äâîëàíêîâèõ êîë³ñíèõ ìàøèí, âîíè 

âèñâ³òëþþòü øëÿõ âèçíà÷åííÿ ðîçðàõóíêîâèõ íàâàíòàæåíü íà íåñó÷³ 

êîíñòðóêö³¿. Ó ðîáîòàõ [4], [5] îïèñàí³ íåð³âíîñò³, ÿê³ òðàïëÿþòüñÿ íà 

                                 
  © ÁÅÉÃÓË Â.Î., ËÅÏÅÒÎÂÀ Ã.Ë., ÙÅÐÁÈÍÑÜÊÀ Ã.Î., ÁÅÉÃÓË Î.Î., 2007 
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òåõíîëîã³÷íèõ äîðîãàõ ³ ñïðè÷èíÿþòü ï³äâèùåííÿ äèíàì³÷íèõ 

íàâàíòàæåíü. 

Íåðîçâ’ÿçàíà ÷àñòèíà çàãàëüíî¿ ïðîáëåìè. Ðàçîì ç òèì ö³ ðîáîòè 

íå òîðêàþòüñÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â êîíêðåòíî¿ êîíñòðóêö³¿ 

ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ. 

Ìåòà ðîáîòè, òàêèì ÷èíîì, ïîëÿãàº ó ðîçðîáö³ àëãîðèòìó 

âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â îñíîâíèõ ñèëîâèõ åëåìåíò³â, ìåòîäèêè 

ïðîåêòóâàëüíîãî ðîçðàõóíêó íà ì³öí³ñòü êîíñòðóêö³¿ ï³äéîìíî-

ç÷åïëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ áóêñèðîâùèê³â êàð’ºðíèõ àâòîñàìîñêèä³â. 

Âèêëàäåííÿ îñíîâíîãî ìàòåð³àëó. Ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíèé 

ïðèñòð³é ìîæå ìàòè êîíñòðóêòèâí³ îñîáëèâîñò³, àëå ïðèíöèïîâî 

ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ âóçë³â: íåðóõîìî¿ òà ðóõîìî¿ øòàíã. Íåðóõîìà 

øòàíãà – áàëî÷íà êîíñòðóêö³ÿ, ÿêà êð³ïèòüñÿ äî ðàìè áàçîâî¿ 

ìàøèíè ³ ìàº â³äïîâ³äí³ ïðèñòðî¿ äëÿ ïåðåì³ùåííÿ ðóõîìî¿ øòàíãè. 

Ðóõîìà øòàíãà ì³ñòèòü ó ñîá³ äâà âóçëè çàõâàòó àâòîñàìîñêèäà, 

ïåðåì³ùóºòüñÿ ó íàïðàâëÿþ÷èõ ïðèñòðîÿõ íåðóõîìî¿ øòàíãè. 

Ïåðåì³ùóºòüñÿ ðóõîìà øòàíãà çà äîïîìîãîþ ã³äðàâë³÷íîãî ÷è 

ïíåâìàòè÷íîãî ïðèâîä³â. Â çàëåæíîñò³ â³ä ì³ñöÿ çàõâàòó – çà 

ïåðåäí³é áàìïåð ÷è çà çàäíþ ïîïåðå÷èíó êóçîâà – ó ðîáîòó 

âêëþ÷àºòüñÿ íèæí³é àáî âåðõí³é âóçëè çàõâàòó ðóõîìî¿ øòàíãè 

â³äïîâ³äíî. 

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ðîçðàõóíêîâà ñõåìà ï³äéîìíî-

ç÷åïëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ, äå ìàþòü ì³ñöå íàñòóïí³ ïîçíà÷åííÿ: 1 – 

øòàíãà ðóõîìà; 2 – øòàíãà íåðóõîìà; 3 – ã³äðîöèë³íäð ï³äéîìó; 4 – 

êðîíøòåéí êð³ïëåííÿ íåðóõîìî¿ øòàíãè äî ðàìè áóêñèðîâùèêà. Ïðè 

çàõâàò³ ñïåðåäó íàâàíòàæóºòüñÿ íèæí³é âóçîë, ïðè çàõâàò³ ççàäó 

íàâàíòàæóºòüñÿ âåðõí³é âóçîë ðóõîìî¿ øòàíãè. Íàâàíòàæåííÿ 

îñíîâíèõ åëåìåíò³â ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ îïèñóºòüñÿ 

íàñòóïíèìè ðîçðàõóíêîâèìè âèïàäêàìè: 1. Íàâàíòàæåííÿ íèæíüîãî 

âóçëà ðóõîìî¿ øòàíãè âåðòèêàëüíîãî ñèëîþ Fó1 ïðè ï³äéîì³ 

àâòîñàìîñêèäà. 2. Íàâàíòàæåííÿ âåðõíüîãî âóçëà øòàíãè 

âåðòèêàëüíîþ ñèëîþ Fó2 ïðè ï³äéîì³ àâòîñàìîñêèäà. 3. Íàâàíòàæåííÿ 

íèæíüîãî âóçëà ðóõîìî¿ øòàíãè âåðòèêàëüíîþ ñèëîþ Fó3 òà 

ïîçäîâæíüîþ ñèëîþ Fõ3. 4. Íàâàíòàæåííÿ âåðõíüîãî âóçëà ðóõîìî¿ 

øòàíãè âåðòèêàëüíîþ ñèëîþ Fó4 òà ïîçäîâæíüîþ ñèëîþ Fõ4 ïðè 

áóêñèðóâàíí³ àâòîñàìîñêèäà. 5. Íàâàíòàæåííÿ íèæíüîãî âóçëà 

ðóõîìî¿ øòàíãè âåðòèêàëüíîþ ñèëîþ Fó5, ïîçäîâæíüîþ ñèëîþ Fõ5 òà 
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ïîïåðå÷íîþ ñèëîþ Fz5 ïðè çðóøåíí³ ç ì³ñöÿ òà àñèìåòðè÷íîìó 

íàâàíòàæåíí³. 6. Íàâàíòàæåííÿ âåðõíüîãî âóçëà ðóõîìî¿ øòàíãè 

âåðòèêàëüíîþ ñèëîþ Fó6, ïîçäîâæíüîþ ñèëîþ Fõ6 òà ïîïåðå÷íîþ 

ñèëîþ Fz6 ïðè çðóøåíí³ ç ì³ñöÿ òà àñèìåòðè÷íîìó íàâàíòàæåíí³. 

 

Ðèñóíîê 1 – Ðîçðàõóíêîâà ñõåìà ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ 

Ðîçðîáëåíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ôîðìóâàííÿ ðîçðàõóíêîâèõ 

íàâàíòàæåíü ïîêëàäåíà â îñíîâó îïòèì³çàö³¿ ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíèõ 

ïðèñòðî¿â áóêñèðîâùèê³â. Îïòèì³çàö³ÿ ïðîâîäèòüñÿ çà êðèòåð³ºì 

ì³í³ìàëüíî¿ ìåòàëîì³ñòêîñò³ øëÿõîì ðîçãëÿäàííÿ â³ðîã³äíèõ ñèëîâèõ 

åëåìåíò³â òà êîìá³íàö³é âíóòð³øí³õ ñèëîâèõ ôàêòîð³â. Îñíîâíà ³äåÿ 

îïòèì³çàö³¿ ïîëÿãàº â íàñòóïíîìó. Êîíñòðóêòèâí³ åëåìåíòè ìàþòü 

ðîçì³ùóâàòèñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá çàáåçïå÷èòè íàéêîðîòøèé øëÿõ ó 

ïåðåäà÷³ çóñèëü. Ïðè ñïðèéíÿòò³ ìîìåíòíèõ íàâàíòàæåíü â³äïîâ³äí³ 

ñèëîâ³ åëåìåíòè êîíñòðóêö³¿, îêðåìèõ ïðîô³ë³â ìàþòü áóòè 

ìàêñèìàëüíî ðîçíåñåí³. Öå çá³ëüøóº çîâí³øí³ ãàáàðèòè, àëå çìåíøóº 
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çóñèëëÿ, ÿê³ ðåàë³çóþòü ìîìåíòè, ³, ÿê íàñë³äîê, ìåòàëîì³ñòê³ñòü 

êîíñòðóêö³¿. 

Íà îñíîâ³ âèêëàäåíîãî ïðîïîíóºòüñÿ íàñòóïíèé àëãîðèòì âèáîðó 

ðàö³îíàëüíèõ ïàðàìåòð³â ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ. Ó 

òðàíñïîðòíîìó ïîëîæåíí³ ðóõîìà øòàíãà ìàº çàìèêàòèñÿ íà 

êðîíøòåéí³ êð³ïëåííÿ íåðóõîìî¿ øòàíãè, òîáòî l2 = l8, à òî÷êè 2 ³ 9, 

3 ³ 10 (ðèñ. 1) ìàþòü ñï³âïàäàòè. Ç øåñòè ðîçðàõóíêîâèõ âèïàäê³â 

âèáèðàºìî íàéá³ëüø æîðñòê³ äëÿ êîæíîãî ç ñèëîâèõ åëåìåíò³â 

ï³äéîìíî-ç÷åïëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ. Íàâàíòàæåííÿ îïîðíèõ âóçë³â 

ðóõîìî¿ øòàíãè âèçíà÷àþòüñÿ öåíòðîâêîþ àâòîñàìîñêèä³â, ÿê³ 

áóêñèðóþòüñÿ (ðèñ. 2). 

Ðèñóíîê 2 – Öåíòðîâêà êàð’ºðíîãî àâòîñàìîñêèäà 

Âèçíà÷àºìî ïàðàìåòðè òðàâåðñè. Ïðè çàõâàò³, ï³äéîì³ òà 

áóêñèðóâàíí³ àâòîñàìîñêèäà íàâàíòàæåííÿ íà ðóõîìó øòàíãó 

ïåðåäàºòüñÿ ÷åðåç òðàâåðñó, ÿêà ï³äëÿãàº âèãèíó ó äâîõ ïëîùèíàõ 

(ðèñ. 3). 

Íà ðèñ. 3 ïðèéíÿò³ íàñòóïí³ ïîçíà÷åííÿ: 1 – òðàâåðñà; 2 – 

ïîëèöÿ ðóõîìî¿ øòàíãè; 3 – ñôåðè÷íèé ïàëåöü. Âðàõîâóþ÷è 

ñêëàäíèé âèãèí, ïðèéìàºìî çàêðèòèé, òîíêîñò³ííèé ïðîô³ëü. Ç 

óìîâè ì³öíîñò³ âèçíà÷àºìî òîâùèíó ñò³íîê òðàâåðñè [6]: 

 
[ ]( ) [ ]( ),3

3

3

3
22 bhb

M

bhh

M yx

+σ
+

+σ
=δ  (1) 

äå δ – òîâùèíà ñò³íîê òðàâåðñè, ì; 

C 

L1 L2 

Ln Lδ 
L3 
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Mx, My –çãèíàþ÷³ ìîìåíòè, Í⋅ì; 

[σ] – äîïóñòèìå íàïðóæåííÿ, Ïà; 

b – øèðèíà ïåðåòèíó, ì; 

h – âèñîòà ïåðåòèíó, ì. 

Ðîçêðèâàºìî âèðàçè ó ôîðìóë³ (1): 

 
( )

( )[ ].1;2

;;2

233123

211121

nxxy

nyyx

LLLmgKFlFM

LLLmgKFlFM

+−ϕ==

+==
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δ∂
 

Ðèñóíîê 3 – Êð³ïëåííÿ òðàâåðñè äî ðóõîìî¿ øòàíãè 

Âèçíà÷àºìî ïàðàìåòðè ñôåðè÷íîãî ïàëüöÿ ðóõîìî¿ øòàíãè. 

Íàéá³ëüø íåáåçïå÷íèì äëÿ ñôåðè÷íîãî ïàëüöÿ º ï’ÿòèé 

2l12 

l12 
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ðîçðàõóíêîâèé âèïàäîê íàâàíòàæåííÿ, êîëè â³í ï³äëÿãàº âèãèíó ó 

äâîõ ïëîùèíàõ. Ç óìîâè ì³öíîñò³ ïðè âèãèí³ âèçíà÷àºìî ä³àìåòð D 

[6]: 

 [ ]
3

2232

σπ

+
= xz MM

D , (2) 

äå D – á³ëüøèé ä³àìåòð ïàëüöÿ (ðèñ. 3), ì. 

Ðîçêðèâàºìî âèðàçè ó ôîðìóë³ (2): 

 115lFM xz = ; 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ){ } ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ){ } ( )( ).2

;

;

53215

5

53215

nknz

nzx
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LLLfKLLLLLLmggLmF

lFM

LfKLLLLLmggLmF

++++=

=

+++=

δ
δ

δ∂
δδ

δδ
δ

δ

δ
δ∂

δδ
δδ

δ
δ

 

Ó öèõ òà íàñòóïíèõ âèðàçàõ ³íäåêñ ”δ” îçíà÷àº íàëåæí³ñòü 

áóêñèðîâùèêó. 

Âèçíà÷àºìî ïàðàìåòðè ãîðèçîíòàëüíî¿ ïîëèö³ ðóõîìî¿ øòàíãè, 

äëÿ ÿêî¿ íàéòÿæ÷èì º ï’ÿòèé ðîçðàõóíêîâèé âèïàäîê, êîëè âîíà 

ï³äëÿãàº âèãèíó ó äâîõ ïëîùèíàõ, à òàêîæ êðó÷åííþ. Ó òàêîìó ðàç³ 

íàéá³ëüø ðàö³îíàëüíèì º çàêðèòèé òîíêîñò³ííèé ïðîô³ëü. Çàïèñóºìî 

óìîâó ì³öíîñò³ ïðè ñêëàäíîìó íàïðóæåíîìó ñòàí³: 

 
( )

[ ]
22

. 2 2

1 2 2 1 1 2 1

66
3

2 6 2 6 2

y kpz
екв

M MM

h bh b bh bh h b
σ σ

δ δ δ δ δ δ δ

  
= + + ≤    + + − −   

, (3) 

äå .еквσ  – åêâ³âàëåíòíå íàïðóæåííÿ, Ïà; 

kpM  – êðóòíèé ìîìåíò, Í⋅ì; 

b – øèðèíà ïåðåòèíó, ì; 

h – âèñîòà ïåðåòèíó, ì; 

1δ  – òîâùèíà ñò³íîê ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó, ì; 

2δ  – òîâùèíà ïîëîê ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó, ì. 

Ðîçêðèâàºìî âèðàçè â óìîâ³ ì³öíîñò³ (3): 

( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )( ){ } ( )( ).2
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11511525105115
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zyzkpnyyxz
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==+=+=
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δ∂
δδ

δδ
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δ

δ

 Çàäàþ÷èñü ( )
005,0

1
11 =δ=δ ì, ( )2

1 1 0,01δ δ= = ì, ..., ( )
1 1

nδ δ= =  

( )1

1 0,005
nδ −= +  ì, ïðèéìàºìî ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ, ÿêå â³äïîâ³äàº 

óìîâ³ ì³öíîñò³ (3). 
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Âèçíà÷àºìî ïàðàìåòðè âåðòèêàëüíî¿ ñò³éêè ðóõîìî¿ øòàíãè. Äëÿ 

âåðòèêàëüíî¿ ñò³éêè íàéòÿæ÷èì º ï’ÿòèé ðîçðàõóíêîâèé âèïàäîê, 

êîëè âîíà ï³äëÿãàº âèãèíó ó äâîõ ïëîùèíàõ òà êðó÷åííþ, íàéá³ëüø 

ðàö³îíàëüíèì ó òàêîìó ðàç³ º çàêðèòèé òîíêîñò³ííèé ïðîô³ëü. 

Çàïèñóºìî óìîâó ì³öíîñò³: 

( )
[ ]σ≤









δδ−δ−
+











δ+δ
+

δ+δ
=σ

2

121

2

1
2

22
2

1

.
2

3
62

6

62

6

bhbh

M

bhb

M

bhh

M kpxz
екв

. (4) 

Ðîçêðèâàºìî âèðàçè â óìîâ³ ì³öíîñò³ (4): 

 105115 ; lFMlFM zkpzx == . 

Çàäàþ÷èñü ( )
005,0

1
11 =δ=δ ì, ( )

01,0
2

11 =δ=δ ì, ..., 

( ) ( )
005,0

1
111 +δ=δ=δ −nn ì, ïðèéìàºìî ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ, ÿêå 

â³äïîâ³äàº óìîâ³ ì³öíîñò³ (4). 

Âèçíà÷àºìî ïàðàìåòðè íåðóõîìî¿ øòàíãè, äëÿ ÿêî¿ íàéá³ëüø 

íåáåçïå÷íèì º ïåðøèé ðîçðàõóíêîâèé âèïàäîê. Øòàíãà âèãèíàºòüñÿ 

ó îäí³é ïëîùèí³. Ïðèéìàþ÷è çàêðèòèé òîíêîñò³ííèé ïåðåòèí, 

âèçíà÷àºìî òîâùèíó ñò³íîê 1δ : 

 
[ ]( )

[ ] 2
2

1
3

h

bhM z

σ

δσ−
=δ . (5) 

Ðîçêðèâàºìî âèðàçè ó ôîðìóë³ (5): 

 ( );1041 llFM yz +=  ( )1 1 2y nF mgK L L Lδ∂= + . 

Âèçíà÷àºìî ïàðàìåòðè êðîíøòåéíà êð³ïëåííÿ íåðóõîìî¿ øòàíãè. 

Äëÿ êðîíøòåéíà íàéá³ëüø íåáåçïå÷íèì º ïåðøèé âèïàäîê 

íàâàíòàæåííÿ. Âèçíà÷àºìî ïàðàìåòðè îñíîâíèõ ñèëîâèõ åëåìåíò³â, 

ïðèéìàþ÷è òðóá÷àñò³ ïåðåòèíè: 

 
[ ]

[ ]σπ

−σπ
==α

2

2 4

D

ND

D

d x , (6) 

äå d – âíóòð³øí³é ä³àìåòð òðóá÷àñòîãî ïåðåòèíó, ì; 

D – çîâí³øí³é ä³àìåòð òðóá÷àñòîãî ïåðåòèíó, ì. 

Ðîçêðèâàºìî íåâ³äîì³ âèðàçè ó ôîðìóë³ (6): 

( )[ ] ( )nyyx LLLmgKFctglllFN +=α+= δ∂ 21121041 ;2 . 

Äëÿ ï³äêîñ³â êðîíøòåéíà 

 
[ ] ( )

[ ]σπ

−σπ
==α

2

2 4

D

ND

D

d
k

x . (7) 

Ðîçêðèâàºìî âèðàçè ó ôîðìóë³ (7) : 
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( ) ( ) ( )nyy
k

x LLLmgKFlllFN +=α+= δ∂ 21121041 ;sin2 . 

Äëÿ ï³äíîñ³â êðîíøòåéíà ñêîðèñòàºìîñÿ óìîâîþ ð³âíîì³öíîñò³ íà 

çð³ç òà çìèêàííÿ [6]: 

 
[ ]
[ ]τπ

δσα
=

2
d , (8) 

äå d  – ä³àìåòð ïàëüöÿ, ì; 

α  – åìï³ðè÷íèé êîåô³ö³ºíò; 

δ  – òîâùèíà ïðîóøèíè, ì; 

[ ]σ  – äîïóñòèìå íàïðóæåííÿ çìèíàííÿ, Ïà; 

[ ]τ  – äîïóñòèìå äîòè÷íå íàïðóæåííÿ, Ïà. 

Âèñíîâêè. Òàêèì ÷èíîì, ðîçðîáëåí³ àëãîðèòì òà ìåòîäèêà 

ïðîåêòóâàëüíîãî ðîçðàõóíêó íà ì³öí³ñòü, íàïðàâëåí³ íà âèçíà÷åííÿ 

ðàö³îíàëüíèõ ïàðàìåòð³â îñíîâíèõ ñèëîâèõ åëåìåíò³â ï³äéîìíî-

ç÷åïëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ áóêñèðîâùèê³â êàð’ºðíèõ àâòîñàìîñêèä³â. 
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ÓÄÊ 539.3 
È.Þ. Íàóìîâà  

Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÌÍÎÃÎÑËÎÉÍÎÃÎ ÏÀÊÅÒÀ ÎÁÎËÎ×ÅÊ 

Ââåäåíèå 

Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñëîèñòûõ îáîëî÷åê è ïëàñòèí, â 

îñíîâó çàêëàäûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà 

äåôîðìèðîâàíèÿ âñåãî ïàêåòà â öåëîì [1,2]. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå 

ìíîãîñëîéíàÿ îáîëî÷êà, ðàáîòàþùàÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîé 

äåôîðìàöèè, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàêåò îáîëî÷åê. Äëÿ êàæäîãî ñëîÿ 

èñïîëüçóþòñÿ óòî÷íåííûå óðàâíåíèÿ òåîðèè îáîëî÷åê, 

ïðèñïîñîáëåííûå ê ðåøåíèþ êîíòàêòíûõ çàäà÷ [3] ñî ñïåöèàëüíûìè 

êîýôôèöèåíòàìè, äàþùèìè âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå 

êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñëîÿìè, äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê 

äåéñòâèòåëüíîìó ïðè ëþáîé íàãðóçêå [4]. Íèæå ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä 

ê ðåøåíèþ ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà îáîëî÷åê áûë èçëîæåí 

ïðèìåíèòåëüíî ê ìíîãîñëîéíîìó ïàêåòó îáîëî÷åê â ðàáîòå [5]. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 

Ðàññìîòðèì ïàêåò N îäèíàêîâûõ â ïëàíå îáîëî÷åê, ñîåäèíåííûõ 

ìåæäó ñîáîé ëèáî æåñòêî (ñöåïëåííûé ïàêåò) ëèáî òîëüêî ïî 

íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè (îäíîñòîðîííèé ãëàäêèé êîíòàêò ñëîåâ 

ïàêåòà). 

Êàæäûé k-é ñëîé ïàêåòà áóäåì îïèñûâàòü óòî÷íåííûìè 

óðàâíåíèÿìè ïëîñêîé äåôîðìàöèè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, 

êîòîðûå â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìåþò âèä: 

 ( ) ( )i
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i
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kkkk q
B

ZwZ
d

d
⋅Π⋅−⋅=

1

ϕ
δ , (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( )i

k

ij

k

k

k

j

k

j

k qL
B

ZAU ⋅⋅−⋅= ,1
. (2) 

Çäåñü 

k

k

k
R

h
=δ  - îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà k -îé îáîëî÷êè, kh , kR  -òîëùèíà 

è ñðåäíèé ðàäèóñ k -îé îáîëî÷êè; ϕ  - óãëîâàÿ êîîðäèíàòà; 
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- êîýôôèöèåíòû óòî÷íåííîé òåîðèè îáîëî÷åê [ ]4 . 

Åñëè íà ñòîðîíå j  îáîëî÷êè çàäàíû ïåðåìåùåíèÿ ( ) ( )ϕju , òî 

íàãðóçêà ( ) ( )ϕjq  íà ýòîé ñòîðîíå ( )ji =  áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé 
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íåèçâåñòíîå êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå. Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó (1), 

íàõîäèì 
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δ
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kkk

i
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kk

k ZKdqK
B

Z −+Π−= ∫ , (3) 

ãäå ( )ϕkK  - ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (1) èìååò âèä ñîãëàñíî  
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Ïîäñòàâëÿÿ (3) â (2), ïîëó÷àåì îòíîñèòåëüíî êîíòàêòíûõ 

âçàèìîäåéñòâèé óðàâíåíèÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −+−=Π−+
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ϕ

ϕϕϕψψψϕ
δ

0

00

, 1
kk

j

kkk

i

k

i
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k
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i

k

ij

k ZKAUBdqKAqL . (5) 

Áóäåì âåñòè ñ÷åò îáîëî÷åê â ïàêåòå, íà÷èíàÿ ñ âîãíóòîé ñòîðîíû 

ïàêåòà (ðèñ.1). 

Êðàåâûå óñëîâèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ äëÿ ïàêåòà â öåëîì 

çàäàíû â âèäå: 

 ( )
( )

( )
( )1

1

1

1

11 +
+

+
+ =Γ Q

q

U
; ( )

( )

( )
( )1

1

1

1 −
−

−
− =Γ Q

q

U

N

N , (6) 

ãäå: 
( )1

1

+U  - ìàòðèöà ïåðåìåùåíèé íà âîãíóòîé ñòîðîíå ïàêåòà; ( )1−
NU  - 

ìàòðèöà ïåðåìåùåíèé íà âûïóêëîé ñòîðîíå ïàêåòà; ( )1

1

+q  - ìàòðèöà 

íàãðóçîê èëè êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé íà âîãíóòîé ñòîðîíå 

ïàêåòà; ( )1−
Nq  - ìàòðèöà íàãðóçîê èëè êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé íà 

âûïóêëîé ñòîðîíå ïàêåòà; ( )1+Γ  - ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, 

îïðåäåëÿåìàÿ âèäîì êðàåâûõ óñëîâèé íà âîãíóòîé ëèöåâîé 
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ïîâåðõíîñòè ïàêåòà; ( )1−Γ  - ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ 

âèäîì êðàåâûõ óñëîâèé íà âûïóêëîé ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ïàêåòà; 
( )1+Q  - ìàòðèöà çàäàííûõ ïåðåìåùåíèé èëè íàãðóçîê íà âîãíóòîé 

ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ïàêåòà; ( )1−Q  - ìàòðèöà çàäàííûõ ïåðåìåùåíèé 

èëè íàãðóçîê íà âûïóêëîé ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ïàêåòà. 

 

Ðèñóêíîê 1 

Äëÿ íåçàìêíóòûõ îáîëî÷åê ïàêåòà äîëæíû áûòü çàäàíû êðàåâûå 

óñëîâèÿ íà òîðöàõ 

 ( )
( ) ( )j

k

j

kjk OZ =Γ , , (7) 

ãäå 

k  - íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåé îáîëî÷êè, 1−=j  - ëåâûé òîðåö 

îáîëî÷êè, 1+=j  - ïðàâûé òîðåö îáîëî÷êè; ( )jk ,Γ  - ìàòðèöà, 

îïðåäåëÿåìàÿ âèäîì òîðöåâûõ êðàåâûõ óñëîâèé; ( )j

kZ  - ìàòðèöà 

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé èëè èõ êîìáèíàöèé, âûõîäÿùèõ íà 

òîðöû îáîëî÷êè, îïðåäåëÿåìûõ èç êðàåâûõ óñëîâèé; ( )j

kO  - çàäàííûå 

ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ èëè èõ êîìáèíàöèè íà òîðöàõ. 

Äëÿ çàìêíóòûõ îáîëî÷åê ïàêåòà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ 

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ( )0ϕkZ  èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ 

öèêëè÷íîñòè 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ +Π−−=⋅−−
π

ϕϕϕϕ
δ

ϕπ
2

0

00

1
21 dqK

B
ZK k

i

kk

kk

kk . (8) 

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó 

îáîëî÷êàìè è ìåæäó ïàêåòîì â öåëîì ñ äðóãèìè òåëàìè ñîãëàñíî 

óñëîâèÿì (6). Èñïîëüçóÿ äèñêðåòíóþ ïîñòàíîâêó, çàäà÷ó ñâîäèì ê 

êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïàêåòà â öåëîì êàê îäíîé îáîëî÷êè. Ýòî 
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äîñòèãàåòñÿ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ âíóòðåííèõ êîíòàêòíûõ 

âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó îáîëî÷êàìè ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ 

ñîîòíîøåíèé, óñòàíàâëèâàåìûõ íà îñíîâàíèè óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ 

îáîëî÷êè â ïàêåò. 

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 

 

Ðèñóêíîê 2 

Ðàññìîòðèì k -þ, ( )1+k -þ, ( )1−k -þ îáîëî÷êè (ðèñ.2) è ââåäåì 

îáîçíà÷åíèÿ 

 ( )
kk UU =−1 ; ( )

kk qq =−1 ,  Nk ,...,2,1= . (9) 
Òîãäà â ñèëó óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ: 

 ( ) ( )1

1

1 −
−

+ = kk UU , ( ) ( )1

1

1 −
−

+ −= kk qq  (10) 
èìååì 

 ( )
1

1

−
+ = kk UU ; ( )

1

1

−
+ −= kk qq , Nk ,...,3,2= . (11) 

Â ýòîì ñëó÷àå â èíòåãðàëüíîé ïîñòàíîâêå îäíîìåðíûõ 

êîíòàêòíûõ çàäà÷, êîíòàêòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ 

îáîëî÷åê k  -îé è ( )1+k  - îé íà èõ îáùåé ãðàíèöå ïðèîáðåòàþò âèä: 

- íà âûïóêëîé ãðàíèöå k  - îé îáîëî÷êè 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
kkkkkkkk UUxZIqKqK ==++− −−−−

−
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1,1 , 1,...,2,1 −= Nk ; (12) 

- íà âîãíóòîé ãðàíèöå ( )1+k  - îé îáîëî÷êè 
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Â ôîðìóëàõ (12), (13) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ 
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Èñêëþ÷àÿ èç ñîîòíîøåíèé (12), (13) ïåðåìåùåíèÿ kU , ïðèõîäèì 

ê ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòè ìåæäó êîíòàêòíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè 

 ( ) ( ) ( )01
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1 xZIqК kkkk +
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+ ⋅+ = 
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11,1
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1

1,1 xZIqККqК kkkkkkk ⋅+++− +−−
+

++
−

−+ ; 1,.....,2,1 −= Nk . (15) 

Åñëè ê ñîîòíîøåíèþ (15) äîáàâèòü òîæäåñòâî kk qq =  è êðàåâûå 

óñëîâèÿ íà òîðöàõ (7) äëÿ íåçàìêíóòûõ îáîëî÷åê èëè óñëîâèå 

ïåðèîäè÷íîñòè (8) äëÿ çàìêíóòûõ îáîëî÷åê ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé 

ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (3), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, 

ïðåäñòàâèìîå â ìàòðè÷íîé ôîðìå â âèäå: 

 111 +++ += kkkkk OtNtM , (16) 
ãäå 
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Ñîîòíîøåíèÿ (16) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûå çàâèñèìîñòè ìåæäó îñíîâíûìè íåèçâåñòíûìè kt  è 

1+kt  ñîñåäíèõ ïëàñòèí. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîïóñêàþò ðàçðåøåíèå 

îòíîñèòåëüíî îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ 1+kt , îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå 

âûïîëíèòü ýòî â çàìêíóòîì âèäå çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó çàìåíèì 

ýòè óðàâíåíèÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì (ïðîèçâîäíûå – êîíå÷íûìè 

ðàçíîñòÿìè, èíòåãðàëû – êîíå÷íûìè ñóììàìè). Ïðè ýòîì 

êîìïîíåíòû ìàòðèö – ñòîëáöîâ kt  áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé çíà÷åíèÿ 

ýòèõ âåëè÷èí íà ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ âèäîì 

èíòåðïîëÿöèîííûõ è êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, à ýëåìåíòû ìàòðèö 1+kM , 

kN  - êîýôôèöèåíòû óêàçàííûõ ôîðìóë. 

Ðàçðåøàÿ ñîîòíîøåíèÿ (16) îòíîñèòåëüíî 
1+kt , ïðèõîäèì ê 

ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì 

 1

1

1

1

11 +
−
+

−
++ += kkkkkk OMtNMt , 1,.....,2,1 −= Nk . (18) 

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå, ïðèõîäèì ê 

âûðàæåíèþ îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ k -îé ïëàñòèíû ÷åðåç îñíîâíûå 

íåèçâåñòíûå ïåðâîé ïëàñòèíû. 

Àíàëîãè÷íî ïîäõîäó ê ðåøåíèþ ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà ïëàñòèí, 

èçëîæåííîìó â ðàáîòå [ ]5 , ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèÿ îñíîâíûõ 

íåèçâåñòíûõ äëÿ N -îé îáîëî÷êè ÷åðåç îñíîâíûå íåèçâåñòíûå ïåðâîé 

îáîëî÷êè â êðàåâûå óñëîâèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ äëÿ ïàêåòà â 
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öåëîì (6) è äîáàâëÿÿ óñëîâèÿ íà òîðöàõ (7) èëè óñëîâèÿ öèêëè÷íîñòè 

(8) äëÿ ïåðâîé îáîëî÷êè, ïîëó÷àåì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé 

îòíîñèòåëüíî îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ äëÿ ïåðâîé îáîëî÷êè. Îáðàùàÿ 

ýòó ñèñòåìó íàõîäèì 1t , à çàòåì ïî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì (18) 

îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå íåèçâåñòíûå äëÿ îñòàëüíûõ îáîëî÷åê ïàêåòà. 

Èëëþñòðàöèÿ íà ïðèìåðå ïàêåòà îáîëî÷åê ïîä äåéñòâèåì 

ðàâíîìåðíîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ 

Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïÿòèñëîéíûé ïàêåò 

îáîëî÷åê ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ q  

(ðèñ.3). Êàæäûé ñëîé ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóãëóþ òðóáó, 

ðàáîòàþùóþ â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ïîä äåéñòâèåì 

âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ðàâíîìåðíûõ äàâëåíèé. 

 

 Ðèñóíîê 3 Ðèñóíîê 4 Ðèñóíîê 5 

Äëÿ ïåðâîãî ñëîÿ äàâëåíèå q  íà âîãíóòîé ïîâåðõíîñòè çàäàíî, à 

íà âûïóêëîé âîçíèêàåò íåèçâåñòíîå êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå 1q  

(ðèñ.4). Äëÿ ïÿòîãî ñëîÿ (ðèñ.5) âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà, à íà 

âîãíóòîé – íåèçâåñòíîå êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå 4q . Äëÿ 

ïðîìåæóòî÷íûõ ñëîåâ íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ íåèçâåñòíûå 

êîíòàêòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ òàêîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è â 

ïîñòàíîâêå òåîðèè óïðóãîñòè ôîðìóëû Ëàìå äëÿ êàæäîãî ñëîÿ äàþò 

âûðàæåíèÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé òðóáû 

÷åðåç êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ èëè íàãðóçêè. 

Òàêèì îáðàçîì, åñòü âîçìîæíîñòü ñ ïîìîùüþ óêàçàííîãî âûøå 

àëãîðèòìà ïîëó÷èòü ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è â ïîñòàíîâêå 

òåîðèè óïðóãîñòè. 



4 (51) 2007 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

152  ISSN 1562-9945 

Â òàáëèöàõ 1, 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ êîíòàêòíûõ 

âçàèìîäåéñòâèé 
q

qi  ( )4,3,2,1=i  ìåæäó ñëîÿìè â ïîñòàíîâêàõ òåîðèè 

óïðóãîñòè è èñïîëüçóåìîé óòî÷íåííîé òåîðèè îáîëî÷åê: äëÿ òîíêîãî 

ïàêåòà îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû 05.0=δ  (òàáë.1), äëÿ òîëñòîñòåííîãî 

ïÿòèñëîéíîãî öèëèíäðà îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû 25.0=δ  (òàáë.2). Ïðè 

ýòîì æåñòêîñòè è îòíîñèòåëüíûå òîëùèíû îòäåëüíûõ ñëîåâ ìåæó 

ñîáîé ðàâíû. 

Òàáëèöà 1  Òàáëèöà 2 

 Òåîðèÿ 
óïðóãîñòè 

Òåîðèÿ 
ïëàñòèí 

  Òåîðèÿ 
óïðóãîñòè 

Òåîðèÿ 
ïëàñòèí 

q1/q 808.0  796.0   q1/q 842,0  778,0  

q2/q 61.0  594.0   q2/q 652,0  567,0  

q3/q 408.0  394.0   q3/q 441,0  368,0  

q4/q 204.0  196.0   q4/q 22,0  179,0  

Âûâîäû 

Èç ðàññìîòðåííîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî îòëè÷èå îòíîñèòåëüíîãî 

êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñëîÿìè ïàêåòà â ïîñòàíîâêàõ 

óòî÷íåííîé òåîðèè îáîëî÷åê è òåîðèè óïðóãîñòè êîëåáëåòñÿ îò 7,6% 

äî 18% äëÿ ìíîãîñëîéíîãî òîëñòîñòåííîãî öèëèíäðà è îò 1,5% äî 4% 

- äëÿ òîíêîãî ïàêåòà. 
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ÑÏËÀÉÍÛ Ê ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÞ ÔÓÍÊÖÈÉ ÄÂÓÕ 

ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ 

Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé èìåþùèõ 

íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà êâàäðàòå  è èõ ïðèáëèæåíèå 

ñïëàéí-ôóíêöèÿìè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé ),( yxf , èìåþùèõ 

íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå p -ãî ïîðÿäêà ïî x  è ïî y  íà 

êâàäðàòå Q  )1,0( ≤≤ yx , îáîçíà÷èì ÷åðåç   );,2,1,0( 0 CCpC p == … .   

Ïóñòü   äàëåå   { ]10[ 10 =<<<==∆ mxxx …  
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),;,( 11 iikk yyxx −−  ôóíêöèÿ 
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òî òàêîé ñïëàéí îáîçíà÷èì ÷åðåç ),;(0
, yxfS nm . 

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå. 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωHW 1,1  ñîâîêóïíîñòü 

ôóíêöèé ,),( 1Cyxf ∈  óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 

( ) ( );),(),(
212211

2211 yyxx
x

yxf

x

yxf
−ω+−ω≤

∂
∂

−
∂

∂
 

( ) ( ),),(),(
212211

2211 yyxx
y

yxf

y

yxf
−ω+−ω≤

∂
∂

−
∂

∂
 

ãäå )(),(),(),( 2121 vuzt ωωωω  – çàäàííûå ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè. Â 

ñëó÷àå, åñëè 0)()( 12 =ω≡ω uz , òî òàêîé êëàññ îáîçíà÷èì ÷åðåç 

ωHW 1,1 . 

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Cyxf ∈),(  ðàññìîòðèì 

 ( ) ( ) ( )yxfSyxfyxf nme ,;,,; ,−= . (1) 

Çàìåòèì, ÷òî ñïëàéí ),;(, yxfS nm  â ëþáîé òî÷êå ïðÿìîóãîëüíèêà 

ikQ ,  îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûñîòîé, äëèíîé ïðÿìîóãîëüíèêà ikQ ,  

è çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ),( yxf  è åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 

y

yxf

x

yxf

∂
∂

∂
∂ ),(

,
),(

 â âåðøèíàõ ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïîýòîìó áåç 

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî hxx =≤≤ 10 , 

gyy =≤≤ 10 . Äëÿ ),;(, yxfS nm  íà ïðÿìîóãîëüíèêå ],0;,0[ ghP =  èìååì 

ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå 

 ),;(, yxfS nm = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ +⋅−⋅+⋅⋅ ygHxhhHhfygHxhHf o ;;0,;;0,0 000  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]+−⋅−⋅+−⋅⋅+ yggHxhhHghfyggHxhHgf ;;,;;,0 0000  

 + ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ +⋅−⋅−⋅⋅ ygHxhhHhfygHxhHf xx ;;0,);(;0,0 01
'

01
'  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−⋅−⋅−−⋅⋅+ );(;,;;,0 01
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'

10
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,2
0

0
0

0 )(
),(
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);( JzzP
z
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−∂
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ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Äëÿ  r =1, 2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî  

 +ωε+ωε≤

ω∈

),,(),,();;(sup 2
1,1

1,11, ygxhyxf rr

HWf

e  

 [ ] [ ]{ ;)();()();();();(min 101011 xhxhhHxxhHyggHygH −ω−+ω⋅−++  

 [ ] [ ]})();()();(),();( 202011 ygyggHyygHxhhHxhH −ω−+ω⋅−+ ,  
à äëÿ âûïóêëûõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè 

 +






 ∆
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∆ωε≤

ω∈
2

,,
2

,,),;(sup 2
21,

1
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yxfe  
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01 tqqttHtqHt −ξ−=η⋅=ξ −  

Ñëåäñòâèå 1. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà äëÿ  r =1, 2,… 

 ),(),,(),;(sup ,1,11, 2
01,1

ygxhyxf rr

HWf

e ωε+ωε≤

ω∈

, (4) 

 .
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1
111, 2
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 ∆
∆ωε≤

ω∈

rr

HWf

yxfe  (5) 

Ïðè r =1, 2 â (4) è (5) çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ 

âûïóêëûõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè )(1 tω  è )(2 zω . 

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1,1W  ÊÌ – êëàññ ôóíêöèé, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì  

 QyxM
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Ñëåäñòâèå 2. Îïðåäåëÿåì ðàâåíñòâî 
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Îöåíêó ñâåðõó äëÿ ),;( yxfe  íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç (3), à îöåíêà 

ñíèçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ( ) KMWztf 1,1, ∈ε  ÷àñòíûå 

ïðîèçâîäíûå êîòîðîé îïðåäåëåíû óðàâíåíèÿìè  
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21,ωωH   ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé, 

óäîâëåòâîðÿþùèõ íà Q óñëîâèþ 

)()(),(),( 2122112211 yyxxyxfyxf −ω+−ω≤− . 

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ 

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ ∆ è ïðîèçâîëüíûõ 

ìîäóëåé )(),( 21 zt ωω  èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:  
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Äëÿ )()(),( 000 yfxfyxf +=  â (7) èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà . 

Ôóíêöèè )(0 xf  è )(0 yf  îïðåäåëÿþòñÿ êàê è â ðàáîòå 2. Îòñþäà è 

ñëåäóåò òåîðåìà 2.  

Âûâîäû. Ïîëó÷åíû äâå òåîðåìû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè 

êëàññà  

W1,1 ÊÌ (èìåþùèõ îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà 

êâàäðàòå) ñïëàéí-ôóíêöèÿìè. 

 

Ïîëó÷åíî 21.06.2007 ã. 
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ÓÄÊ 620.17 

Õ.À. Àñêåðîâ, À.Ä. Àõìåäîâ  

ÂËÈßÍÈÅ ËÅÃÈÐÎÂÀÍÈß È ÑÒÅÏÅÍÈ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ ÍÀ 

ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ È ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÒÅÐÌÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ 

ÎÁÐÀÁÎÒÀÍÍÎÉ ÑÒÐÎÈÒÅËÜÍÎÉ ÑÒÀËÈ 

Òåðìè÷åñêîå óïðî÷íåíèå ñòðîèòåëüíûõ ñòàëåé èìååò ÷ðåçâû÷àéíî 

âàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Íàëè÷èå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî 

òåðìè÷åñêîìó óïðî÷íåíèþ íèçêîëåãèðîâàííûõ ñòàëåé ïîçâîëèëî 

ïðèíöèïèàëüíî ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó â ïðîìûøëåííîñòè. Âìåñòå ñ 

òåì äëèòåëüíîå âðåìÿ òåõíîëîãèÿ òåðìè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ ñòàâèëî 

ñâîåé çàäà÷åé ïîëó÷åíèå â ïðîêàòå îäíîðîäíûõ èëè áëèçêèõ ê íèì 

ñòðóêòóðíûõ ñîñòîÿíèé â ðåçóëüòàòå ìàðòåíñèòíîãî è 

ïðîìåæóòî÷íîãî ïðåâðàùåíèé. Ýòî óäàëîñü îñóùåñòâèòü íà 

ïðîêàòíûõ ïðîôèëÿõ ìàëîãî ñå÷åíèÿ è ïðîñòîé ôîðìû. Ðîñò 

ðàçìåðîâ ñå÷åíèé è óñëîæíåíèå èõ ôîðìû ïðè ñóùåñòâóþùèõ 

ìîùíîñòÿõ òåðìè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ äåëàåò ýòó çàäà÷ó òðóäíî 

âûïîëíèìîé. 

Ñðàâíèòåëüíî íèçêàÿ ïðîêàëèâàåìîñòü ñòàëè è òåõíîëîãè÷åñêèå 

îñîáåííîñòè òåðìîóïðî÷íåíèÿ íåèçáåæíî ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíîé 

íåîäíîðîäíîñòè ñòðóêòóðû è ñâîéñòâ ïî ñå÷åíèþ ïðîêàòà. 

Ïîâåðõíîñòíûå ñëîè, ïîäâåðãíóòûå íàèáîëåå èíòåíñèâíîìó 

îõëàæäåíèþ, îáëàäàþò áîëåå âûñîêîé òâåðäîñòüþ è ïðî÷íîñòüþ, à 

öåíòðàëüíûå – íàîáîðîò, áîëåå ïëàñòè÷íû. 

Â òîæå âðåìÿ ñîâðåìåííûå äîñòèæåíèÿ â ðàçðàáîòêå 

êîìïîçèòíûõ ñòàëåé ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòåðèàëû ñ çàìåòíî 

ðàçëè÷àþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè èõ ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ìîãóò 

îáëàäàòü âåñüìà óäà÷íûì ñî÷åòàíèåì ïðî÷íîñòè è âÿçêîñòè. 

Äàæå òîò íåçíà÷èòåëüíûé îïûò èññëåäîâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ 

ïðîêàòà ìàëîóãëåðîäèñòîé ñòàëè, èìåþùåãî ìàêðîñòðóêòóðíóþ 

íåîäíîðîäíîñòü ñ áîëåå ïðî÷íûì ïîâåðõíîñòíûì ñëîåì, ïîêàçûâàåò, 

÷òî íåòðàäèöèîííûå äëÿ òàêîãî ïðîêàòà îñîáåííîñòè íå ïðåïÿòñòâóþò 

åãî ýôôåêòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ â êîíñòðóêöèÿõ. Áîëåå òîãî, 

ñòðóêòóðíàÿ ìàêðîíåîäíîðîäíîñòü â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèâîäèò ê 

ïîâûøåíèþ óñòàëîñòíîé ïðî÷íîñòè è âÿçêîñòè ìàòåðèàëà. Òàêîå 
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ïîâûøåíèå ñâîéñòâ îáóñëîâëåíî êàê âûñîêèìè ñâîéñòâàìè îòäåëüíûõ 

ñëîåâ, òàê è ñëîèñòîñòüþ ìàòåðèàëà. 

Ëîãè÷íûì âûõîäîì èç ñîçäàâøåãîñÿ ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 

ñîçäàíèå â íèçêîóãëåðîäèñòûõ ñòàëÿõ ïðè òåðìè÷åñêîì óïðî÷íåíèè 

ðåãëàìåíòèðîâàííîé ìàêðîñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè. Äëÿ ýòîãî 

íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü òðóäíîñòè ïðè èäåíòèôèêàöèè ñëîæíûõ, 

ñìåøàííûõ ñòðóêòóð, îáðàçóþùèõñÿ â íèçêîëåãèðîâàííûõ ñòàëÿõ 

ïðè èõ òåðìè÷åñêîì óïðî÷íåíèè, è â îñìûñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî 

èì êîìïëåêñà ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Åùå â áîëüøåé ñòåïåíè ýòî 

îòíîñèòñÿ ê ñòàëÿì, òåðìè÷åñêè óïðî÷íåííûì â ïðîìûøëåííûõ 

óñëîâèÿõ. 

Ñ ýòèõ ïîçèöèé â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðóêòóðà è ñâîéñòâà 

ñòðîèòåëüíîé ñòàëè 09Ã2ÔÁ ïðè ðåàëèçàöèè ýôôåêòà òåðìè÷åñêîãî 

óïðî÷íåíèÿ â ïðîìûøëåííûõ óñëîâèÿõ. 

Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëè íà ñòàëè ìàðêè 09Ã2ÔÁ ïðîìûøëåííîé 

âûïëàâêè. Òåðìè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ïðîâîäèëàñü ïî îïòèìàëüíîìó 

ðåæèìó: íàãðåâ ñëÿáîâ äî òåìïåðàòóðû 1150°C 5-6 ÷.: ïðîêàòêà â 

÷åðíîâîé êëåòè äî òîëùèíû 50 ìì çà 9 ïðîõîäîâ; ïîäñòóæèâàíèå 

ïðîêàòà íà âîçäóõå ïåðåä ÷èñòîâîé êëåòüþ äî 820°C, îêîí÷àòåëüíàÿ 

ïðîêàòêà â ÷èñòîâîé êëåòè íà òîëùèíó 17,5 ìì çà 8 ïðîõîäîâ : 

òåìïåðàòóðà êîíöà ïðîêàòêè 740-720°C, óñêîðåííîå îõëàæäåíèå 

ïðîêàòà ñî ñêîðîñòüþ 40°C /ñ. 

Òàêîé ðåæèì òåðìè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ ïðèâåë ê ôîðìèðîâàíèþ 

íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð ïî ñå÷åíèþ (òîëùèíå) ïîêàòà (ðèñ. 1). 

Öåíòðàëüíûå ñëîè èìåþò ìåëêîçåðíèñòóþ ñòðóêòóðó 

ïîëèãîíèçèðîâàííîãî ôåððèòà è ïåðëèòà (ðèñ.2, â). Ïî ìåðå 

ïðèáëèæåíèÿ ê ïîâåðõíîñòè ðàçìåð çåðíà ôåððèòà óìåíüøàåòñÿ è 

ïðèîáðåòàåò èãîëü÷àòûå î÷åðòàíèÿ (ðèñ.2, à, á). 

Àíàëèç ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ ïîêàçàë, ÷òî ôîðìèðóþùèåñÿ â íåì 

ñòðóêòóðû ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê 

ïîâåðõíîñòè, êàê ôåððèòî-ïåðëèòíàÿ ïîâûøåííîé äèñïåðñíîñòè, 

èãîëü÷àòîãî ôåððèòà, âåðõíåãî áåéíèòà, íèæíåãî áåéíèòà è ðåå÷íîãî 

äèñëîêàöèîííîãî ìàðòåíñèòà. Ìèêðîôîòîãðàôèè ýòèõ ñòðóêòóð 

ïðèâåäåíû íà ðèñ.3. Îòìå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè, êîòîðûå 

ïîçâîëÿþò èäåíòèôèöèðîâàòü äàííûå ñòðóêòóðû : èãîëü÷àòûé ôåððèò 

– îòñóòñòâèå êàðáèäíûõ âûäåëåíèé è ïîâûøåííàÿ ïëîòíîñòü 

äèñëîêàöèé â ôåððèòå (ðèñ.3 à, á, â); âåðõíèé áåéíèò – âûäåëåíèå 
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êàðáèäíîé ôàçû â âèäå ïëåíêè ïî ãðàíèöàì ðååê  (ðèñ.3 ã ); íèæíèé 

áåéíèò – âûäåëåíèå êàðáèäíîé ôàçû òèïà öåìåíòèòà ïîä óãëîì 55 

ãðàäóñîâ ê ðåéêàì è áîëåå êðóïíûå êàðáèäíûå âûäåëåíèÿ íà ñòûêàõ 

çåðåí ; ðåå÷íûé äèñëîêàöèîííûé ìàðòåíñèò – âûäåëåíèå âíóòðè ðååê 

êàðáèäíîé ôàçû òèïà Fe3Ñ, îðèåíòèðîâàííîé ïî òðåì 

êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèì ïëîñêîñòÿì. 

Àíàëèçèðóÿ òîíêóþ ñòðóêòóðó öåíòðàëüíûõ ñëîåâ, íåîáõîäèìî 

îòìåòèòü íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ îáðàçóþùåãîñÿ â êîíå÷íîé 

ñòðóêòóðå ïëàñòèí÷àòîãî ïåðëèòà (ðèñ. 3 ä, å) . Ïåðëèòíàÿ ñòðóêòóðà 

âåñüìà äèñïåðñíà è íå îòëè÷àåòñÿ âûñîêîé ïëîòíîñòüþ äèñëîêàöèé. Â 

ôåððèòå íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åííàÿ ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé, îáðàçóþòñÿ 

èõ íåðåãóëÿðíûå ñïëåòåíèÿ, à ìåñòàìè è ÿ÷åèñòàÿ ñóáñòðóêòóðà 

(ðèñ.3ä). Ïîâûøàåòñÿ äîëÿ ôåððèòíûõ çåðåí, ñîäåðæàùèõ âíóòðè 

ñåáÿ ñóáçåðíà, îãðàíè÷åííûå ïîëèãîíàëüíûìè äèñëîêàöèîííûìè 

ñòåíêàìè. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê öåíòðó ïðîêàòà ìîðôîëîãèÿ è 

äèñïåðñíîñòü ñòðóêòóðû ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íà ñòðóêòóðå, 

ïîëó÷àåìîé â ýòîé ñòàëè ïîñëå êîíòðîëèðóåìîé ïðîêàòêè (ðèñ. 3, ç) . 

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êîìïëåêñ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ: Bσ  =800 

ÌÏà, Tσ = 720 ÌÏà, δ =27%. Ýòî çíà÷èòåëüíî âûøå ìåõàíè÷åñêèõ, 

ïîëó÷åííûõ íà ìàòåðèàëå òîé æå ïëàâêè ïîñëå êîíòðîëèðóåìîé 

ïðîêàòêè : Bσ   = 580 ÌÏà, Tσ = 510 ÌÏà, δ =25%. Ñòðóêòóðíàÿ 

íåîäíîðîäíîñòü, âûðàæåííàÿ â ïîâûøåíèè ïðî÷íîñòè ïîâåðõíîñòíîãî 

ñëîÿ, íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ïîêàçàòåëè óäàðíîé âÿçêîñòè, êîòîðûå 

îïðåäåëÿëèñü íà îáðàçöàõ, âûðåçàííûõ ñ ïîâåðõíîñòíîãî è 

öåíòðàëüíûõ ñëîåâ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè íàíåñåíèè íàäðåçà 

íà ïîâåðõíîñòè ïðîêàòà óäàðíàÿ âÿçêîñòü îêàçûâàëàñü âî âñåõ 

ñëó÷àÿõ âûøå, ÷åì ïðè íàäðåçå ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðîêàòó. 

Ñîçäàíèå ïðè òåðìè÷åñêîì óïðî÷íåíèè ðåãëàìåíòèðîâàííîé 

ìàêðîíåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû ñ áîëåå ïðî÷íûìè ïîâåðõíîñòíûìè 

ñëîÿìè ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ïðî÷íîñòü ìàëîïåðëèòíîé 

ñòàëè ïðè ñîõðàíåíèè âÿçêîñòè ïðîêàòà. Âûñîêàÿ âÿçêîñòü 

îáóñëîâëåíà ìîðôîëîãèåé è âÿçêîñòüþ ïîâåðõíîñòíûõ ñòðóêòóð è 

áëàãîïðèÿòíûì âëèÿíèåì âíóòðåííèõ ïëàñòè÷íûõ ñëîåâ, 

âûñòóïàþùèõ â êà÷åñòâå ýíåðãîåìêîãî “ãàñèòåëÿ” âÿçêîé èëè 

õðóïêîé òðåùèíû. 

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå 

âûâîäû: 
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1. Ðåêîìåíäîâàòü ïðèìåíåíèå ðåæèìîâ òåðìè÷åñêîé îáðàáîòêè, 

ïðèâîäÿùèõ ê ñîçäàíèþ â ïðîêàòå ðåãëàìåíòèðîâàííîé 

ìàêðîíåîäíîðîäíîñòè. 

2. Ñîçäàíèå ðåãëàìåíòèðîâàííîé ìàêðîíåîäíîðîäíîñòè ñòðóêòóðû ñ 

áîëåå ïðî÷íûìè ïîâåðõíîñòíûìè ñëîÿìè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì 

ìåòîäîì ïîâûøåíèÿ ïðî÷íîñòè ïðîêàòà äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ 

êîíñòðóêöèé. 

 à)  á) 

Ðèñóíîê 1 - õ100: à) ïîâåðõíîñòü ; á) öåíòð 

 à)  á)  â) 

Ðèñóíîê 2 - õ500: à) ïîâåðõíîñòü; á)I/4 òîëùèíû îò ïîâåðõíîñòè; â) öåíòð. 

à) á)  â)  ã) ä) 

 å)  æ)  ç) 

Ðèñóíîê 3 - Óìåíüøåíî I/4 : à) õ 13000; á) õ43000; â) õ18000; ã) õ7000; ä) 
õ28000; å) õ68000; æ) õ30000; ç) õ18000  
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ÐÅÔÅÐÀÒÛ 

Гнітько В.І., Єселева О.В. Застосування методу граничних елементів до 

розрахунку коливань оболонок обертання, що містять рідину // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- 

Дніпропетровськ, 2007. - С.3-8. 

Запроповано підхід до визначення напруженого та деформованого стану в 

оболонках обертання, що взаємодіють з рідиною, при динамічних навантаженнях. 

Розв’язання задачі засновано на використанні методу граничних інтегральних рівнянь і 

методу граничних елементів. Для визначення гідродинамічного тиску рідини на 

оболонку отримані чисельні розв'язки систем сингулярних інтегральних рівнянь. 

Проведено чисельні дослідження коливань напівсферичної оболонки з рідиною. 

УДК 539.3 

Головко К.Г., Луговий П.З., Мейш В.Ф. Динамічна поведінка сферичних 

оболонок на пружній основі при імпульсному навантаженні // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- 

Дніпропетровськ, 2007. - С.9-13. 

Розглянуту постановку задачі про динамічну поведінку сферичної оболонки на 

пружній основі. Приведено чисельний алгоритм розв’язку задачі з врахуванням 

пружної основи та проведено аналіз отриманих результатів. 

Бібл. 7, іл. 2. 

Григор’єва Л.О. Електропружні коливання п’єзокерамічного циліндра при 

нестаціонарних збуреннях // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. - Випуск 4(51) .- Дніпропетровськ, 2007. - С.14-17. 

Хома І.Ю., Хома Ю.І. Термонапружений стан нетонких анізотропних 

оболонок з початковими напруженнями і деформаціями // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- 

Дніпропетровськ, 2007. - С.18-20. 

Изложен способ построения уравнений равновесия нетонких анизотропных 

оболочек с начальными напряжениями и деформациями при установившемся 

температурном поле. В основу его положен метод разложения искомых функций в 

ряды Фурье по полиномам Лежандра координаты толщины. Относительно 

коеффициентов разложений как функций двух независимых переменных 

вариационным способом составляется система дифференциальных уравнений и 

соответствующие ей граничные условия. Предполагается, что начальные напряжения и 

перемещения определяются из решения соответствующей линейной краевой задачи. 

УДК 534.21:537.634 
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Левченко В.В., Зінчук Л.П. Поширення магнітоелектропружних хвиль зсуву в 

шарувато-періодичних ферит-п’єзоелетричних стуктурах // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- 

Дніпропетровськ, 2007. - С.21-26. 

Розроблено підхід до побудови дисперсійних рівнянь для нормальних 

магнітопружних хвиль зсуву, що поширюються у металізованих шарувато-періодичних 

ферит-п’єзоелектричних структурах та виявлено особливості впливу магнітних 

властивостей фериту на дисперсійні характеристики хвиль. 

Бібл. 5. 

УДК 539.3 

Мейш В.Ф., Мейш Ю.А., Штанцель Е.А. Динамічна поведінка тришарових 

балок в рамках прикладних теорій при нестаціонарних навантаженнях // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- 

Дніпропетровськ, 2007. - С.27-34. 

На основі прикладних теорій тришарових балок розглянуто задачі про вимушені 

коливання. В частковому випадку проведено порівняння з аналітичними та 

експериментальними даними. 

Бібл.5, табл. 2. 

Бабич И.Ю., Семенюк Н.П., Жукова Н.Б. Влияние свойств композиционных 

материалов на устойчивость некруговых цилиндрических оболочек при осевом 

сжатии или внешнем давлении // Системні технології. Регіональний міжвузівський 

збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- Дніпропетровськ, 2007. - С.35-38. 

М.О.Шульга До теорії електромеханічних неосесиметричних коливань 

п’єзокерамічних пластин з товщинною поляризацією // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- 

Дніпропетровськ, 2007. - С.39-43. 

Н.Д.Шульга Форми коливань на границях зон пропускання одномірних 

хвиль в двокомпонентних шаруватих композитах з міжфазними 

недосконалостями // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник 

наукових праць. - Випуск 4(51) .- Дніпропетровськ, 2007. - С.44-49. 

УДК 539.3 

Бабич С.Ю., Борисов Е.Н., Глухов Ю.П. К решению одной динамической 

задачи для двухслойного предварительно напряженного полупространства с 

использованием комплексных потенциалов // Системні технології. Регіональний 

міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- Дніпропетровськ, 2007. - С.50-

52. 
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С использованием комплексных потенциалов исследовано влияние начальных 

напряжений на параметры напряженно-деформируемого состояния слоистого 

полупространства при воздействии  на него подвижной нагрузки. 

Библ. 5 

УДК 539.3 

Бабич С.Ю., Глухов Ю.П. Об одной задаче о воздействии подвижной нагрузки 

на слоистое полупространство с начальними напряжениями // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- 

Дніпропетровськ, 2007. - С.53-58. 

Рассмотрена плоская задача для двухслойного полупространства, состоящего из 

пластины и подстилающего ее предварительно напряженного полупространства при 

воздействии подвижной нагрузки. Исследовано влияние учета инерции вращения при 

различных начальних напряжениях и условиях сопряжения пластины и 

полупространства. 

Савченко В.Г. Численное исследование неосесимметричного деформирования 

тел вращения с учетом вида напряженного состояния // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- 

Дніпропетровськ, 2007. - С.59-64. 

Предложена методика учета вида напряженного состояния в процессах 

деформирования при исследовании термоупругопластического напряженно-

деформированого состояния составных  тел вращения при неосесимметричном 

нагружении и нагреве. 

Павленко А.М., Соколовская И.Е. К определению скорости и траектории 

движения частицы в потоке теплоносителя // Системні технології. Регіональний 

міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51) .- Дніпропетровськ, 2007. - С.65-

70. 

В статье приводятся экспериментальные данные, на основании которых создана 

математическая модель движения частиц в вихревом слое при термообработке с учетом 

изменения их размеров. Определены особенности движения частиц в вихревом 

аппарате, получены зависимости, позволяющие управлять продолжительностью 

термической обработки, на основании которых можно спроектировать устройство для 

сушки дисперсных частиц. 

Кулик А.Б. Колебания жидкости в подвижной полости с жесткими 

перегородками // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових 

праць. - Випуск 4(51) .- Дніпропетровськ, 2007. - С.71-75. 

Рассматривается задача колебания жидкости в полостях прямоугольной формы. 

Математическая модель дискретизируется с использованием квадратурно –

коллокационного метода. Приводится конструктивное представление решения задачи, 
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описывающее моделирование колебаний жидкости в полостях с перегородками. 

Найдены уравнения линий тока и построены кривые для полостей с вмонтированными 

ребрами – перегородками. Проиллюстрированы поведения линий. Результаты работы 

могут быть инструментальным компьютерным средством при решении ряда важных 

задач гидромеханики, связанных с исследованием колебания свободной поверхности. 

Поліщук С.З., Голуб В.В., Півень В.О., Шпірок Д.М., Дорошенко Ю.В., 

Романенко О.В., Пустоварова Т.М. Нові підходи щодо оцінки стійкості укосів і 

схилів // Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - 

Випуск 4(51) .- Дніпропетровськ, 2007. - С.76-82. 

За останнє десятиліття з'явилися нові уявлення стосовно форми і місцеположення 

поверхонь зрушення масивів ґрунту і гірських порід. Пропонується новий методичний 

підхід щодо оцінки стійкості укосів і схилів який дозволяє більш повно врахувати 

реальну структуру порідного масиву та усунути при оцінці стійкості додаткові 

геометричні зв'язки, що обумовлені формами поверхонь зрушення, які необґрунтовано 

застосовуються. 

УДК 539.3 

Аникьев И.И., Михайлова М.И., Сущенко Е.А. Действие импульсного давления 

на тонкую упругую пластину с разрезом // Системні технології. Регіональний 

міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51).- Дніпропетровськ, 2007. - С.83-

87. 

Экспериментально исследовано влияние прямолинейного разреза на 

деформированное состояние тонкой упругой пластины при нормальным падении 

слабой ударной волны в воздухе. 

Библ. 5, ил. 3. 

УДК 539.3 

Ткаченко Э.А, Чехов В.Н. Устойчивость слоистых покрытий в 

трибосопряжении при жидкостной смазке поверхностей контакта // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51).- 

Дніпропетровськ, 2007. - С.88-93. 

Рассматривается проблема поверхностной потери устойчивости в слоистом 

покрытии при совместном действии следящих поверхностных нагрузок и 

стационарного температурного поля. Материал слоев и основания считается линейно 

упругим, ТРАНСВЕРСАЛЬНО – ИЗОТРОПНЫМ. Между отдельными элементами 

слоистой среды предполагается выполнение условий абсолютно жесткого силового и 

идеального теплового контактов. 

УДК 539.3 

Шнеренко К.І., Годзула В.Ф. Напружено-деформований стан зрізаної конічної 

оболонки з композитного матеріалу // Системні технології. Регіональний 
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міжвузівський збірник наукових праць. - Випуск 4(51).- Дніпропетровськ, 2007. - С.94-

96. 

Подана методика визначення напружень в композитній зрізаній конічній 

оболонці, послабленій круговим отвором. Використано модель оболонок типу 

Тимошенка. Застосовано метод скінчених елементів. Досліджено розподіл напружень 

навколо отвору залежно від зміни параметрів оболонки. 

Бібл. 4, табл. 1. 

 

УДК 539.3  

Г.І.Щурук Особливості впливу відносної товщини оболонки на хвильовий 

процес в системі оболонка – в’язка рідина // Системні технології. Регіональний 

міжвузівський збірник наукових праць.-Випуск 4(51).- Дніпропетровськ, 2007. - С.97-

100. 

Розглянуто процес розповсюдження осесиметричних хвиль в ортотропній 

циліндричній оболонці, що містить в’язку стисливу рідину. Аналіз проведено в рамках 

лінійних рівнянь теорії оболонок типу С.П.Тимошенка та лінеаризованих рівнянь 

Нав’є-Стокса для рідини. Досліджено вплив відносної товщини оболонки на частотно-

фазові характеристики системи. 

Бібл. 2, іл.2. 

УДК 631.33.024.2/.3 

Врублевская В.И., Невзорова А.Б., Макеев В.В., Врублевский В.Б., Барбуль С.О. 

Применение модифицированной древесины в узлах трения посевной 

сельскохозяйственной техники // Системні технології. Регіональний міжвузівський 

збірник наукових праць. - Випуск 4(51).- Дніпропетровськ, 2007. - С.101-108. 

Изложенные в настоящей работе результаты теоретических и экспериментальных 

исследований позволили обосновать применение модифицированной древесины в 

узлах трения посевной сельскохозяйственной техники на примере сеялок СПУ-6М и 

СТВ-3,6 для повышения ресурса работы в абразивно-агрессивных и влажных средах, 

уменьшения металлоемкости и массы, снижения себестоимости их изготовления.  

Библ. 5, ил. 2. 

УДК 539.3 

Стеблянко П.О. Застосування двовимірних напружених стлайнів при 

розв’язанні зв’язаних нестаціонарних задач теорії термопружнопластичності // 

Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць.- Випуск 4 

(51).- Дніпропетровськ, 2007.- С.109-124 

Розроблено чисельний метод розв’язання просторових зв’язаних нестаціонарних 

задач теорії термопружнопластичності для випадку, коли  елемент тілі деформується  

по прямолінійних траєкторіях та траєкторіях малої кривизни. Метод базується на 
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розщепленні повної системи рівнянь по координатах у сполуці з апроксимацією 

невідомих величин за допомогою двовимірних напружених сплайнів, що сприяє 

суттєвому підвищенню його ефективності. 

Бібл. 30., іл. 2. 

УДК 681.323 

Бiнкевич В.В., Усіченко І. В. Інформацiйнi технологii в системах автоматизацii 

управлiння // Системні технологiї. Регіональний міжвузівський збірник наукових 

праць.- Випуск 4 (51) – Дніпропетровськ, 2007. – С. 125-131. 

У статті наводяться  деякі дані про розробку інтегрованих автоматизованых 

систем керування в чорні металургiї України. На основi досвiду робiт розглядаються 

напрямки удосконалення iнтегрованих iнформацiйних технологiй. 

Бібл. 6. 

УДК 539.3 

Зеленцов Д.Г., Храпач Ю.А., Солодкая Н.А. Учет концентраторов коррозии при 

решении задачи долговечности сжатых стержней // Системні технології. 

Регіональний міжвузівський збірник наукових праць.-Випуск 4 (51).-Дніпропетровськ, 

2007.- С.132-136. 

В данной работе анализируется долговечность стержневых конструкций, 

имеющих сварные соединения. В качестве примера рассматривается задача 

долговечности сжатого стержня, собранного посредством сварки из двух уголковых 

профилей. Сделан вывод о нецелесообразности применения сварных соединений в 

конструкциях, подверженных воздействию коррозии. 

УДК 629.025:539.4 

Бейгул В.О., Лепетова А.Л., Щербинская Г.А., Бейгул О.А. Обоснование 

рациональных параметров подъемно-сцепного устройства буксировщиков 

карьерных автосамосвалов // Системні технології. Регіональний міжвузівський 

збірник наукових праць.- Випуск 4 (51).- Дніпропетровськ, 2007.- С.137-144. 

Разработаны алгоритм выбора рациональных параметров и методика 

проектировочного расчета на прочность основных силовых элементов подъемно-

сцепного устройства буксировщиков карьерных автосамосвалов. 

Библ. 6, илл. 3. 

УДК 539.3 

Наумова И.Ю. К решению многослойного пакета оболочек // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць.- Випуск 4 (51).- 

Дніпропетровськ, 2007.- С.145-152. 

Многослойная цилиндрическая оболочка представлена в виде пакета оболочек. 

Состояние плоской деформации каждой оболочки описывается уточненными 

уравнениями для контактных задач. Задача об определении контактных 
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взаимодействий между оболочками сводится к краевой задаче для пакета в целом 

относительно контактного взаимодействия между первой и второй оболочками. 

Посредством рекуррентных соотношений определяются контактные взаимодействия 

между остальными оболочками. На примере пятислойной оболочки иллюстрируется 

сравнение решений в постановках уточненной теории оболочек и теории упругости. 

Библ.5, табл.2, ил.5. 

 

 

УДК 517.5 

Давидчик О.М. Сплайни до наближення функцій двох змінних // Системні 

технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць.- Випуск 4 (51).- 

Дніпропетровськ, 2007.- С.153-157. 

Розглянута множина функций, що мають непрервні частинні похідні на квадраті  

та їх наближення сплайн-функціями. 

УДК 620.17 

Аскеров Х.А., Ахмедов А.Д. Влияние легирования и степени деформации на 

структуры и свойства термомеханической обработанной строительной стали // 

Системні технології. Регіональний міжвузівський збірник наукових праць.- Випуск 4 

(51).- Дніпропетровськ, 2007.- С.158-162. 

UDC 528.235:681.3:628.1 

Gnitko V., Yeseleva E. Boundary Element Method Applied to Dynamic Analysis of 

the Shells of Revolution Contained Fluid // System technologies. - N 4(51). - 

Dnepropetrovsk, 2007. – P.3-8. 

The computational method for fluid-shell interaction in dynamic analysis is proposed. 

The approach is based on the integral equation method and boundary element method 

implementation. Numerical solution of the singular integral equations is obtained for 

evaluation of hydrodynamic pressure of fluid. The numerical dynamic analysis of 

hemispherical shell interacting with fluid is investigated. 

UDK 539.3 

Golovko K., Lugovoy P., Meish V. Dynamical behavior of spherical shells on elastic 

foundation under impulsive loads // System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 

2007. – P.9-13. 

The statement of problems of dynamical behavior of spherical shells on elastic 

foundation is considered. The numerical algorithm and solutions of dynamical problems 

taking account of elastic foundation are obtained and the analysis of the received results is 

carried out. 

Bibl. 7, ill.24. 
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Grigoryeva L. O. Electroelastic Vibrations of the Piezoceramical Cylinder under 

Unsteady Excitation // System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.14-17. 

Vibration problem of radial poled piezoceramic cylinder under electric potential 

nonsteady is considered. Dynamical electromechanical cylinder state analysis is conducted, 

electric and mechanical features progress in time are built and these features distribution in 

short cylinder section are investigated. It is determined one-dimensional and two-dimensional 

vibration zones in the cylinder section. 

Khoma I.Yu., Khoma Yu.I. A thermally stress state of nonthin anisotropic shells 

with initial stresses and deformations // System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 

2007. – P.18-20. 

A method of a construction of equilibrium equations for anisotropic shells with initial 

stresses and deformations under a steady temperature field is presented. An approach is based 

on a method of expanding the unknown functions in a Fourier series in Legendre polynomials 

of the thickness coordinate. By use of a variational method a system of differential equations 

and corresponding boundary conditions in terms of the coefficients of a decomposition as 

functions of two independent variables is formed. It is assumed that the initial stresses and 

displacement are determined from the solutions of the corresponding linear boundary 

problem. 

UDC 534.21:537.634 

Levchenko V.V., Zinchuk L.P. Propagation of magnetoelectroelastic shear waves in 

stratified-periodic ferrite/piezoelectric structures // System technologies. - N 4(51). - 

Dnepropetrovsk, 2007. – P.21-26. 

This paper describes an approach to the construction of dispersion equations for the 

shear normal magnetoelectroelastic waves in a metal coated stratified-periodic 

ferrite/piezoelectric structures. The analysis of the got dispersion equations is conducted and 

the features of ferrite magnetic properties influence are also established. 

Bibl. 5. 

UDK 539.3 

Meish V.F., Meish Yu.A., Stantcel E.A. Dynamical behavior of three – layered beam 

in the framework of applied theories under impulsive loads // System technologies. - N 

4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.27-34. 

On the basis of the applied beam models nonstationary problems of the forced  

vibrations of three-layered beams are solved and analyzed. In particular, the indirect 

comparison with the analytical and experimental data results are obtained. 

Babich I.Yu., Semenyuk M.P., Zhukova N.B. Influence of composite materials 

properties on stability of noncircular cylindrical shells under axial compression or 

external pressure // System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.35-38. 
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The stability problem of cylindrical shells under axial compression and external 

pressure is considered. The shells consist of cylindrical sections. A Timoshenko-type shell 

theory is used. It is shown that choise of suitable parameters of shells sections leads to a 

significant increase in the critical load. 

Shul’ga M.O. To the theory of electromechanics non-axis-symmetrical vibrations of 

piezoceramic plates with thickness polarization // System technologies. - N 4(51). - 

Dnepropetrovsk, 2007. – P.39-43. 

The solution of equation of planar vibrations of piezoceramic plates with thickness 

polarization by wave potentials is presented. The well-posed solution of non-axis-symmetrical 

problem about resonance vibrations of ring plate with the radial cuts of electrodes is given. 

Shul’ga N.D. Wave forms on one-dimensional wave transmission regions 

boundaries in two component layered composites with interface imperfections // System 

technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.44-49. 

Elastic one-dimensional wave forms in two component orthotropic composites at 

imperfect interface contact on the boundaries of transmission regions are investigated. The 

displacements symmetry (asymmetry) relatively layer middle planes are established. For 

specific material rebuilding of forms with boundary frequencies increasing are accounted. 

Babich S. Yu., Borysov E. M., Glukhov Yu.P. To the solution of a dynamical 

problem for two laired beforehand stressed half-space with use of complex potentials // 

System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.50-52. 

With use of complex potentials investigated influence of initial stresses on the 

parameters of stress- strain state of laired half-space at action moving load on it. 

УДК 539.3 

Babich S.Y., Glukhov Y.P. About one task about the affecting of moving load on 

stratified semispace with initial stresses // System technologies. - N 4(51). - 

Dnepropetrovsk, 2007. – P.53-58. 

A plane problem for two-layered semispace, composed of plate and spreading it 

prestressed semispace with the influence of moving load, is examined. The influence of 

counting of rotary inertia is investigated with different initial stresses and conditions of 

junction of plate and semispace. 

Savchenko V.G. Numerical Studying the Non-Axisymmetric the Deformation of the 

Bodies of Revolution with Allowance for the Form of Stress State // System technologies. 

- N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.59-64. 

A technique for allowance of the form of stress state in the processes of  deforming the 

isotropic materials is proposed for thermoelastoplastic stress-strain state of the composite 

bodies of revolutions under non-axisymmetrical loading and heating. 

Pavlenko A.M., Sokolovskaya I.E. // System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 

2007. – P.65-70. 
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In article experimental data are presented, on the basis of which a mathematical model 

is created of motion of particles in the vortical layer at the heat treatment taking into account 

the change of their sizes. Features are definite of motion of particles in the vortical vehicle, 

dependences are got, allowing to handle by duration of heat treatment, on the basis of which it 

is possible to project the device for drying of dispersion particles. 

Kulyk A. Oscillation of liquid in movable tank with edges rigid // System 

technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.71-75. 

The task of oscillation of a liquid in rectangular form tank is examined. The 

mathematical model is discreted with quadrature collocation method. The constructive 

representation of solution of the task which describes simulations of oscillations of a liquid in 

tanks with edges –partitions has been resulted. The equation of lines of current is found and 

curves for tank with building – in ribs are constructed. The behavior of lines is illustrated. The 

results of research can be a tool for computer resource at solution of a number of the 

important tasks of hydrodynamics, which are connected with the research of a free surface 

oscillation. 

Polishchuk S.Z., Golub V.V., Piven V.A., Shpirok D.M., Doroshenko J.V., Romanenko 

A.V., Pustovarova T.M. New approaches to an estimation of a stability of slopes // System 

technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.76-82. 

For last ten years new knowledge of the shape and location of surfaces of sliding of 

massifs of a ground and rocks have appeared. More physically justified new methodical 

approach which is founded on application of composite surfaces of sliding (consisting of 

integrated surfaces and surfaces of the least resistance) is offered. 

The new methodical approach to an estimation of a stability of slopes allows to take into 

account more correctly real structure of a rock mass at the expense of elimination of 

calculations of a stability of additional geometrical links, which form by a priori preset shapes 

of surfaces of sliding. Moreover, the new approach for the first time enables is physically 

argued (without superposition on a massif of geometrical links) to execute statements of tasks 

about an estimation of a stability of slopes and effectively to solve tasks in view. 

UDC 539.3 

Anik’ev I.I., Mikhailova V.I., Sushchenko E.A. Action of impulsive pressure on thin 

elastic plate with cut // System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P. 83-87. 

The influence of straight cut on the strained state of thin elastic plate under normal 

action of weak shoke wave in air is investigated experimentally. 

Bibl. 5, ill. 3. 

Chehov V.N., Tkachenko E.A. Stability of layered coverings in tribointerface at 

liquid greasing of surfaces of contact // System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 

2007. – P.88-93. 
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A problem of surface stability loss In the laminated coating under mutual ; effect of 

tracing surface loadings and stationart temperature fed is considered. The layers material and 

foundation are considered linearly elastic, transversally isotropic ones. The fulfilment of 

conditions of absolutely rigid force and ideal contacts is supposed between separate elements 

of the laminated medium. 

UDK 539.3 

Shnerenko K.I., Godzula V.F. Stress-strain state of composite frustam of conical 

shell // System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.94-96. 

The method of determination of stress-strain state in composite frustum of conical shell 

with circular holl was given. The shells model of Timoshenko was used. The method of finite 

elements was used. The stress-strain distribution around the hole on changed of shell 

parameters was investigated. 

Bibl 4, tab. 1. 

UDK 539.3 

G.I.Shchuruk Singularities of influence of relative thickness of shell on wave process 

in a system of shell- viscosity liquid // System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 

2007. – P.97-100. 

The process of nonaxisymmetrical waves distribution in the cylindrical orthotropic shell 

containing viscous compressible liquid was considered. The analysis was spent within the 

framework of the linear equations of S.P.Timoshenko type for the shell and linearized Navier-

Stokes equation for liquid. The influence of relative thickness of shell on the frequency phases 

characteristics of the system was investigated.  

Bibl. 2, ill.2. 

UDC 631.33.024.2/.3 

Vrublevskaya V.I., Nevzorova A.B., Makeyev V.V., Vrublevsky V.B., Barbul S.O., 

Application of modified wood in friction units of sowing agricultural machinery // 

System technologies. - N 4(51). - Dnepropetrovsk, 2007. – P.101-108. 

Results of theoretical and experimental researches have allowed to prove application 

modified wood in friction units of sowing agricultural machinery for increase resource of 

work in abrasive, aggressive and damp environments, reduction of metal consumption and 

weight, decrease in the cost price of their manufacturing by the example of seeders SPU-6М 

and SES-3,6. 

Bibl. 5, ill. 2. 

UDS 539.3 

Steblyanko P. Application of the two-dimensional strength splines at the decision 

connected non-stationary problems of theory thermal-elastic-plasticity // System 

technologies.- № 4 (51).- Dnepropetrovsk, 2007.- P.109-124. 
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Thermal-elastic-plasticity the numerical method of the decision of the spatial connected 

non-stationary problems of the theory is developed for a case when the element of a body is 

deformed on rectilinear trajectories and trajectories of small curvature. The method is founded 

on splitting of full system of the equations on coordinates in a combination to approximation 

of unknown sizes by means of the two-dimensional strength splines that promotes essential 

increase of its efficiency 

Bibl. 30. ill. 2. 

УДК 681.323 

Binkevich V.V., Usichenko I.V. Information technology in integrated systems 

automation of management // System technologies.- № 4 (51).- Dnepropetrovsk, 2007.- 

P.125-131. 

In clause some data on development of the integrated automated control systems in 

black metallurgy of Ukraine are resulted. On the basis of experience of jobs the directions of 

perfection of the integrated information technologies are considered. 

Bibl. 6. 

UDC 539.3 

Zelentsov D.G., Khrapach J.A., Solodkaya N.A. Concentrator of corrosion at 

decision of task of longevity of the compressed bars // System technologies.- № 4 (51).- 

Dnepropetrovsk, 2007.- P. 132-136. 

Longevity of bar constructions having the welded connections is analysed in this work. 

As an example the task of longevity of the compressed bar collected by means of welding 

from two corner types is examined. A conclusion about pointlessness of application of the 

welded connections in constructions subject to influence of corrosion is done. 

UDC 629.025:539.4 

Beygul V.O., Lepetova A.L., Scherbinska G.O., Beygul O.А. The Basis of Rational 

Parameters for Lift-Towing Device of Mining Dumpers Motor Tugs // System 

technologies.- № 4 (51).- Dnepropetrovsk, 2007.- P. 137-144. 

The algorithm of rational parameters choice and methods of structural design for lift-

towing device of mining dumpers motor tugs has been worked out. 

Bibl. 6, ill. 3. 

UDC 539.3 

Naumova I.U. To solve of polylayer packet of shells // System technologies.- № 4 

(51).- Dnepropetrovsk, 2007.- P.145-152. 

Polylayer cylinder shells presented in form of packet shells. The condition of plane 

deformation of every shell described with more accurate equation. The problem of definition 

contact interaction between shells reduced to edge problem of whole packet relatively of 

contact interaction between first and second shells. The contact interaction between rest shells 

definite by means of recurrent correlations. The comparison of solutions in productions of 
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more accurate theory of shells and theory of elasticity illustrated on example of 5 – layer 

shell. 

Bibl.5, tabl.2, ill.5. 

UDC 517.5 

Davidchik А. Splines to approximation of two variables // System technologies.- № 4 

(51).- Dnepropetrovsk, 2007.- P. 153-157. 

The set of functions having continuous private derivatives on a square and their 

approximation a spline-functions is considered. 

UDC 620.17 

Аскеров Х.А., Ахмедов А.Д. About influence of alloying and deformation degree 

on structures and properties of thermo-mechanical steel // System technologies.- № 4 

(51).- Dnepropetrovsk, 2007.- P.158-162. 
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