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Аннотация. В статье представлен лабораторный стенд для исследования оптимальной 
и квазиоптимальной по быстродействию системы автоматического управления. Лабо-
раторный стенд состоит из теплового объекта и программно-технического комплекса, 
включающего логический контроллер VIPA System 200 V и HMI/SCADA систему Zenon 
Supervisor 7.0. Тепловой объект описывается дифференциальным  уравнением второго 
порядка по каналу управления "величина тока в преобразователе мощности электрона-
гревателя – температура воздуха внутри теплового объекта". Коэффициенты диффе-
ренциального уравнения зависят от положения заслонки и частоты вращения центро-
бежного вентилятора.  
Приведена методика синтеза и результаты расчёта оптимального по быстродействию 
релейного закона управления тепловым объектом по выбранному каналу.  Показаны ре-
зультаты эксперимента по переводу теплового объекта из различных начальных со-
стояний в конечные состояния. Показана возможность реализации оптимального по бы-
стродействию управления в реальном масштабе времени путём совершенствования 
программного обеспечения включением в него алгоритмов решения трансцендентной 
системы уравнений либо формированием предикатной модели теплового объекта.  
Указаны условия применения квазиоптимального по быстродействию релейного закона 
управления. Приведена методика синтеза и результаты расчёта длительности первого 
интервала управления в зависимости от заданной величины перерегулирования. Показа-
ны результаты моделирования квазиоптимальной по быстродействию САУ в приложе-
нии Simulink пакета прикладных программ (ППП) Matlab. Установлена функциональная 
зависимость длительности первого интервала управления от величины перерегулиро-
вания для реализации квазиоптимальной САУ в реальном масштабе времени с использо-
ванием базовых решающих блоков программируемого логического контроллера. 
Ключевые слова: лабораторный стенд, тепловой объект, аппаратно-программный ком-
плекс, программируемый логический контроллер, квазиоптимальное управление. 

 

Постановка проблемы и цель исследования. Подготовка квалифициро-
ванных кадров, которые владеют современными знаниями и практическими 
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навыками синтеза и анализа систем автоматического управления (САУ) техно-
логическими процессами требует наличия в учебных аудиториях реальных
объектов управления или их физических моделей, новейших программно-
аппаратных управляющих устройств.  Наличие в учебном процессе физических
моделей САУ позволит глубже и качественнее изучать положения теории ав-
томатического управления и, в частности, вопросов, касающихся разработки
систем оптимального и квазиоптимального управления. 

Анализ лабораторной базы Украины показал, что практически единствен-
ным шансом обновить лабораторное оборудование для подготовки специали-
стов по вопросам контроля и управления технологическими объектами, явля-
ется применение технической продукции известных мировых фирм таких как:
Siemens, ABB, Moeller, Shneiderelectric[1]. Использование в лабораторных прак-
тикумах современных устройств позволяет подготавливать конкурентно-
способных на рынках труда будущих инженеров в области автоматизации. Од-
нако созданные таким образом лаборатории имеют недостатки – низкую адап-
тацию к ученому процессу и отсутствие методического сопровождения. 

Повышение эффективности использования лабораторного оборудования  
в учебном процессе за счет адаптации его к решению задач синтеза оптималь-
ных и квазиоптимальных САУ [2]. Целью настоящей работы является разработ-
ка оптимальной и квазиоптимальной по быстродействию САУ тепловым объ-
ектом (лабораторный стенд) для решения учебных задач. 

Материал и результаты исследований. На кафедре автоматизации и
компьютерных систем Национального технического университета «Днепров-
ская политехника» внедрён в учебный процесс лабораторный стенд, представ-
ляющий собой аппаратно-программный комплекс (рис.1) и включающий в себя
тепловой объект управления, аппаратное и программное обеспечение системы
автоматического управления. 

Тепловой объект состоит из продуваемой ёмкости в виде прямоугольного 
параллелепипеда, центробежного вентилятора, всасывающей трубы, электри-
ческого нагревателя, заслонки и термопары. Центробежный вентилятор и вса-
сывающая труба расположены на противоположных сторонах ёмкости. Между
ними находятся электрический нагреватель, заслонка и термосопротивление.  

Центробежный вентилятор обеспечивает непрерывную подачу холодного
воздуха из окружающей среды внутрь теплового объекта. В зависимости от по-
ложения заслонки, частоты вращения двигателя всасывающего вентилятора и 
электрической мощности, подводимой к нагревательному элементу, воздух на-
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гревается до некоторой температуры [3]. Изменение температуры воздуха кон-
тролируется термосопротивлением. 

 
Рисунок 1 – Структура системы автоматического управления 

 
Аппаратная часть системы автоматического управления создана на базе 

программируемого логического контроллера (ПЛК) VIPA System 
200 V.Структура аппаратной, части приведена на рис.1. ПЛК в системе автома-
тического управления выступает в качестве модуля удаленного аналогового 
ввода-вывода [4]. 

Программная часть САУ включает в себя программное обеспечение про-
граммируемого логического контроллера, предназначенного для организации 
вычислительных процессов, и программное обеспечение персонального ком-
пьютера выполненного на основе HMI/SCADA системы Zenon Supervisor 7.0 
предназначенного для реализации человеко-машинного интерфейса и различ-
ных типов регуляторов. 

Данный стенд позволяет решать широкий круг задач, связанных с изуче-
нием технических средств систем автоматизации, исследованием методов 
идентификации и законов управления технологических объектов, получения 
практических навыков программирования систем автоматизации в реальном 
масштабе времени [5]. Однако базовые аппаратно-программные средства ла-
бораторного стенда не позволяют исследовать оптимальные САУ, что ограни-
чивает его применение в учебных целях [6,7]. 

Динамическая модель теплового объекта по каналу управления "величина 
тока в электронагревателе – температура воздуха внутри теплового объекта" 
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(частота вращения центробежного вентилятора 50 Гц, заслонка полностью от-
крыта) представляет собой апериодическое звено второго порядка с переда-

точной функцией 2
2 1( ) / ( 1)W p k T p T p= + + . Здесь 0,845k =  − коэффициент усиления,  

1 3,677T =  и  2 3,362T =  − постоянные времени [8]. 

В общем случае задача оптимального по быстродействию управления с
использованием принципа максимума Понтрягина формулируется следующим
образом. Объект управления необходимо перевести из начального состояния

ny  в момент времени 0t =   в конечное состояние ky  за минимальное время, ис-

пользуя при этом релейный закон управления с максимальным и минималь-

ным значениями управляющих воздействий соответственно maxU  и minU . Так как

тепловой объект описывается динамическим уравнением второго порядка, то
для управления им, согласно теореме об n – интервалах, достаточно двух ин-
тервалов управления (одно переключение управляющего воздействия) [2].

Причём min 0U =  так как в тепловом объекте отсутствуют исполнительные меха-

низмы, способные охлаждать воздух.  

На рис. 2а и 2б показаны изменения выходной величины vihy  и управляю-

щего воздействия U   соответственно для случая, когда k ny y> , а на рис. 3а и 3б –

для случая, когда k ny y< . Запишем законы изменения выходной величины vihy  и

её производной vihyɺ  в моменты времени 0t = , 1t t=  

и 2t t= .  

 
Рисунок 2 – Управление объектом при k ny y> : а) изменение выходной 

величины; б) изменение управляющего воздействия. 
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Рисунок 3 – Управление объектом k ny y< :а) изменение выходной вели-

чины; б) изменение управляющего воздействия. 

В конце второго интервала управления (момент времени 2t t= ): 
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Поскольку переходной процесс в конце второго интервала управления 

должен закончиться, то очевидно, что vihy = ky , а 0vihy =ɺ  . Тогда система уравне-

ний (1) принимает вид: 
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В начале первого интервала управления (момент времени 0t = ): 
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В начале первого интервала управления vihy = ny , а 0vihy =ɺ . Поэтому система 

уравнений (3) принимает вид: 
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В момент времени 1t t=  (конец первого интервала управления и начало 

второго интервала управления) значение vihy , рассчитанное по выражению (2) 

или по выражению (4), должны быть одинаковыми. Одинаковыми должны 

быть и значения vihyɺ . Тогда: 
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В формулах (1)-(5) в скобках указан индекс управляющего воздействия для 

случая, когда 1 1 2 2
1 2 1 2. , , ,k ny y C C C C< −постоянные интегрирования. 
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Исключив из систем уравнений (2), (4) и (5) постоянные интегрирования
1 1 2
1 2 1, ,C C C и 2

2C и, учитывая, что min 0U = , получим следующие системы уравнений

для определения моментов времени 1t и 2t : 
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Система уравнений (6) получена для случая k ny y> , а система уравнений (7)

– для случая k ny y< . В конце второго интервала управления выходная величина

y принимает заданное значение  ky , а управляющая величина U - значение

равное: 

k
k

y
U

k
 =


         (8) 

Проверка математических выражений (6) – (8) осуществлена при управле-
нии тепловым объектом. В качестве выходной величины принята температура
T (°С) нагретого внутри ёмкости воздуха, а в качестве управляющего воздейст-
вия – величина тока i (mA) преобразователя мощности электрического нагре-
вателя. Зависимость между величиной тока i и величиной относительной мощ-
ности P (%) имеет следующий вид: 

6,25 25P i= −         (9) 

Максимальное и минимальное значения тока управления равны

max 20i = mA,  min 0i = mA. Передаточная функция данного объекта по каналу "вели-

чина тока – температура воздуха" имеет вид 2( ) 0,845 / (3,362 3,677 1).W p p p= + +  

Корни характеристического уравнения соответственно равны: 1 0,59α− = −  и 

2 0,51α− = − . Температуру воздуха в тепловом объекте необходимо было изме-

нить последовательно с 0°С  до 5°С, с 5°С до 10°С и с 10°С до 7°С с фиксацией
установившихся режимов в течении времени t∆ для оценки значений произ-
водных выходной величины в конце второго интервала управлений. В табл.1
приведены исходные данные для проведения эксперимента на лабораторном

стенде ( ki - значение управляющего воздействия в конце второго интервала

управления). 
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Таблица 1 
Исходные данные для проведения эксперимента 

Изменение Т  
с 0°С до 5°С 

Изменение Т  
с 5°С до 10°С 

Изменение Т  
с 10°С  до 7°С 
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Результаты эксперимента, зарегистрированные непосредственно на объ-

екте управления, приведены на рис. 4. 

 
Рисунок 4 – Графики изменений температуры и мощности  

в ходе эксперимента 

Как следует из графика на рис.4 результаты управления тепловым объек-
том свидетельствуют о хорошей согласованности теоретических расчётов и 
данных экспериментов. По окончании второго интервала управления измене-
ния выходной величины Т отсутствуют, а её значения по окончании переход-
ных процессов соответствуют расчётным (с учётом начального значения тем-
пературы воздуха внутри ёмкости Тн=18,4°С). 

Системы уравнений (6) и (7) являются трансцендентными и аналитиче-
ского решения не имеют. Их можно решить либо графическими либо числен-
ными методами. Решающе блоки ПЛК VIPA System 200 V не ориентированы на 
решение систем уравнений данного класса. Однако доработка программного 
обеспечения персонального компьютера выполненного на основе HMI/SCADA 
системы Zenon Supervisor 7.0 в части реализации алгоритмов оптимизации по-
зволит реализовать оптимальное по быстродействию управление в реальном 
масштабе времени. Кроме того, реализовать оптимальное управление в реаль-
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ном масштабе времени, возможно выполнив предварительные расчёты по по-
иску длительностей интервалов управления t1 и t2 на множестве начальных и
конечных состояний теплового объекта и сформировав его предикатную мо-
дель согласно [9,10]. Выбор длительностей интервалов в этом случае осуществ-
ляется применением известного метода распознавания образов, допускающего
разбиение факторного пространства на элементарные подобласти [11,12]. Дан-
ный метод легко реализуется в среде системы управления базами данных, ис-
пользующей реляционную модель [13].  

Значительно проще оказалась реализация в реальном масштабе времени
квазиоптимальной по быстродействию системы управления. Такое управление
может быть осуществлено в двух случаях:  

- понижение порядка дифференциального уравнения объекта; 
- исключение интервалов управления настолько малой длительности, что

практическая реализация их невозможна;  
В первом случае объект управления разбивают на отдельные звенья и ис-

ключают те из них, которые имеют малые постоянные времени. Эти звенья за-
пасают малые количества энергии или вещества и очень слабо влияют на пере-
ходной процесс. Во втором случае исключение интервалов управления малой
длительности не приведёт к большим ошибкам управления вследствие малых
энергий, припадающих на эти интервалы. 

Вместе с тем можно исключать и интервалы большой длительности при
условии соблюдения ограничений по величине перерегулирования. В этом слу-
чае переходной процесс будет бесконечной длительности, но отклонение вы-
ходной величины будет в заданных пределах. 

Рассмотрим возможность управления тепловым объектом второго поряд-
ка с одним интервалом управления, задавшись максимальным значением пре-
вышения выходной величины Δy над её установившемся значением y. При
этом обозначим через t2 интервал времени, за которое выходная величина дос-
тигает максимального значения y+Δy, а через t1 момент времени первого пере-
ключения.  Воспользуемся стыковкой решений. 

В общем случае решение дифференциального уравнения в момент  t2

имеет вид: 
1 2 2 2

1 2 2 2

2 2
1 2

2 2
1 1 2 20

t t

t t

y y kU C e C e

C e C e

α α

α αα α

− −

− −

 + ∆ = + +


= − −
       (10) 

Решение на момент времени t=0: 
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1 1
max 1 2

1 1
1 1 2 2

0

0

kU C C

C Cα α

 = + +


= − −
        (11) 

В результате стыковки  решений (10) и (11) на момент времени t1 получим: 
1 1 2 1

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1
max 1 2

2 2
1 2

1 1
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

t t

t t

t t

t t

kU C e C e

kU C e C e

C e C e

C e C e

α α

α α

α α

α α

α α

α α

− −

− −

− −

− −

 + + =


= + +

− − =
= − −

       (12) 

Определив постоянные интегрирования 2 2 1 1
1 2 1 2, ,C C C и C  из систем уравнений 

(10), (11) и подставив их математические выражения в (12), после тождествен-
ных преобразований получим систему уравнений с двумя неизвестными t1 и t2: 

1 2 1 1

2 2 2 1

max max

max max

(1 ) 1 0

(1 ) 1 0

t t

t t

y y kU U
e e

kU U

y y kU U
e e

kU U

α α

α α

− −

− −

+ ∆ − − − + =
 + ∆ − − − + =


      (13) 

Данная система уравнений также является трансцендентной. А её реше-
нием являются значения t1 и t2, из которых существенным является t1. В табл. 2 
приведены результаты решений (13) относительно t1 и t2, выполненных в про-
граммной среде Mathcad с использованием функции Minerr для T=5°С и раз-
личных значений превышения температуры ΔT. 

В табл.2 во второй строке приведена величина перерегулирования σ  рас-
считываемая по формуле: 

100%
T

T
σ ∆

= ⋅         (14) 

Таблица 2 
Результаты расчётов интервалов управления 

Превышение  ΔT, °С  0,05 0,15 0,25 0,5 1,0 2,0 

Величина  
перерегулирования σ,%  

1 3 5 10 20 40 

Интервал управления t1 мин 0,888 0,987 1,058 1,201 1,44 1,869 

Время достижения максима-
льного значения выходной ве-
личны t2 мин 

7,049 5,726 5,18 4,539 4,055 3,81 

 
График переходного процесса, полученного моделированием в приложе-

нии SIMULINK Matlab для ΔT=0,5°С, приведен на рис.5. Как видно параметры 
переходного процесса соответствуют рассчитанным значениям в табл.2. 



«Системні технології» 4 (123) 2019 «System technologies» 

ISSN 1562-9945 22 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 5 − Графики изменений управляющего воздействия и выходной вели-
чины при ΔT=0,5°С; σ=10%: а) общий вид переходного процесса и управления 

б) максимальное превышение ΔT  
 

По данным табл.2 выполнен расчёт нормированного коэффициента кор-

реляции 
1T,tr∆ для выявления линейной связи между величинами ΔT и t1 по ме-

тодике, приведенной в [14]. Результаты расчётов приведены в табл.3. 
Таблица 3

Результаты расчёта нормированного коэффициента корреляции 

Показатель Превышение ΔT Интервал 
упраления t1, мин 

Среднее 1, tT∆  0,66 1,23 

Среднеквадратичное  

отклонение, t1,Tσ σ∆  
0,69 0,36 

Дисперсия, t1,TD D∆  0,47 0,13 

Коэффициент корреляции, 
1T,tR∆  0,25 

Нормированный  

коэффициент корреляции, 
1T,tr∆  

0,99 

 
Здесь: T∆ и 1t  – средние значения величин превышения температуры над

её установившимся значением и длительности первого интервала управления

соответственно; Tσ∆  и t1σ  – среднеквадратические отклонения величин ΔT и t1

соответственно; DΔT и Dt1 – среднеквадратичные отклонения величин ΔT и t1 со-

ответственно;  
1T,tR∆  и 

1T,tr∆  − коэффициент корреляции и нормированный коэф-

фициент корреляции. 
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Нормированный коэффициент корреляции 
1T,tr∆  близок к единице, что со-

ответствует наличию линейной связи между величинами ΔT и t1. Линейная за-

висимость 1 ( )t f T= ∆ определяется из следующего выражения [14]: 

1

1
11 , ( )t

T t
T

t t r T T
σ
σ∆

∆

− = ∆ − ∆        (15) 

После подстановки в (15) значений параметров из табл.3 получим: 

1

0,36
1,23 0,99 ( 0,66),

0,69
t T− = ∆ −        (16) 

В результате тождественных преобразований окончательно имеем: 

1 0,89 0,52t T= + ∆         (17) 

По выражению (17) легко рассчитать длительность интервала управления 
t1 для известной величины перерегулирования σ (превышение ΔT) при помощи 
решающих блоков ПЛК VIPA System 200 V и реализовать квазиоптимальное 
управление на тепловом объекте.  

В статье приведены методика и результаты расчётов оптимальной и ква-
зиоптимальной САУ для конкретной частоты вращения центробежного венти-
лятора и положения заслонки в тепловом объекте. При изменении этих пара-
метров результаты расчётов будут иными. Именно их поиск и проверка резуль-
татов моделированием САУ является малой исследовательской задачей в ходе 
выполнения лабораторных работ по дисциплине "Оптимальные и адаптивные 
системы". 

Выводы 
1.�На основе аппаратно-программных средств лабораторного стенда воз-

можно создание оптимальной и квазиоптимальной по быстродействию систе-
мы автоматического управления. 

2.�Реализация оптимальной по быстродействию САУ в реальном масшта-
бе времени предполагает формирование предикатной модели теплового объ-
екта в признаковом пространстве интервалов управления и начального и ко-
нечного состояний. 

3.�Реализация квазиоптимальной по быстродействию САУ в реальном 
масштабе времени предполагает формирование регрессионной модели вида 

1 ( )t f T= ∆ . 

4.�Конструктивные особенности лабораторного стенда позволяют исполь-
зовать исходные данные для выполнения исследовательских работ. 
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Дослідження оптимальних за швидкодією систем автоматичного управління  
на лабораторному стенді 

У статті представлений лабораторний стенд для дослідження оптимальної і
квазіоптимальної по швидкодії системи автоматичного управління. Приведена
методика синтезу і результати розрахунку оптимального по швидкодії релейного закону
управління тепловим об'єктом по вибраному каналу.  Показані результати експерименту
по переводу теплового об'єкту з різних початкових станів в кінцеві стани. Показана
можливість реалізації оптимального по швидкодії управління в реальному масштабі часу
шляхом вдосконалення програмного забезпечення включенням в нього алгоритмів
рішення трансцендентної системи рівнянь або формуванням предикатної моделі
теплового об'єкту. 

Встановлена функціональна залежність тривалості першого інтервалу управління
від величини перерегулювання для реалізації квазіоптимальної САУ в реальному масштабі
часу з використанням базових вирішальних блоків програмованого логічного контролера.   

Research of optimal fast-acting systems of automatic control on laboratory bench 
Purpose. This paper presents a laboratory bench for research of optimal and quasi-optimal

automatic control system in respect of its operation speed. Laboratory bench consists of thermal
unit and software and hardware suite which includes VIPA System 200 V and HMI/SCADA logic
controller and Zenon Supervisor 7.0 system. Thermal unit is described by differential equation of
second order pursuing the control channel “amperage in electric heating unit power converter – 
air temperature inside thermal unit.” Differential equation coefficients depend on screen posi-
tion and centrifugal blower rotation frequency. Methodology. Reported the methodology of syn-
thesis and results of calculation of optimal relay hypothesis for thermal unit control through the
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chosen channel. Were demonstrated the results of experiment in transition of thermal unit from 
various initial states to final states. Was shown the possibility of implementing optimal control 
system in respect of its operation speed in real time scale by means of software development by 
including algorithms for transcendence set of simultaneous equations into it or by means of de-
velopment of predicative model of thermal unit. Results. Were specified conditions for applica-
tion of quasi-optimal relay control hypothesis in respect of its operation speed. Reported the 
methodology of synthesis and results of calculation of the length of the first control interval de-
pending on the predetermined value of readjustment. Were demonstrated the results of modeling 
of quasi-optimal automatic control system in respect of its operation speed in Simulink of Matlab 
app. Was established functional relation of the length of the first control interval depending on 
the predetermined value of readjustment for implementing of quasi-optimal automatic control 
system in real time scale with application of basic operational units of programmed logic con-
troller.  
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