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Анотація. Для опису процесів фільтрації в складних дендритно-пористих середовищах 

запропонований ряд дробно-диференційних математичних моделей дифузійного типу. 

Описано нелінійне рівняння, що містить дробові похідні Рімана-Ліувілля за часом, яке мо-

же бути застосовано для коректного опису однофазної фільтрації не ньютонівської рі-

дини в пористому середовищі. 

Ключові слова: фільтрація; математична модель; дробна похідна; дрібно-диференційне 

рівняння; узагальнений закон Дарсі. 

 

Вступ. Двохфазна зона, що утворюється при переході розплаву з рідкого в 

твердий стан, часто може характеризуватись аномальною кінетикою протікан-

ня. Особливості кінетики в цьому випадку виникає у зв’язку з виникненням 

ефектів просторової нелокальності і, в ряді випадків, ефектів пам'яті, що під-

коряються різним ступеневим законам [1-3]. Математичним апаратом, що до-

зволяє адекватно описувати такі процеси, є теорія інтегро-диференціювання 

дробового порядку [4-6]. 

Цілю статті є викладення основних положень теорії інтегро-

диференціювання дробового порядку та шляхи їхнього застосування для коре-

ктного опису масопереносу процесу живлення металів і сплавів, що твердіють в 

умовах регульованого газового тиску. 

Дробно-дифенційні моделі фільтрації. Основна ідея моделювання по-

лягає в заміні реального неоднорідного середовища двофазної зони модель-

ним однорідним шраристим середовищем зі ступеневою пам’яттю та просто-

ровою нелокальностю. При цьому реалізується неповний опис фільтраційного 

процесу диференціальним рівнянням дробового порядку, а наявність дробових 

похідних в модифікаціях основних законів і співвідношень свідчить про наяв-

ність, так званих, прихованих змінних [7]. 
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Модель однофазної фільтрації з дробовими похідними за часом. Роз-

глянемо випадок однофазного течії. Відправною точкою для виведення моделі, 

як і в класичному випадку, служить рівняння нерозривності, яке для течії в 

шпаристому середовищі має вигляд 

( ) ( )div q
t

φρ
ρ

∂
+ =

∂
w ,       (1) 

де φ  - шпаристість середовища, ρ  – щільність рідини, що фільтрується, w  – 

вектор швидкості рідини, q  – щільність внутрішніх джерел маси, t  – час. 

У загальному випадку шпаристість залежить як від тиску рідини, так і від 

напруженодеформованого стану середовища [8]. Дендритно-шпаристе середо-

вище часто проявляє в’язкопружні властивості [9]. При цьому наявність розви-

неної мережі дендритів з фрактальною структурою призводить до неадекват-

ності класичних реологічних рівнянь Максвелла, Кельвіна-Фойгта або Зенера і 

вимагає переходу до їх дробнодіфференційних аналогів [10]. В результаті шпа-

ристість буде функцією не тільки тиску, а й дробової похідної (або дрібного ін-

теграла) від тиску: 

( )( )0, ,
t

p D pαϕ ϕ=  ( )1,1α ∈ − ,      (2) 

де p  – тиск, α  – порядок дробової похідної, ( )0 t
D pα  – дробова похідна. 

Вплив тріщин в шпаристому середовищі на фільтрацію рідини може бути 

враховано модифікацією закону Дарсі. У роботах [11-13] запропоновані різні 

дробнодіфференціальні узагальнення даного лінійного закону. Однак в загаль-

ному випадку закон фільтрації є нелінійним. Однією з можливих нелінійних 

модифікацій закону фільтрації є 

( ) ( )0 t
D p Fγ ∇ = −

w
w

w
, ( )0,1γ ∈ ,      (3) 

де ( )F z  – задана функція. У граничному випадку 1γ =  рівняння (3) переходить 

у відомий [14] нелінійний закон фільтрації цілого порядку. 

Закон (3) є за своєю природою субдиффузійним і може бути використаний 

для моделювання фільтрації в природних дендритно-шпаристих середовищах, 

в яких дендрити розподілені в середньому рівномірно за обсягом. У цьому ви-

падку основний потік рідини визначається саме плином по міждендритним 

каналам, а шпариста частина середовища справляє гальмуючу дію на потік і 

грає роль областей захоплення частинок рідини. 

Вирішуючи (3) щодо швидкості, отримаємо 
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( )( )0 t

p
f D p

p

γ ∇
= − ∇

∇
w , ( )0,1γ ∈ ,      (4) 

де ( ) ( )1f z F z−= . 

Підстановка (2) і (4) в закон збереження (1) призводить до наступного не-

лінійного дрібно-диференційного рівняння фільтрації в’язкопружного середо-

вища в дендритно-шпаристому середовищі: 

( )

( )( ) ( )( )
( )( )

1 1
1 1 0 0

0

0 1 0

1

f t t f t

t

t f f t

c c p c D p c D p

f D pp
q div f D p c p c D p

p

α β
φ φα β

γ

γ β
βφ φ

+ ++ + + =

∇ ∇
= + ∇ + ∇ + ∇ 

∇  

,  (5) 

де 1

1
f

c
p

ρ
ρ

∂
=

∂
, 1

1
c

pφ

φ
φ

∂
=

∂
 – класичні ізотермічні стисливості рідини і пористого 

середовища, відповідно, а 

0

1
f

t

c
D p

β β

ρ
ρ

∂
=

∂
, 

0

1

t

c
D p

φα α

φ
φ

∂
=

∂
 – їх узагальнені дрібно-диференційні ізотермічні 

стисливості. 

Рівняння (5) відноситься до класу нелінійних дрібно-диференційних рів-

нянь аномальної дифузії. У загальному випадку його аналіз являє собою досить 

нетривіальну задачу. Однак на практиці далеко не завжди всі ефекти, що вра-

ховуються рівнянням, проявляються одночасно і є значущими. В результаті 

з (6) можуть бути отримані різні сімейства простіших моделей. 

Як приклад розглянемо випадок, коли впливом зміни пористості на філь-

трацію можна знехтувати (φ  = const), внутрішні джерела маси відсутні і модель 

є одновимірної. Тоді з (5) отримуємо 

( )( ) ( )( ) ( )( )1
1 0 0 0 1 0f t f t x t x t x f x f t x

x
c p c D p g D p g D p c p c D pβ γ γ β

β β
+  + = + +  , (6) 

де ( ) ( )g z f z φ= . У припущенні малості градієнта тиску (часто справедливому 

при фільтрації) останнім доданком в правій частині (6) можна знехтувати як 

меншим у порівнянні з першим доданком правої частини. У цьому випадку (6) 

спрощується і набуває вигляду дробнодіфференційного узагальнення неліній-

ного телеграфного рівняння: 

( )( )1
1 0 0f t f t t x

x
c p c D p g D pβ γ

β
+  + =   .      (7) 

Виконаємо в даному рівнянні нелокальну заміну залежної змінної: 

0x t
p I uγ= ,  
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де u  – нова залежна змінна. Диференціюючи (7) по x  і здійснюючи заміну 

змінних, в силу відомих [4, 5] властивостей операторів дробового інтегрування 

і диференціювання 

0 0 0t t t
D I Dα β α β−= , 0 0 1

t t
D Iα α = ,  

отримаємо рівняння 

( )1 1
1 0 0f t f t xx

c D u c D u g uγ β γ
β

− + −  + =    

або 

( )1 1
1 0 0f t f t x x

c D u c D u h u uγ β γ
β

− + −  + =   ,      (8) 

де ( ) ( )h u g u′= . 

При β γ<  рівняння (8) буде рівнянням субдіффузійного типу, при β γ=  

це буде рівняння дифузії з нелокальним обуренням, при β γ>  маємо диффу-

зійно-хвильове рівняння. 

Висновки. Використаний в роботі підхід носить феноменологічний хара-

ктер, тому можливість їх застосовності в кожному конкретному практичному 

випадку повинна бути обґрунтована з використанням експериментальних да-

них, що підтверджують справедливість відповідних дрібно-диференціальних 

узагальнень феноменологічних гіпотез. Застосування даного підходу для опису 

динаміки процесу живлення двохфазної зони металів і сплавів, що твердіють в 

умовах регульованого газового тиску. Представлені в роботі дробно-

диференційні моделі фільтрації відносяться до класу рівнянь аномальної ди-

фузії. Характерною особливістю отриманих рівнянь, що відрізняє їх від відо-

мих дрібно-диференційних моделей фільтрації, є їх нелінійність. При цьому 

моделі зберігають структуру класичних рівнянь фільтрації цілого порядку і пе-

реходять в них в граничних випадках, коли порядок дрібного диференціюван-

ня стає цілим. 

Вивчення якісних властивостей отриманих рівнянь, а також побудова їх 

чисельних рішень є досить нетривіальними завданнями, які вимагають в кож-

ному окремому випадку самостійного дослідження. 
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Дробно-дифенциальный подход для описания процесса питания металлов и сплавов, 

затвердевающих в условиях регулируемого газового давления 

Для описания процессов фильтрации в сложных дендритно-пористых средах пред-

ложен ряд дробно-дифференциальных математических моделей диффузионного типа. 

Описано нелинейное уравнение, содержащее дробные производные Римана-Лиувилля по 

времени, которое может быть применено для корректного описания однофазной фильт-

рации неньютоновской жидкости в пористой среде. 

Fractional-differential approach to describe the process of feeding metals and alloys  

solidifying under controlled gas pressure 

To describe the processes of filtration in the folding dendritic-porous middle of the 

proponation, a number of fractional-differential mathematical models of the diffusion type. 

Described non-linear, how to take the shot of the abducted Riman-Leeuwill for an hour, as it can 

be stuck for a correct description of the single-phase filtration of not Newtonian age in the 

porous middle. 
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The two-phase zone, which is established during the transition from melting from hard to 

hard mill, can often be characterized by abnormal kinetics of resistance. The peculiarities of 

kinetics in the whole range of winners are related to the issues of widespread nonlocality, in a 

number of types, memory defects, which adhere to the progressive laws. The mathematical 

apparatus, which allows to adequately describe such processes, is the theory of integration-

differentiation of the fractional order. 

Victorians in robotic thinking have a phenomenological character, so the possibility of 

their dependence in a specific, practical dermal condition is blamed on the basis of experimental 

results, so that the validity of other differences is confirmed. Stagnation of the given approach 

for describing the dynamics of the process of vitality of the two-phase zones and metals and 

alloys, which solidifies in the minds of a regulated gas vice. Presented in the fractional-

differential robotic model of filtration are classified as abnormal diffusion. A characteristic 

feature of the ryvnyan, which is derived from different types of differential models of filtration, is 

not the same. With a whole model, they preserve the structure of the classical lines of filtration 

in the whole order and pass into them in boundary drops, if the order of the other differentiation 

is old. 

Vivchennya yakіsnyh authorities otrimanih іvnyans, and also prompts їh numerical 

decisions є to finish nontrivial zavdannyi, as vimagayut in the skin okremomu vampad of 

independent thought. 
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