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Анотація. У роботі розглядаються нові моделі базисів серендипових скінченних елемен-

тів (ССЕ) Q8. Стандартний елемент Q8 використовують у методі скінченних елементів 

(МСЕ) вже більше 50 років, незважаючи на фізичну неадекватність спектра еквівалент-

них вузлових навантажень. За останні роки бібліотека серендипових скінченних елемен-

тів суттєво поповнилася нестандартними (альтернативними) моделями. Були встано-

влені причини неадекватності спектра і запропоновані ”рецепти“ усунення цього недо-

ліку стандартних серендипових моделей. Нові підходи до моделювання базисів за допомо-

гою ієрархічних форм змушують відмовитись від коноїдів – лінійчатих поверхонь, які асо-

ціюються із проміжними вузлами стандартних елементів. На думку авторів, ці поверхні 

Каталана (1843 р.) недостатньо вивчені і заслуговують на увагу сучасних дослідників. 

Тому дослідження тривають і сьогодні, відмовлятися від коноїдів не обов’язково. У робо-

ті показано, як шляхом стиснення поверхні коноїда можна отримати математично об-

ґрунтований і фізично адекватний спектр вузлових навантажень. Цікаво, що такі мож-

ливості закладені в тригонометричних функціях, популярність яких у МСЕ неухильно  

зростає. 

Ключові слова: базисні функції скінченного елемента Q8, коноїд поліноміальний, коноїд 

тригонометричний, еквівалентні вузлові навантаження, ефект стиснення напрямної 

коноїда. 

 

Постановка проблеми. Проблема, як завжди в МСЕ, пов’язана із побудо-

вою базису скінченних елементів (СЕ), який задовольняє умовам інтерполяцій-

ної гіпотези Лагранжа. Особливо це стосується стандартних серендипових СЕ, 

які математично обґрунтовані, але фізично неадекватні (на думку інженерів – 

прихильників механічних аналогій). Йдеться про від’ємні навантаження в ку-

тових вузлах, які можна спостерігати, наприклад, на елементах Q8 і Q12. Вияв-

лено, що ефект “гравітаційного відштовхування” в кутових вузлах спричиня-

ють  проміжні вузли, які невиправдано перевантажені. Вузлове навантаження 

залежить від об’єму між відповідною базисною поверхнею і площиною носія. 

Коноїд - це лінійчата поверхня з нульовою кривиною Гаусса. “Жорстка” модель 

коноїда містить надлишковий об’єм тіла. Тому у 2016 р.  автори роботи запро-
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понували іншу стереометрію моделі Q8, відмовившись від коноїдів [1, 2]. Нові 

моделі отримали фізичну адекватність, але втратили технологічну привабли-

вість для архітекторів і будівельників. Сьогодні ми переконалися, що відмовля-

тися від коноїдів не обов’язково. У цій роботі ми зменшуємо навантаження на 

проміжний вузол за рахунок стиснення напрямної коноїда.  Твірна лишається 

прямолінійною. Виявляється, що нову стереометрію коноїдів краще створюва-

ти за допомогою тригонометричних функцій. Використання неполіноміальних 

апроксимацій в МСЕ нікого не дивує. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Лінійчаті поверхні Каталана, 

зокрема коноїди, відомі з 1834 року. В МСЕ коноїди з’явилися у 1968 р., коли 

Ергатудіс, Айронс і Зенкевич [3] методом підбору сконструювали поліноміальні 

базисні функції для СЕ першого порядку (Q4), другого порядку (Q8) і третього 

порядку (Q12). Ці елементи належать до стандартних і мають назву – серенди-

пові (інша назва – ізопараметричні). На практиці найчастіше використовують 

елементи Q8, які в комбінації з трикутниками Т6 ефективно працюють в облас-

тях з криволінійними границями. 

Більше детальної інформації можна знайти в [4-7]. Особливість всіх стан-

дартних серендипових СЕ в тому, що базисні поверхні проміжних вузлів – ко-

ноїди. Саме коноїди “відповідають” за те, що в кутових вузлах виникають не-

природні (від’ємні)  навантаження  від  рівномірної одиничної масової 

сили [6, 7]. Відвертий Зенкевич [6] називає такий розподіл протиприродним і 

без здорового глузду, а більш стриманий Фадєєв [7] назвав розподіл несподіва-

ним. Зрозуміло, що фахівцям з будівельної механіки такий спектр не подоба-

ється. Тому почалися пошуки нестандартних підходів [8, 9] та альтернативних 

серендипових моделей [1, 10]. У роботах [1, 8, 9] аномалії спектра вузлових на-

вантажень виправляються шляхом залучення ієрархічних форм поліномів. Про 

41е поліноміальні базиси, зокрема тригонометричні, почали писати на початку  

70-х років минулого століття. Про можливості тригонометричних базисів зга-

дують провідні науковці [6, 11, 12], але конкретні приклади практично відсутні 

в доступних джерелах. Нижче, на прикладі елемента Q8, ілюструються можли-

вості тригонометрії в задачах моделювання фізично адекватних базисів. 

Мета дослідження – за допомогою тригонометричних базисів конструк-

тивно довести існування математично обґрунтованих і (головне) фізично адек-

ватних моделей серендипових елементів Q8.  

Викладення основного матеріалу дослідження. Ми розглядаємо серен-

дипів СЕ Q8 з носієм у формі канонічного квадрата: 1,1 ≤≤ yx . Вісім вузлів 
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елемента мають координати: кутові вузли  ( )1;11 −− ; ( )1;12 − ; ( )1;13 ; ( )1;14 − ; 

проміжні вузли ( )1;05 − ; ( )0;16 ; ( )1;07 ; ( )0;18 − . Нагадаємо, як виглядає базис 

елемента Standard Q8  [3, 5-7]. 

Повне уявлення про базис Q8 дають дві функції: “кутова” ( )yxN ,1  (рис. 1) 

та “проміжна” ( )yxN ,5  (рис. 2). Ці функції реалізують біквадратичну інтерпо-

ляцію і мають вигляд: 

( ) ( )( )( )yxyxyxN −−−−−= 111
4

1
,1 ,  аналогічно для  4,3,2=i ; 

( ) ( )( )yxyxN −−= 11
2

1
, 2

5 ,  аналогічно для  8,7,6=i , 

де i  – номер функції, що асоціюється з номером вузла. 

 

 
 

Рисунок 1 – Функція ( )yxN ,1  Рисунок 2 – Функція ( )yxN,5 
 

Як бачимо, поверхня ( )yxN ,5  – це коноїд, в якому напрямною є парабола, 

а твірною – пряма. 

Вузлові навантаження iγ  обчислюються за правилом інтегрального усере-

днення, яке відоме з часів Ньютона і Котеса: 

( )∫∫=
D

ii dydxyxN
S

,
1

γ ,   ,8,...,2,1=i  (1) 

де  S   – площа носія. 

З геометричної точки зору iγ  – це середня апліката поверхні ( )yxNi , . Вуз-

лові навантаження на стандартному Q8 такі: 

12

1
−=iγ , для 4,3,2,1=i ;   

3

1
=iγ , для 8,7,6,5=i . 
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Тепер зрозуміло, що у цьому спектрі не подобається прихильникам меха-

нічних інтерпретацій. Феномен “гравітаційного відштовхування” зникає, як 

тільки 
4

1
5 ≤γ . 

Інакше кажучи, все залежить від об’єму між поверхнею коноїда і площи-

ною носія, точніше від середньої аплікати коноїда. Треба шукати альтернатив-

ні базиси Q8, для яких виконується умова 1≤iV . Для стандартного базису ця 

умова не виконується: 
3

4
5 =V . Щоб зменшити об’єм під коноїдом, можна про-

гнути твірну, як це зроблено в роботі [1]. 

На жаль, при цьому зникають коноїди, а разом з ними зникають техноло-

гічні переваги та естетична привабливість моделі. Нижче показано, як змен-

шити об’єм під коноїдом шляхом стиснення напрямної. У цьому способі за-

мість фрагмента параболи у ролі напрямної ми використовуємо фрагменти 

тригонометричних кривих. Ефект зменшення об’єму ілюструють наступні аль-

тернативні моделі коноїдів (рис. 3-4): 

Модель 1:  ( ) ( )yx
yxN −⋅⋅= 1

2
cos

2

1
,5

π
 ;   

Модель 2:  ( ) ( )yx
yxN −⋅⋅= 1

2
cos

2

1
, 2

5
π

 ;   

Модель 3:  ( ) ( )yx
yxN −⋅⋅= 1

2
cos

2

1
, 4

5
π

 .   

(2) 

  

Рисунок 3 – Функція ( )yxN ,5
 

моделі 1
 

Рисунок 4 – Функція ( )yxN ,5
 

моделі 3
 

На цьому ми зупинили процедуру стиснення коноїдів, маючи на увазі 

адекватність математичної моделі і гіпотезу дифузійної плями. Йдеться про 
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схему двовимірних випадкових блукань Броунівських частинок з поглинаючи-

ми вузлами на границі носія.  

Кутові базисні функції Q8 конструюються за методом Тейлора [13] у ви-

гляді лінійної комбінації гіпара і двох сусідніх коноїдів, наприклад, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxNyxNyxyxN ,,
2

1
11

4

1
, 851 +−−⋅−⋅=  .   

Обчислення вузлових еквівалентних навантажень дають наступні резуль-

тати: 

для моделі 1:  
π

π
γ

4

4
1

−
=  ; 

π
γ

1
5 =  ; 

для моделі 2: 01 =γ  ; 
4

1
5 =γ  ; 

для моделі 3: 
16

1
1 =γ  ; 

16

3
5 =γ  . 

Треба зауважити, що на 11 ≤≤− x  графік ( )
2

cos
x

xf
π

=  (рис. 3) майже не 

відрізняється від стандарта ( ) 21 xx −=ϕ  (рис. 2). Те саме можна сказати про ін-

тегральні характеристики  1γ   і  5γ   першої моделі. А якщо взяти 3=π , то на-

вантаження співпадуть із стандартними. Деформація стиснення почалася з мо-

делі 1. Про це свідчить нерівність 
3

11
<

π
. Модель 2 вже фізично адекватна, вона 

припиняє “гравітаційне відштовхування”: навантажені лише проміжні вузли. 

Модель 3 можна вважати кращою, тому що вона наближає теоретичні резуль-

тати до емпіричних.  

Цікаво відшукати серед поліноміальних моделей Q8 таку, що має інтегра-

льні характеристики тригонометричної моделі 3, тобто 
16

1
  і  

16

3
. Для цього іс-

нує метод нематричної конденсації [1, 14], який дає наступні базисні функції: 

( ) ( ) ( )( ) ;
16

1
,5552111

64

1
, 11 =+++−⋅−⋅= γyxxyyxyxN   

( ) ( ) ( )( ) .
16

3
,211111

64

1
, 5

2
5 =−−⋅−⋅= γyyxyxN   

Висновки. Тригонометричні моделі СЕ Q8 ще раз підтвердили, що серен-

дипові елементи – невичерпне джерело важливої і цікавої інформації. Треба 

відзначити, що сьогодні необов’язково відмовлятися від коноїдів заради фізи-

чної адекватності моделі. Коноїди мають також “історичне” значення для МСЕ. 

Перші базиси серендипових СЕ були сконструйовані із коноїдів (1968 р.). Еле-
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гантний метод Тейлора (1972 р.) також спирається на коноїди. Нові результати 

показують, що тригонометричні базиси спроможні зберегти коноїди та забез-

печити фізичну адекватність моделей. 
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Стереометрия сжатых коноидов и физическая адекватность базисов элемента Q8 

Рассматриваются новые модели базисов серендиповых конечных элементов Q8. За 

последние годы библиотека серендиповых конечных элементов существенно пополни-

лась нестандартными (альтернативными) моделями. Были установлены причины не-

адекватности спектра и предложены ”рецепты“ устранения этого недостатка стан-

дартных серендиповых моделей. Новые подходы к моделированию базисов при помощи 

иерархических форм заставляют отказаться от коноидов – линейчатых поверхностей, 

которые ассоциируются с промежуточными узлами стандартных элементов. Нові дослі-

дження показують, що відмовлятися від коноїдів не обов’язково.  Показано, как путем 

сжатия поверхности коноида можно получить математически обоснованный и физиче-

ски адекватный спектр узловых нагрузок. 

Stereometry of compressed conoids and physical adequacy of q8 element bases 

The paper considers new models of bases of serendipity finite elements (FE) Q8. The stan-

dard element Q8 has been used in the finite element method (FEM) for more than 50 years de-

spite the physical inadequacy of the spectrum of equivalent nodal loads. 

In recent years, the library of serendipity finite elements has been significantly replenished 

with non-standard (alternative) models. The reasons for the inadequacy of the spectrum were 

identified and "recipes" were proposed to eliminate this shortcoming of standard serendipity 

models. New approaches to modeling bases with the help of hierarchical forms force to abandon 

conoids - linear surfaces that are associated with intermediate nodes of standard elements. Ac-

cording to the authors, these Catalan surfaces (1843) are insufficiently studied and deserve the 

attention of modern researchers. Therefore, research is being conducted today, and it is not nec-

essary to give up conoids. The paper shows how by compressing the surface of the conoid it is 

possible to obtain a mathematically sound and physically adequate spectrum of nodal loads. It 

is interesting that such capabilities are embedded in trigonometric functions, the popularity of 

which in the FEM is growing steadily. 

The purpose of the research is to constructively prove the existence of mathematically sub-

stantiated and (most importantly) physically adequate models of serendipity elements Q8 with 

the help of trigonometric bases. 

Trigonometric models of the finite element Q8 once again confirmed that serendipity ele-

ments are an inexhaustible source of important and interesting information. It should be noted 

that today it is not necessary to give up conoids for the sake of physical adequacy of the model. 

Conoids are also of "historical" importance to FEM. The first bases of serendipity FEs were con-

structed from conoids (1968). 

Taylor's elegant method (1972) is also based on conoids. New results show that trigono-

metric bases are able to preserve conoids and ensure the physical adequacy of the models. 
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