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КОМПРОМІСНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЗБУРЕНОГО РУХУ 

ЗЧЛЕНОВАНОГО КОНТЕЙНЕРОВОЗА З БУГЕЛЬНОЮ РАМОЮ НА 

ПНЕВМОКОЛІСНОМУ ХОДІ 

 

У статті розроблена компромісна математична модель збуреного руху зчленованого ко-

нтейнеровоза з бугельною рамою на пневмоколісному ході методами аналітичної механі-

ки з залученням рівняння Лагранжа другого роду. Визначені власні динамічні характерис-

тики системи, критична швидкість руху, отримані коефіцієнти динамічності в дорезо-

нансній та зарезонансній зонах для компромісної підвіски, що обумовлює точне визначен-

ня розрахункових зусиль, раціональну металомісткість несучої системи. 

Ключові слова: математична модель, зчленований контейнеровоз, бугельна рама, пнев-

моколісний хід, критична швидкість. 

 

Постановка проблеми. Перспектива розвитку механізації техно-

логічних транспортних операцій у металургійному виробництві тісно 

пов’язана з залученням нових транспортних засобів, у тому числі нетра-

диційних компоновок. Так, для виконання перевезень, пов’язаних з ав-

тономним навантаженням, транспортуванням, розвантаженням та скла-

дуванням контейнерів ефективним слід вважати технологічний спецав-

тотранспорт з бугельною рамою. Для науково обґрунтованого вибору та-

ких несучих систем вирішальну роль відіграють динамічні навантажен-

ня, формування яких описується математичною моделлю процесу збуре-

ного руху контейнеровоза в умовах технологічних доріг металургійного 

виробництва. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У ряді джерел [1, 2] описа-

ні автотранспортні засоби для транспортування вантажів у контейнерах та 

пакетах. Робота [3] цілком присвячена контейнеровозу з бугельною рамою. 

Робота [4] висвітлює проблеми вибору типу несучих систем для тарно-

штучних вантажів. Роботи [5–10] присвячені дослідженню динаміки дво-
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ланкових систем «тягач-напівпричіп». Вище згадані наукові праці дають 

загальне уявлення про контейнерні перевезення, висвітлюють конкретні 

конструктивні рішення, розкривають методологію динамічних дослі-

джень зчленованих транспортних засобів, але їм не вистачає конкрети-

ки, пов’язаної з компонувальними та конструктивними особливостями 

зчленованої машини з бугельною рамою при визначенні розрахункових 

навантажень. 

Мета дослідження, таким чином, полягає у розробці компромісної 

математичної моделі збуреного руху зчленованого контейнеровоза з бу-

гельною рамою на пневмоколісному ході в умовах технологічних переве-

зень металургійного виробництва. 

Викладення основного матеріалу дослідження. Схема зчлено-

ваного контейнеровоза з бугельною рамою подана на рис. 1. 

 

1 – контейнер; 2 – тягач; 3 – напівпричіп з бугельною рамою; 

 4 – ложемент. 

Рисунок 1 – Зчленований контейнеровоз з бугельною рамою 

 

Враховуючи те, що маса непідресорених частин напівпричепа ко-

нтейнеровоза на порядок менша маси підресорених частин, є рація спро-

стити динамічну розрахункову схему, об'єднуючи радіальну жорсткість 

пневматиків коліс та лінійну жорсткість пружної підвіски і нехтуючи ма-

сою непідресорених частин. У такому разі розрахункова схема враховує 
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один ступінь свободи, а в якості узагальненої координати виступає кут 

повороту напівпричепа контейнеровоза у поздовжній площині відносно 

поперечної осі, яка проходить через опорну точку напівпричепа. 

У якості важливого припущення математичної моделі приймаємо, 

що точка кріплення напівпричепа до тягача не має вертикальних пере-

міщень. Диференціальні рівняння коливань у збуреному русі отримуємо 

у формі рівняння Лагранжа другого роду [11]: 
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де Т – кінетична енергія системи, Дж; 

П – потенціальна енергія системи, Дж; 

F
jQ  – j-a узагальнена сила неконсервативного походження, Н (Нм); 

jq  – j-a узагальнена координата. 

Відповідно розрахунковій схемі приймаємо наступні узагальнені 

координати:  – кут повороту напівпричепа відносно поперечної осі, яка 

проходить через точку кріплення, ун – переміщення непідресорених час-

тин напівпричепа. 

Оскільки пружні елементи підвіски та пневматики коліс утворю-

ють послідовну систему у сприйнятті та передачі зусиль, то можна ско-

ристатись формулою [12]: 
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де Се – еквівалентний коефіцієнт жорсткості послідовно розташованих 
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Об’єднуючи ці вирази, нехтуючи силами неконсервативного по-

ходження, отримуємо диференціальне рівняння збуреного руху зчлено-

ваного контейнеровоза з пружною підвіскою: 

 022 2  hlClCI een  , (3) 

де h – поточне кінематичне збурення, м. 

Як відомо [10], у загальному вигляді можна записати 
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де h0 – амплітудне значення профілю нерівностей, м; 

х – абсциса апроксимуючої функції, м; 

l0 – довжина синусоїди, яка апроксимує функцію нерівностей, м. 

При русі системи 

 vtx  . (5) 

Тоді поточна висота нерівностей дорівнює 
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Або після введення нового позначення: 

 thh  sin0 , (7) 

де  – кругова частота кінематичних збурень, 1/с. 
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Останній доданок у рівнянні (3) переносимо у праву частину: 

 hlClCI een 22 2  . (9) 

Ділимо рівняння (9) на Іп, отримуємо 
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Вводимо наступне позначення: 
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А далі переписуємо рівняння (10) з урахуванням нового позначен-

ня (11): 
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де 2
ep  – квадрат власної кругової частоти коливань напівпричепа з кон-

тейнером при наявності компромісної підвіски, с–2. 

Скористаємось виразом (7) для кінематичних збурень: 
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Розв’язання рівняння (13) має наступний вигляд [13]: 
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Перші два доданки у виразі (14) описують вільні коливання систе-

ми, які швидко затухають, третій доданок описує вимушені коливання з 

круговою частотою кінематичних збурень. Таким чином, вимушені ко-

ливання у збуреному русі контейнеровоза описуються наступним рів-

нянням: 
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де 1  – фазовий кут вимушених коливань, рад. 

Амплітуда вимушених коливань у згоді з виразом (15) дорівнює 
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або остаточно: 
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У виразі (17) знак «+» приймається при 
ep


1, знак «–» прийма-

ється при 
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
1. З цього виразу безпосередньо витікає умова резонансу  
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 ep . (18) 

Після підстановки виразів кругових частот (8) та (11) в умову ре-

зонансу (18) отримуємо  
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звідки витікає критична швидкість контейнеровоза, при якій наступає резо-

нанс: 
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По аналогії з жорсткою підвіскою записуємо вирази коефіцієнтів 

динамічності у дорезонансній та зарезонансній зонах. 

Дорезонансна зона: 
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де  
eK  – приведений коефіцієнт динамічності у дорезонансній зоні.  

Зарезонансна зона: 

  




































 1

1

2
1

2

2
2

2
0

e
en

е

c

з
п

p
pI

lC

f

h
K , (22) 

де  з
eK  – приведений коефіцієнт динамічності у зарезонансній зоні.  

Вводимо наступне позначення: 
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де e  – приведене відношення кругових частот. 

Тоді вирази (21) та (22) приймають наступний вигляд: 
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Розкриваємо власну кругову частоту у виразах (24) та (25), після 

скорочення отримуємо 
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Після простих перетворень вирази (26) та (27) приймають вигляд 

розв’язуючих умов для відношень кругових частот e  у дорезонансній та 

зарезонансній зонах: 
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де 
 з

e  – відношення кругових частот у зарезонансній зоні. 

Розкриваємо вираз (23) у дорезонансній зоні: 

 
     

 
 










v
lC

I

llI

lC

l

v

p
еп

е

e
e 2

0

2

0 2

22
:

2
, (30) 

де    – кругова частота кінематичних збурень у дорезонансній зоні, 1/с; 

 v  – швидкість руху контейнеровоза у дорезонансній зоні, м/с. 

Прирівнюємо вирази (28) та (30), отримуємо рівняння відносно 

швидкості руху контейнеровоза у дорезонансній зоні, при якій коефіці-

єнт динамічності дорівнює  
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Розкриваємо вираз (23) для зарезонансной зони: 
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де  з  – кругова частота кінематичних збурень у зарезонансній зоні, 1/с; 

 зv  – швидкість руху контейнеровоза у зарезонансній зоні, м/с. 

Прирівнюємо вирази (29) та (32), отримуємо рівняння відносно 
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Висновки. У результаті проведеного теоретичного дослідження 

динаміки зчленованого контейнеровоза з бугельною рамою розроблена 

математична модель збуреного руху у поздовжній площині з урахуван-

ням пружної підвіски на базі математичного апарату аналітичної меха-

ніки, у тому числі рівняння Лагранжа другого роду. 

Розроблена математична модель збуреного руху у поздовжній 

площині обґрунтовує аналітичне визначення розрахункових наванта-

жень на силові елементи несучої системи для пружної підвіски в залеж-

ності від параметрів кінематичних збурень, режимів руху на шляху залу-

чення коефіцієнтів динамічності. Ця модель розкриває можливості коло-

резонансних режимів руху, коли забезпечуються наперед задані коефіці-

єнти динамічності. 

У подальших дослідженнях контейнеровозів на пневмоколісному 

ході з бугельною рамою слід працювати у напрямку розробки математи-

чних моделей формування розрахункових навантажень на силові елеме-

нти несучої системи, сприйняття та передачі внутрішніх зусиль, а також 

науково-методичних основ проектувального та перевірочного розрахун-

ків на міцність силових елементів бугельної несучої системи на шляху 

розробки та створення довершених зразків спецавтотранспорта за кри-

терієм мінімальної металомісткості. 
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Компромиссная математическая модель возмущенного движения сочлененного 
контейнеровоза с бугельной рамой на пневмоколесном ходу 

В статье разработана компромиссная математическая модель возмущенного дви-
жения сочлененного контейнеровоза с бугельным рамой на пневмоколесном ходе метода-
ми аналитической механики с привлечением уравнения Лагранжа второго рода. Опреде-
лены собственные динамические характеристики системы, критическая ско-кость дви-
жения, полученные коэффициенты динамичности в дорезонансний и зарезать-нансний 
зонах для компромиссной подвески, обусловливает точное определение расчетных уси-
лий, рациональную металлоемкость несущей системы. 
Compromise mathematical model of perturbed motion of a articulated container ship with 

a tow frame on a pneumatic wheel 
A compromise mathematical model of the perturbed motion of a articulated container ship 

with a tow frame on a pneumatic wheel in the course of methods of analytical mechanics with 
the use of the second-order Lagrange equation is developed. The own dynamic characteristics of 
the system, the critical motion velocity, the obtained coefficients of dynamism in the pre-
resonance and shear zones for the compromise suspension, determine the exact determination of 
the calculated forces, rational metal intensity of the bearing system. 

 

Бейгул Олег Алексеевич – д.т.н., професор, заведующий кафедрой машиностро-

ения, Днепровский государственный технический университет. 

Грищенко Денис Ігоревич – аспирант, Днепровский государственный техничес-

кий университет. 

Бейгул Всеволод Олегович – к.т.н., доцент кафедры технологии машинострое-

ния, Днепровский государственный технический университет. 

Лепетова Анна Леонидовна – к.т.н., доцент, доцент кафедры машиностроения, , 

Днепровский государственный технический университет. 



«Системні технології» 5 (124) 2019 «System technologies» 

ISSN 1562-9945 17 

Бейгул Олег Олексійович – д.т.н., професор, завідувач кафедри машинобуду-

вання, Дніпровський державний технічний університет. 

Грищенко Денис Ігорович – аспірант, Дніпровський державний технічний уні-

верситет. 

Бейгул Всеволод Олегович – к.т.н., доцент кафедри технології машинобудуван-

ня, Дніпровський державний технічний університет. 

Лепетова Ганна Леонідівна – к.т.н., доцент, доцент кафедри машинобудування, 

Дніпровський державний технічний університет. 
 

Beygul Oleg - Doctor of technical science, Professor, Manager of machine-building 

department, Dniprovskiy state technical University. 

Grischenko Denis - Post-graduate student, Dniprovskiy state technical University. 

Beygul Vsevolod - Candidate of technical science, Dotsent of machine-building 

department, Dniprovskiy state technical University. 

Lepetova Anna - Candidate of technical science, Dotsent, Dotsent of machine-building 

department, Dniprovskiy state technical University. 

 


