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МЕТОДИ ТА АЛГОРИТМИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ДИНАМІЧНИХ ЗАДАЧ 

ОПТИМАЛЬНОГО РОЗБИТТЯ МНОЖИН ІЗ РОЗМІЩЕННЯМ ЦЕНТРІВ 

ПІДМНОЖИН ТА ІНТЕГРАЛЬНИМИ ОБМЕЖЕННЯМИ 

 

Анотація. У статті розглядаються методи та алгоритми розв’язання динамічних за-

дач оптимального розбиття множин із розміщенням центрів підмножин та інтегра-

льними обмеженнями. Досліджуваний клас задач виникає у багатьох прикладних кон-

текстах, зокрема у логістиці, задачах просторового розподілу ресурсів і територіаль-

ного зонування, де параметри моделі змінюються з часом. 

Запропонований підхід базується на математичній формалізації задач оптимального 

розбиття множини з урахуванням часової динаміки щільності та передбачає одночас-

ну оптимізацію структури розбиття і положення центрів підмножин. Інтегральні об-

меження інтерпретуються, як обмеження на узагальнені характеристики підмножин і 

суттєво впливають на властивості оптимальних розв’язків. 

Основну увагу приділено теоретичному обґрунтуванню моделі, аналізу властивостей 

задачі та побудові математичного алгоритму її розв’язання. Отримані результати 

демонструють узгодженість запропонованого підходу з класичними моделями оптимі-

зації та підтверджують його придатність для опису динамічних процесів у задачах 

оптимального розбиття множин. 

Ключові слова: оптимальне розбиття, розсміщення цетрів, інтегральні обмеження, 

логістичні задачі, динамічні моделі, просторове зонування, розподіл ресурсів, чисельне 

моделювання. 

 

Постановка  проблеми. Задача оптимального розбиття множини з розміщенням 

центрів підмножин є важливою проблемою математичного програмування, що має ши-

рокий спектр практичних застосувань – від логістики та управління ресурсами до прос-

торового планування. Класичні постановки задач оптимального розбиття, як правило, 

передбачають фіксоване розташування центрів підмножин або кластерів, що істотно 

спрощує пошук оптимального розбиття. Проте в реальних системах положення центрів 

можуть змінюватися під впливом зовнішніх факторів або внаслідок необхідності адап-

тації до нових умов, що зумовлює потребу у формулюванні та розв’язанні динамічних 

задач оптимального розбиття множини з одночасним визначенням координат центрів. 

Подібні динамічні задачі є значно складнішими, оскільки вимагають одночасної 

оптимізації розбиття елементів множини та визначення координат центрів підмножин, 

які можуть змінюватися з часом. Такий підхід забезпечує більшу гнучкість моделюван-

ня та дає змогу враховувати адаптивні процеси в системах, що перебувають у стані 
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змін. Для розв’язання задач цього класу зазвичай застосовуються методи теорії оптима-

льного розбиття множин, диференціальних рівнянь та чисельні методи. 

Додатково слід зазначити, що у межах запропонованого підходу динамічна щіль-

ність відіграє визначальну роль у формуванні просторової структури розбиття, оскільки 

саме її еволюція зумовлює перерозподіл навантажень між підмножинами. Зміна щіль-

ності в часі безпосередньо впливає на доцільність розміщення центрів підмножин, 

змушуючи їх адаптивно зміщуватися у напрямках підвищеної інтенсивності або попиту. 

Таким чином, координати центрів розглядаються не як фіксовані параметри, а як дина-

мічні змінні, узгоджені з поточним станом щільності, що дозволяє забезпечити більш 

адекватне відображення реальних просторово-часових процесів та підвищити ефектив-

ність отриманих розв’язків. 

Під динамічною неперервною лінійною однопродуктовою задачею оптимального 

розбиття множини   з n-вимірного евклідова простору nE  на її неперетинні підмно-

жини 1,..., N   (серед яких можуть бути й порожні) за наявності обмежень у формі 

рівностей та нерівностей із відшуканням координат центрів 1,..., N   цих підмножин 

відповідно розумітимемо наступну задачу. 

Нехай   – обмежена, вимірна за Лебегом множина у n -вимірному евклідовому 

просторі nE . 

Потрібно розбити її на N  вимірних за Лебегом підмножин 1,..., N   (серед 

яких можуть бути й порожні) так, щоб 

( )i jmes   = 0, , , 1,...,i j i j N  , 

де (·)mes  – міра Лебега, 

Позначимо клас усіх можливих розбиттів множини   на неперетинні підмножи-

ни 1,..., N  , через 
N
 , тобто 

1
1

{( ,..., ) : , ( ) 0, , , 1,..., }
N

N
N i i j

i

mes i j i j N


           . 

1

,
N

i
i

   

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Дослідження неперервних задач опти-

мального розбиття множин у науковій літературі з’явилися в другій половині ХХ сто-

ліття [1-4]. Вони виникли як нескінченновимірні узагальнення задач оптимізації вироб-

ничо-транспортного планування. Автори систематизували існуючі підходи до постано-

вки та розв’язання задач оптимального розбиття множин, описали класи алгоритмів, 

їхні властивості та типові області застосування таких задач. Більш детальний огляд нау-

кових публікацій з цієї теми наведено в роботах [5] і [8]. 

Теоретичні основи таких задач закладені в працях О. М. Кісельової, зокрема – у 

монографії [7], де було систематизовано різні підходи до побудови неперервних моде-
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лей оптимального розбиття множин, детально розглянуто їхні математичні властивості 

та наведено приклади практичних застосувань у галузях транспорту, економіки й 

управління ресурсами. У роботі також підкреслено важливість дослідження задач із фі-

ксованими та змінними центрами, оскільки такі моделі дозволяють описувати широкий 

спектр реальних процесів, пов’язаних з оптимальним розподілом і плануванням. 

Фундаментальні праці [6] та [8] окреслюють теоретичні основи задач оптималь-

ного розбиття з одночасним визначенням координат центрів підмножин. Незважаючи на 

узагальнений характер цих досліджень, у них наведено формальні специфікації, корисні 

для програмної розробки, зокрема щодо структури вхідних даних, представлення роз-

биття та візуалізації результатів. 

Подальший розвиток основної концепції відбувся в наступних публікаціях [9-11], 

де було запропоновано динамічні модифікації задачі, що враховують зміну параметрів у 

часі. Це дало можливість застосовувати підхід оптимального розбиття до задач, у яких 

вхідні дані змінюються під впливом зовнішніх факторів, що особливо актуально для 

сучасних систем моніторингу, логістики та керування потоками. 

Кілька міжнародних досліджень [12–16] зосереджені на задачах оптимізації фор-

ми та розбиття в механіці, спектральному аналізі та варіаційному численні. У працях, 

зокрема [12] і [14], доведено існування розв’язків для окремих класів задач оптимально-

го розбиття, тоді як у роботі [13] досліджується мінімізація власних значень на розби-

тих областях. Незважаючи на іншу прикладну сферу, ці підходи можуть бути адаптовані 

до задач із фіксованими центрами шляхом введення геометричних обмежень. 

Мета дослідження. Метою даної роботи є розробка методів і алгоритмів 

розв’язання динамічних задач оптимального розбиття множин із розміщенням центрів 

підмножин та інтегральними обмеженнями. Дослідження спрямоване на побудову ма-

тематичної формалізації задач, у яких структура розбиття та положення центрів визна-

чаються з урахуванням часової динаміки параметрів моделі. 

Особливу увагу приділено аналізу властивостей сформульованих задач, врахуван-

ню інтегральних обмежень та розробці алгоритму, що забезпечує узгоджене визначення 

оптимального розбиття і оптимального розміщення центрів у динамічному середовищі. 

Викладення основного матеріалу дослідження. Знайти розбиття 

 1 ΩΩ , ,Ω ΣN
N     множини Ω nE , векторну функцію  ,x t , визначену 

майже всюди (м.в.) для Ωx  та всіх  0,t T ,  і координати центрів 

1{ ,... } Ω, N
N    , які забезпечують 

    
  

1,... 2
Ω

,;{ } Ω ; , Ω Ω 0,

inf , , ,,
N

N N
N x t L T

F x t

  

 

    

 

де 

       
0 Ω

1

, , , , ,
i

N
T

i i i
i

F x t c x a x t dxdt    


    
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за умов 

 
  

   0 0

,
, , , ,0

,

x t
f x t x t t T

t

x t x




 


  





 

та з інтегральними обмеженнями 

0

( , ) ;   1,

i

Т

ix t dxdt b i N


   , 

або 

0

( , ) ;   1,

i

Т

ix t dxdt b i N


   , 

Також можлива комбінація з обмеженнями рівності і нерівності у постановці задачі, то-

ді обмеження можуть бути записані наступним чином 

0

( , ) , 1,...,

i

Т

ix t dxdt b i p


   , 

0

( , ) , 1,..,

i

Т

ix t dxdt b i p N


    . 

Загалом, інтегральні обмеження в задачах оптимального розбиття множин, а та-

кож у транспортних і логістичних моделях, відображають глобальні характеристики си-

стеми – сумарні запаси ресурсів або загальну пропускну спроможність. Саме тому вони 

відіграють принципову роль у прикладних постановках задач. Такі обмеження дають 

змогу адекватно моделювати, зокрема, загальний обсяг пального чи сировини, сукупну 

виробничу потужність підприємства, максимальну кількість місць у пунктах прийому 

(наприклад, у системах надання допомоги), а також сумарну пропускну здатність тран-

спортних ділянок і сервісних елементів інфраструктури. На відміну від локальних об-

межень, інтегральні умови поєднують рішення на різних ділянках простору та на різних 

часових інтервалах, що призводить до ускладнення математичної структури задачі та 

зумовлює необхідність застосування спеціалізованих аналітичних і чисельних методів її 

розв’язання. 

Формула, яка задає часову динаміку щільності у вигляді відповідного диференціа-

льного рівняння, природним чином приводить до постановки задачі Коші для системи 

звичайних диференціальних рівнянь. У такій постановці початкове значення щільності 

інтерпретується як початкова умова, тоді як сама система описує еволюцію щільності в 

часі. Це дозволяє застосовувати стандартний апарат теорії задачі Коші: досліджувати 

існування та єдиність розв’язку, встановлювати умови стійкості та неперервної залеж-

ності від початкових даних, а також обирати відповідні чисельні методи для інтегру-

вання системи (методи Рунге-Кутта, Ейлера). Подібна формалізація забезпечує матема-
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тичну коректність моделі та дозволяє узгоджено описувати зміну щільності в часі з ура-

хуванням вибраного механізму динаміки. 

Сукупність вимірних за Лебегом підмножин 1,..., N   з n  будемо назива-

ти можливим розбиттям множини   на його неперетинні підмножини 1,..., N  , як-

що 

1

,
N

i
i

    i jmes   = 0, , , 1,...,i j i j N  , 

де mes(·) означає міру Лебега. 

м.в. для Ωx , при фіксованих 
(1) ( )

( ,..., ) ,  1,...,
n

i ii i i N     . 

Тут  ,x t  – шукана дійсна функція, визначена на  Ω 0,T , яка неперервно 

диференційована за аргументом t  на відрізку  0,T  м.в. для 
    1

, , Ω,
n

x x x    

обмежена та вимірна за аргументом x  на Ω  для всіх  0,t T ;  0 x  – задана не-

від’ємна функція, обмежена та вимірна за аргументом Ωx , також може бути задана у 

вигляді числа;   , , ,f x t x t  – задана дійсна функція, неперервна та ліпшицева в ме-

жах свого визначення;  ,i ic x   – визначені на   задані дійсні обмежені функції, 

вимірні за аргументом  (1) ( ),..., nx x x  при будь-якому фіксованому 

 (1) ( )
,..., ,  1,...,

n
i i i i N    ; 1,..., N   – сукупність деяких еталонних точок для 

підмножин 1,..., N   відповідно, званих центрами цих підмножин ( i i  , 

1,2,...,i N ), причому координати центрів  (1) ( )
,...,

n
i i i   , 1,2,...,i N , не відо-

мі і вимагають свого визначення; 0T   та  0 0,t T  задані числа; 1,... Na a , 1,..., Nb b  

− задані невід’ємні числа, причому  

10

( , ) , 0 , 1,..., .
Т N

i i
i

S x t dxdt b b S i N


       

Тут і надалі інтеграли розуміються у сенсі Лебега. Вважатимемо, що міра множи-

ни межових точок i , 1,...,i N , дорівнює нулю. 

У  наведеній  математичній  постановці  динамічної  задачі  оптимального  роз-

биття незалежна змінна  0,t T  може відігравати роль часової змінної, а 0T   та 

 0 0,t T  – задані кінцевий та початковий моменти часу в досліджуваному динаміч-

ному процесі. 

Метод розв’язання задачі. Введемо характеристичну функцію підмножини i : 
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1,   ,
( )

0,   \ ,  1,...,  ,

i
i

i

x
x

x i N



 

  
 

та розглянемо функціонал  

        
0 Ω

1

)· , ,( ( ), , ,
N

T
i i i

i
iI tx t c x a x t dxx d     



   , 

де вектор-функція ( )x  має вигляд 1( ) ( ( ),..., ( ),..., ( ))i Nx x x x    , x , 

1( ,..., ) N
N    . 

Очевидна така рівність, 

     1 1( ( ), ) ( ,..., , ,..., )· , , N NI x t F      . 

Перепишемо задачу А у термінах заданих характеристичних функцій  та підмно-

жин i , 1,...,i N , у такому вигляді. 

Задача B. Знайти пару елементів * *·), )( (  , де * 1( )x  , *
N  , таку, що 

1)
*

( ( )
*

· ,
( ( ), ) min ( ( ), )· ·

N
I I


 

  
 , 

       11 1 ,...,   м.в. для Ω;Nx x x x         

за умов 

0

( , ) , 1,...,

i

Т

ix t dxdt b i p


   , 

0

( , ) , 1,.., }

i

Т

ix t dxdt b i p N


    , 

де 

1 1( ) ( ( ),..., ( )) :Nx x x      

( ) 0 1м.в. для , 1,..., ,i x x i N      

1
( ) 1 м.в. для }

N

i
i

x x

   . 

 1 ,..., N   ... N

N

    

Від нескінченновимірної задачі В з булевими значеннями змінних  i  , 

1,...,i N , перейдемо до відповідної задачі зі значеннями функцій  i   з відріз-

ку  0,1 . 

Задача В.1. Знайти пару елементів * *·), )( (  , де * 2( )x  , *
N  , таку, що 
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2)
*

( ( )
*

· ,
( ( ), ) min ( ( ), )· ·

N
I I

 


 
,

2 1( ) ( ( ),..., ( )) : ( ) м.в. для ;Nx x x x x         

за умов 

0

( , ) , 1,...,

i

Т

ix t dxdt b i p


   , 

0

( , ) , 1,.., }

i

Т

ix t dxdt b i p N


    , 

де 


1

( ) : 0 ( ) 1 для , 1,..., , ( ) 1 м.в. для }
N

i i
i

x x x i N x x  


          

 1 ,..., N   ... N

N

    

Вочевидь, 

   
2

* *
( )

( ), min [ min ( ), ]
N

I I


   
 

   . 

Задача В.1 має розв’язок, та може бути розв’язана за допомогою функціонала Лаг-

ранжа, сформованого для задачі В.1 таким чином: 

     
1 0

, , ( ), ( , )
ТN

i i
i

iL I x t dxdt b     
 

 
      
 
 

    

де  1,..., ,...,i N     – N-вимірний вектор дійсних чисел, які можуть бути, як бі-

льше нуля, так і менше;       1 ,..., Nx x x     м.в. для x ; 

 1 ,..., ,..., N
i N     . 

Висновки. У статті розглянуто методи та алгоритми розв’язання динамічних за-

дач оптимального розбиття множин із розміщенням центрів підмножин та інтегральни-

ми обмеженнями. Досліджуваний клас задач виникає у багатьох прикладних контекс-

тах, зокрема у логістиці, задачах просторового розподілу ресурсів і територіального зо-

нування, де параметри моделі змінюються з часом. 

Запропоновано підхід, який базується на математичній формалізації задач оптима-

льного розбиття множини з урахуванням часової динаміки щільності та передбачає од-

ночасну оптимізацію структури розбиття і положення центрів підмножин. Інтегральні 

обмеження інтерпретуються, як обмеження на узагальнені характеристики підмножин і 

суттєво впливають на властивості оптимальних розв’язків. 
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Methods and algorithms for solving dynamic optimal set partitioning problems  

with subset center placement and integral constraints 

The paper presents an approach to solving solving dynamic optimal set partitioning 

problems with subset center placement and integral constraints. The considered class of prob-

lems arises in numerous applied contexts, including logistics, spatial resource allocation, and 

territorial zoning, where model parameters vary over time. 

The proposed approach is based on a mathematical formalization of optimal set parti-

tioning problems that accounts for the temporal dynamics of density and provides for the sim-

ultaneous optimization of the partition structure and the locations of subset centers. Integral 

constraints are interpreted as restrictions on generalized characteristics of subsets and signif-

icantly influence the properties of optimal solutions. 

The primary focus is placed on the theoretical substantiation of the model, the analysis 

of problem properties, and the construction of a mathematical solution algorithm. The ob-

tained results demonstrate the consistency of the proposed approach with classical optimiza-

tion models and confirm its suitability for describing dynamic processes in optimal set parti-

tioning problems. 

Keywords: optimal partitioning, center placement, integral constraints, logistics prob-

lems, dynamic models, spatial zoning, resource allocation, numerical modeling. 
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