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ПРИМЕНЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛА КВАЗИПРОТЯЖЕННОСТИ  
В ЗАДАЧАХ АППРОКСИМАЦИИ ИСКАЖЕННЫХ ДАННЫХ 

 
Аннотация. Исследована эффективность применения функционала квазипротяженности 
для решения задач аппроксимации данных, описываемых параметрической моделью. 
Представлены результаты теоретического и численного анализа, которые демонстри-
руют особенности поведения этого функционала как целевой функции линейного и нели-
нейного параметров модели данных для разных уровней шума в предположении, что па-
раметры модели принимают одно или несколько значений. Сформулированы рекоменда-
ции по эффективному использованию функционала квазипротяженности для решения 
задач аппроксимации данных. 
Ключевые слова: функционал, аппроксимация, данные. 

 

Введение. Функционал квазипротяженности предназначен для 

решения задач обработки данных в условиях, когда исходные данные ис-

кажены шумом и аномальными значениями [1]. Для решения задач ап-

проксимации искаженных данных посредством заданной параметриче-

ской модели этот функционал целесообразно строить на основе функции 

невязки между данными и их моделью [2]. В данной работе представле-

ны результаты исследования эффективности применения функционала 

квазипротяженности невязки в задачах аппроксимации искаженных 

данных, которые включают результаты теоретического и численного 

анализа поведения функционала квазипротяженности для случаев, когда 

на интервале наблюдения данных неизвестные параметры принимают 

одно или несколько значений, а данные искажены аддитивным шумом. 

Постановка задачи и цель исследований. Постановка задачи 

заключается в исследовании эффективности применения функционала 

квазипротяженности, построенного на основе функции невязки между 

данными и их параметрической моделью, для решения задач аппрокси-
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мации искаженных данных. Целью работы является формирование ре-

комендаций по эффективному использованию функционала квазипро-

тяженности для решения задач аппроксимации искаженных данных. 

Анализ последних исследований и публикаций. Согласно [1],

постановка задачи аппроксимации данных заданной параметрической

моделью заключается в минимизации  функционала квазипротяженно-

сти функции невязки между этими данными и их моделью. Для непре-

рывного случая этот функционал задается в виде: 

 ∫
∞

∞−

βαβα ψ= dxxrxrE q
S

q )]([)]([ ),,(),,( , (1)

где )(xr  есть функция невязки, ]1)|/|1[()( /),,(),,( −α+=ψ ββαβα qqq
S

q
S xkx  есть

стоимостная функция, α  – параметр сглаживания; q  – параметр степени

сглаживания, причем ∞<< q0 ; β  – параметр формы, причем 1≤β<∞−  и

q<β ; ]1)|/|1/[(1 /
0

),,( −α+= ββα qqq
S xk ; 0x  – точка нормировки )(),,( xq

S
βαψ  на

единицу. Параметры α , β , q  имеют смысл свободных параметров и по-

зволяют менять поведение стоимостной функции, обеспечивая широкие

возможности по настройке процесса обработки данных на текущую шу-

мовую обстановку [3]. В [4] отмечено, что функционал (1) не является вы-

пуклым за исключением своих крайних случаев, а его первая вариация в

точке минимума может не существовать. Однако в отличие от традици-

онно используемого в задачах аппроксимации квадратичного функцио-

нала [5], функционал квазипротяженности (1) предоставляет возмож-

ность решения задач аппроксимации в условиях, когда исходные данные

искажены грубыми ошибками, а неизвестные параметры могут прини-

мать не одно, а несколько значений [4]. Подобными свойствами также

обладают функционалы, построенные на основе квазинормы простран-

ства pL ; 10 << p  [6] или на основе "минимаксно-вогнутой штрафной

функции" (minimax-concave penalty function) в случае их применения к

невязке решения [7].   

Основная часть. Эффективность применения различных функ-

ционалов в задачах аппроксимации данных определяется, в первую оче-

редь, наличием у них локальных минимумов, отвечающих искомым зна-
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чениям неизвестных параметров модели. Для непрерывного случая из (1) 

можно получить, что функционал квазипротяженности для случая неиз-

вестного линейного параметра A  принимает вид целевой функции: 

 dxxAfxgkAE
X

qqq
S

q ∫ −α−+= ββαβα ]1)|/))()((|1[()( /),,(),,( , (2) 

где функция )(xg  описывает данные, )(xf  – известную форму модели 

данных, а X  – область наблюдения. В (2) для 10 <β<  имеем 0),,( >βα q
Sk , 

для 0<β<∞−  имеем 0),,( <βα q
Sk , а для 0±→β  вместо (2) получаем: 

 dxxAfxgkAE
X

qq
S

q ∫ α−+= αα ]|/))()((|1ln[)( ),0,(),0,( , (3) 

где 0]|/|1ln[/1 0
),0,( >α+=α qq

S xk . Из (2) и (3) видно, что для тех значений 

параметра A , которые обращают в нуль модуль невязки |)()(| xAfxg − , на 

графике целевой функции могут возникать локальные минимумы, отве-

чающие этим значениям параметра A . 

Аналогично (2)-(3), функционал квазипротяженности для случая 

неизвестного нелинейного параметра θ  имеет вид целевой функции: 

 dxxsxgkE
X

qqq
S

q ∫ −αθ−+=θ ββαβα ]1)|/));()((|1[()( /),,(),,( ;   0≠β , (4) 

 dxxsxgkE
X

qq
S

q ∫ αθ−+=θ αα ]|/));()((|1ln[)( ),0,(),0,( ;     0=β , (5) 

где функция );( θxs  задает модель данных с точностью до неизвестного 

параметра θ . Из (4)-(5) видно, что для тех значений параметра θ , кото-
рые обращают в нуль модуль невязки |);()(| θ− xsxg , на графике целевой 

функции также могут возникать локальные минимумы, отвечающие 

этим значениям θ . В силу нелинейности параметра θ , эти локальные 

минимумы могут возникать даже тогда, когда при тех же условиях целе-

вая функция для линейного параметра является выпуклой. 

Рассмотрим поведение функционала квазипротяженности при 
наличии шума в данных для частного случая 0=α  и 10 <β< , когда этот 

функционал отражает понятие квазинормы ненормированного про-

странства βL ; 10 <β< . В этом случае возможен следующий теоретиче-

ский анализ искажений истинного значения линейного параметра моде-
ли. Пусть шум )( xn  проявляется в том, что для каждого Xx∈   вместо 
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)()( xfAxg true= , где trueA  есть истинное значение A , фиксируются значе-

ния )()()( xfAxg true ξ+=  , т.е. )()( xfxn ξ= , где ξ  есть случайная величи-

на, распределенная по закону )(ξp  и для которой существует математи-

ческое ожидание. Тогда невязка между )()()( xfAxg true ξ+=  и моделью

)(xAf  в каждой точке Xx∈  равна:

)()()()()()( xfAAxAfxfAxr truetrue ξ+−=−ξ+=  и вместо (2) имеем: 
ββ ξ−−⋅β=ξ |)(|)();(),,0(

true
q AAcAE ,   (6)

где ββ∫=β ||/|)(|)( 0xdxxfc
x

; 10 ≤β< . Усредняя по ξ , из (6) получаем: 

ξξξ−−⋅β=ξ ∫
∞

∞−

ββ dpAAcAE true
q )(|)(|)()];([ ),,0(M .  (7)

Соотношение (7) указывает, что в этом случае имеем свертку функции

(функционала) ββ −⋅β= ||)()()(
trueAAcAE  и закона распределения )(ξp .

Очевидно, что эта свертка приводит к сглаживанию функционала

)()( AE β , вызывая уменьшение глубины его минимумов и их уширение.

Однако детали такого сглаживания могут быть разными. Так, если закон
распределения )(ξp  имеет «гладкую вершину» (например, как закон Га-

усса), то локальные минимумы функционала )()( AE β  будут сглажены и

закруглены. Однако для «островершинного» закона распределения (на-

пример, для закона Лапласа) сглаживание не будет закруглять локальные

минимумы. При этом для дискретного случая можно отметить, что в

предположении эргодичности случайного процесса такое сглаживание

будет описываться соотношением (7) тем лучше, чем будет большим

число дискретных точек. В дополнение отметим, что при отсутствии шу-
ма имеем: )()( ξδ=ξp , где )(ξδ  есть дельта-функция Дирака, и тогда

из (7) получаем )()( AE β . 

В общем случае исследование поведения функционала квазипро-

тяженности целесообразно выполнять посредством численного модели-

рования. Это обусловлено, в первую очередь, сложностью необходимых

аналитических преобразований, а также быстротой численного анализа

самых различных ситуаций, связанных с шумом. 
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На рис.1 приведен пример численного моделирования функцио-

нала квазипротяженности )()( AE β ; 2/1=β  для случая линейного пара-

метра, которым являлась амплитуда модельной функции, которая при-

нимала одно ( 1=A ; рис. 1а) и два ( 1=A  и 2=A ; рис. 1б) значения. Ис-

ходные данные искажались гауссовским шумом ),0( 2σN . Видно, что по-

лученные результаты подтверждают результаты теоретического анализа, 

согласно которым сглаживание локальных минимумов становится тем 

большим, чем большим становится шум. 

  
а       б 

Рисунок 1 – Целевая функция функционала квазипротяженности для  

линейного параметра, который принимает одно (а) и два значения (б);  

кривые 1, 2 и 3 получены для 01.0=σ , 1.0=σ  и 1=σ , соответственно 

 

На рис.2 приведен пример численного моделирования функцио-

нала )()( AE β ; 2/1=β  для нелинейного параметра, которым являлась час-

тота синусоиды единичной амплитуды, принимающая одно ( 1=ν ;  

рис. 2а) и два ( 1=ν  и 2=ν ; рис. 2б) значения. Исходные данные искажа-

лись гауссовским шумом ),0( 2σN . Видно, что малый уровень шума прак-

тически не влияет на поведение функционала (кривые 1 и 2), тогда как 

большой шум (кривая 3) сильно заглаживает его локальные минимумы, 

делая их трудно различимыми на осциллирующем фоне. 
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а       б 

Рисунок 2 – Целевая функция функционала квазипротяженности для не-

линейного параметра, который принимает одно (а) и два значения (б); 

кривые 1, 2 и 3 получены для 01.0=σ , 1.0=σ  и 1=σ , соответственно 

 

Численное моделирование для случая 0>α  показало, что функ-

ционал ),,( qE βα  является эффективным тогда, когда отношение "сиг-

нал/шум" больше 10 и σ≈α . В частности, последнее справедливо для

шума с законом распределения Коши, когда σ=α , 0=β , 2=q . 

Основываясь на результатах данных исследований, можно сфор-

мулировать такие рекомендации по использованию функционала квази-

протяженности для эффективного решения задач аппроксимации: 1) не-

обходим выбор адекватной параметрической модели искаженных дан-

ных; 2) необходима настройка функционала квазипротяженности на те-

кущую шумовую обстановку; 3) необходимо применение методов опти-

мизации неунимодальных функций; 4) желательно комбинирование

функционала квазипротяженности невязки с теми ограничениями, кото-

рые позволяют привлечь дополнительную априорную информацию. 

Выводы. Эффективность применения функционала квазипротя-

женности в задачах аппроксимации данных обусловлена как возможно-

стью настройки процесса аппроксимации на текущую шумовую обста-

новку, так и возможностью аппроксимации искаженных данных в усло-

виях, когда неизвестные параметры модели принимают несколько зна-

чений. Увеличение уровня шума в данных приводит к ухудшению каче-

ства аппроксимации. 
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Застосування функціонала квазіпротяжності  
в задачах апроксимації спотворених даних 

Досліджена ефективність застосування функціонала квазіпротяжності для розв'я-
зання задач апроксимації даних, описуваних параметричною моделлю. Представлені ре-
зультати теоретичного й чисельного аналізу, які демонструють особливості поведінки 
цього функціонала як цільової функції лінійного й нелінійного параметрів моделі даних 
для різних рівнів шуму в припущенні, що параметри моделі приймають одне або кілька 
значень. Сформульовані рекомендації з ефективного використання функціонала квазі-
протяжності для розв'язання задач апроксимації даних. 

Using of functional of the quasi-extent  
in the problems of approximation of distorted data 

The quasi-extent functional is intended to process the data distorted by noise and anoma-
lous values. To solve the approximation problem of distorted data described by a parametric
model it is advisable to build this functional on the basis of a residual function. The goal of this
paper is to formulate the recommendations to effective use of the quasi-extent functional for
approximation of distorted data. 

The effectiveness of using the various functionals in the data approximation problem is de-
termined, first of all, by the presence of such local minima that correspond to the true values of
unknown model parameters closely. In this paper, it is noted that the quasi-extent functional of
solution residual contains such minima both for the case of a linear parameter of data model
and for the case of a non-linear parameter of data model. In particular, by setting the corre-
sponding values of free parameters, the quasi-extent functional can be tuned to a quasinorm of
the space Lp; 0 <p <1. While the noise is absence, the local minima of this quasi-extent func-
tional will exactly correspond to those values of unknown data model parameter, when using
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which the residual function strictly equals to zero on a certain argument interval, i.e. when at 
this interval the model coincides with the data exactly. However, in the presence of moderate 
noise, such minima are smoothed out, leading to a decrease in their depth and broadening. 
Moreover, in the presence of high noise, the neighboring local minima that correspond to the dif-
ferent values of the sought parameter can either merge into one minimum (for the case of linear 
parameter), or become indistinguishable against the general background of values (for the case 
of nonlinear parameter). Taking the features of the quasi-extent functional into account, the 
recommendations about its effective use to solve the data approximation problem are formu-
lated. The effectiveness of using the quasi-extent functional to solve the data approximation 
problem is due to the possibility of tuning of approximation process to the current noise envi-
ronment and the possibility of approximating of distorted data under condition when unknown 
model parameters take several values. 
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