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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАЗРУШЕНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ОБРАЗЦОВ ГОРНЫХ ПОРОД  

 

Аннотация. Разработана математическая модель разрушения цилиндрических образцов 
горных пород при наличии контактного трения. Разработан метод расчета предельного 
вертикального напряжения в вершине трещины и расчета предела прочности цилиндри-
ческих образцов горных пород с использованием трех показателей свойств (предел со-
противления материала сдвигу, угол внутреннего трения, коэффициент контактного 
трения), которые простыми способами могут быть установлены экспериментально в 
условиях горнорудных предприятий, где результаты расчета могут быть оперативно 
использованы для управления процессами дезинтеграции. 
Ключевые слова: математическая модель разрушения, цилиндрические образцы горных 
пород, трещина, внутреннее трение, контактное трение.. 

 

Постановка проблемы и цель исследования. Для объяснения меха-

низма разрушения горных пород широко применяется критерий Кулона 

максимальных эффективных касательных напряжений на линиях сколь-

жения (ЛС). Теория Кулона [1–3] для связных сред основана на предпо-

ложении, что сопротивляемость породы сдвигу на рассматриваемой на-

клонной площадке равна сумме сопротивления чистому сдвигу. и вели-

чины, пропорциональной нормальному напряжению на этой площадке, 

от внутреннего трения 

αα µσ+=τ nk     (1) 

или 

αα µσ−τ=≥τ ne k ,    (2) 

где τе – эффективные касательные напряжения на линиях скольжения, 

Пa; kп – предел прочности материала на сдвиг; µ – коэффициент внут-

реннего трения; τα – сопротивляемость породы сдвигу, Пa; σα – нормаль-

ное напряжение на наклонной площадке, Пa. 
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Из первого равенства следует, что разрушение не произойдет, ес-

ли левая часть меньше правой. Для определения предела прочности по-

род σ (Па) на основании критерия при условии прямолинейности разви-

тия трещины - линии скольжения (ЛС) получена известная аналитиче-

ская формула [1,2,4 – 6] 

ρ−
ρ

=σ
sin1

cos2 nk ,    (3)

где ρ – угол внутреннего трения, рад.  

Согласно формуле (3) предел прочности материала является по-

стоянной величиной для любой точки на ЛС. При условии постоянства

предельных вертикальных напряжений при равенстве τе = kn (образова-

ние трещины) на траектории максимальных эффективных касательных

напряжений (ТМЭКН) с появлением первой трещины происходило бы

спонтанное разрушение тела. В реальных условиях это не происходит.

Слоистые горные породы при наличии трещин несут определенную на-

грузку [5]. Дело в том, что в процессе разрушения неизбежно участвует

контактное трение и линии скольжения искривляются. При разрушении

хрупких горных пород, обладающих внутренним и внешним трением,

формула (3) существенно искажает конечный результат расчета напря-

жений  в вершине трещины в образцах горных пород, да в целом, и в

массиве. При наличии же контактных касательных напряжений, напри-

мер от контактного трения, критерий Кулона предельного состояния со-

блюдается только локально, в вершине трещины. В остальных областях

на ЛС материал находится в упругом состоянии, т.е. при k < kn,  где k – те-

кущее значение сопротивления материала сдвигу на ЛС, Па. 

Поэтому для слоистых материалов формула (3) неприменима. Это

положение требует разработки нового подхода к описанию процесса ло-

кального разрушения слоистых горных пород. Должны быть приняты

другие исходные условия, приближающие теорию к реальным процес-

сам. Нужно в математической модели процесса учесть  локальность раз-

рушения материала. 

Цель данной статьи – разработать математическую модель и

вскрыть механизм локального разрушения горных пород .  
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Методика исследований. Известно, что при деформировании 

сплошных твердых тел образуется два вида линий скольжения. При пре-

вышении эффективными касательными напряжениями предельного 

значения сопротивления материала сдвигу kn в какой-нибудь точке на 

ТМЭКН происходит образование трещины. При увеличении вертикаль-

ного напряжения на части материала, не вышедшей из-под нагрузки, 

трещина получает развитие. Для иллюстрации изобразим образец поро-

ды в виде тела с выпуклыми боковыми поверхностями, нагруженного 

плитами пресса при наличии контактного трения между ними и образ-

цом с распределением контактных напряжений по Прандтлю (рис. 1). 

Выпуклость возникает при продольном деформировании образца за счет 

удержания смещения верхних слоев материала у контактных поверхно-

стей силами контактного трения, направленными против их поперечно-

го скольжения [3]. Знаки касательных напряжений приняты согласно из-

вестным правилам знаков.�

�

Рисунок 1 - Схемы внешних нагрузок и траекторий эффективных  
касательных напряжений (ТМЭКН ξ  и ТМЭКН η)  

в левой и правой части образца 
 

На рис. 1 индексами 0yσ , yσ  и cτ  обозначены контактные угловые, 

текущие нормальные и касательные напряжения, Па; ξl , ξr  ηl и ηr – левые 

и правые ТМЭКН соответственно; а1 и h1–  длина (м) и высота (м) образ-
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ца; точки а, а′, с с′ и b, b′, d, d′– начальные и конечные точки ТМЭКН ξ и

ТМЭКН η соответственно; ατ и αη′– углы наклона ТМЭКН ξ и ТМЭКН η от-

носительно оси абсцисс аХ, рад; xb.– абсцисса точки b (b′) на нижней

плоскости, м. 

Для разработки метода расчета предельных напряжений исполь-

зуем известный метод расчета напряжений на косых площадках.  

Дифференциальное уравнение равновесного состояния материала

на ТМЭКН ξ будет иметь вид: 

( )α
ξ

α µσ+−=
α
σ

k
d

d
2 .    (4)

Аналогично поступим с выражениями напряжений на левой

ТМЭКН η. Получим уравнение изменения нормального напряжения со

знаком плюс  

( )α
η

α µσ
α
σ +2= k
d

d ,    (5)

где αη –  угол наклона касательной к ТМЭКН η относительно оси aХ, рад; 

Решение уравнения (5) сводится к интегралу на ТМЭКН ξ между

точкой в вершине трещины и точкой b (рис. 1) 

( )
( )∫ ∫ α−=

µσ+µ

µσ+ασ

ξα
σ

α

ξαξα

αb b
b d

k

kd
2 ,    (6)

где 
ξα

σ и 
bα

σ  – нормальные напряжения в вершине трещины и в  

точке b, Пa; 

αξ и αb – углы наклона  касательной к ТМЭКН ξ в вершине трещины и в

точке b относительно оси абсцисс аX, рад. 

Решение уравнения (6) имеет вид 

( ) ξ
ασ

ξσα µα−=µσ+ b
b

а
k 2ln ,    (7)

где αbξ – разность углов поворота ТМЭКН ξ в точке b и в вершине трещи-

ны, рaд. 

Учтем, что в вершине трещины локально на ТМЭКН ξ текущее

значение сопротивления породы чистому сдвигу (эффективное каса-

тельное напряжение) равно пределу прочности на сдвиг kn, а   в точке   b

эффективное касательное напряжение не достигает значения предела
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прочности на сдвиг и обозначено через τb. Различие значений эффектив-

ных касательных напряжений обусловлено их зависимостью от угла по-

ворота траекторий. 

Тогда окончательно получим 

( )ξ
ξα

α µα−=
µσ+

µσ+
b

n

bb

k

k
2exp ,    (8) 

где kb – эффективное касательное напряжение на ТМЭКН ξ в контактной 

точке b,, Па. 

Приведем полученную на основании решения интеграла (8) окон-

чательную систему уравнений для определения вертикальных напряже-

ний в вершине трещины σξ(η) (Па) на ТМЭКН ξ и ТМЭКН η [3].  

( ) ( ) ( )( )( )
( )
















−
−ρ−

β+βµ⋅




 −ρ+µ+

µ
=σ

ηξηξ

ηξ db

db

dbn

y
k

b

bdk

2
)(

)(
2

)( 1sin1

exp1sin111 ∓

,  (9) 

где 

( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )dbdb

yn

db

bd

bk
k

µβ⋅




 −ρ+µ+






 −ρ−⋅µσ+

=
ηξηξ

4exp1sin11

1sin1

2

2

∓
;   (10) 

( )

( )




















µσ+









−σ

=
ηξ

ηξ

yn

yк

k

h

y
f

d 1

2
1

arcsin
2

1
.   (11) 

( )
)(

1
)(

2
1

ηξ

ηξ

ηξ µσ+









−σ⋅
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yn

yc

k
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f

b ;    (12) 

( )

( )








+1+





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+1
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1

1

h

x
k

h

x
f

b
db

yb
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)d(b

)(

)(

ηξ

ηξ

µσ

σ ;   (13) 

( )
( )

( )
2−1−2

1
−

ηξ

ηξ
ηξ

ρ

ρ
β

bsin

cosb
arctg ;   (14) 

( )
( )

( )
21sin

cos
arctg

2

1

db

db
db

b

b

−−ρ

ρ
−=β .    (15) 
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где d – коэффициент приращения прочности от действия горизонталь-

ных напряжений,.xb(d)- абсцисса точки выхода ТМЭКН ξ (η) на контактную

плоскость, м; kb(d)– эффективные касательные напряжения на ТМЭКН ξ  в

контактной точке b (на ТМЭКН η в точке d), Па; bξ(η) – коэффициент в

вершине трещины на ТМЭКН ξ (на ТМЭКН η); bb(d) – коэффициент в кон-

тактной точке b (на ТМЭКН η в точке d); βξ(_η) – угол поворота ТМЭКН ξ

(ТМЭКН η) от контактного трения в вершине трещины, рад; βb(d)  – угол

поворота ТМЭКН ξ (ТМЭКН η) от контактного трения в точке b(d), рад; ρ –

угол внутреннего трения, рад. 

Углы наклона ТМЭКН ξ и ТМЭКН η относительно оси абсцисс аX,

рад: 

ξξ β−
ρ

+
π

=α
24 ,    (16)

ηη β−
ρ

−
π

=α
24

7
.    (17)

где ξβ - угол поворота ТМЭКН ξ от контактного трения в вершине трещи-

ны, ηβ - угол поворота ТМЭКН η от контактного трения в вершине тре-

щины 

Результаты и их обсуждение. В качестве примера приведем рас-

чет предела прочности цилиндрического образца хрупкой горной поро-

ды. Для расчета σу мы имеем систему из 8 уравнений при 12 параметрах,

из которых три экспериментальные характеристики породы (kn, µ, ƒс) и

два измеряемых геометрических параметра (длина а1, высота h1). В част-

ном рассматриваемом случае принимаем а1 = h1. В локальной области в

вершине трещины, например в точке а или с, эффективные касательные

напряжения в момент разрушения по Кулону τе = kn. Подчеркиваем, что в

других точках, вне вершины трещины, на ТМЭКН ξ и ТМЭКН η материал

находится в упругом состоянии, т.е. в этих точках τе  < kп,.  
Для расчета предела прочности образца еще нужно знать распре-

деление нормальных напряжений на контактной поверхности. Если

представить нагружение на цилиндрический образец в виде двухскатной

крыши согласно рис.1, то можем записать, что сила одноосного сжи-
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мающего действия на образец определяется по формуле согласно Л. 

Прандтлю[3] 

∫
1

0

2
1

1
111

1

1








2

+2=







2
⋅2

+12=
S

c
у

c S
rh

f
SdS

rh

Sf
P σσξ

,   (18) 

где S1 – половина площади поперечного сечения образца – площади сег-

мента круга цилиндра, м2. 

Тогда предел прочности цилиндрического образца (Па): 









4

+1=





 +2=

1

2
11 rh

Sf
S

rh

f
S

S
c

y
cy σ

σ
σ ,   (19) 

где S – площадь поперечного сечения (круга) образа, м2. 

Напишем формулу контура (окружности) сечения образца (рис. 2)  
22

1
2

1 )( ryrx =+− ,    (20) 

где r – радиус окружности, м;  

у1  – значение ординаты точки на окружности, м; 

х1 – значение абсциссы точки на окружности, м; 

 
Рисунок 2 - Схема формирования несущей площади при развитии двух 

симметричных трещин в цилиндрическом образце 

 

На рис. 2 обозначены: п – центр круга образца; OY1 и OX1 – оси 

системы координат; φ –  угол сегмента, рад; l – длина дуги, м; х1 – длина 

стрелы сегмента, м; а, b, с и d – точки на окружности, ограничивающие 

длину хорд. 
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Из преобразования формулы (15 - 19) имеем, 2
111 2 xrxy −= , где у1 –

ордината сегмента . 
Длина хорды равна удвоенному значению у1. Известно, что пло-

щадь сегмента  

( )





 −





 −−= 1

2
111 22

2

1
xrxrxlrS ,   (21)

где ϕπ= rl 2 .  

Угол φ сегмента определяется из условия, что  

r

xrx 2
112

2
sin

−
=

ϕ
.    (22)

Тогда имеем 

r

xrx
arcsin

 2
11 −22

=ϕ .    (23)

Угол сегмента, равного площади половины круга керна, равен π. 

Теперь перейдем к образцу, диаметр и высота которого по

ГОСТу [8] равна 0,04 м. 

С использованием выражений (19) – (23) преобразуем форму-

лу (22) и получим формулу для расчета предела прочности образца в раз-

мерности МПа при образовании первой трещины для ƒc = 0,25  

y
c

y ,S
rh

f σσσ ⋅0971=







4
+1= .   (24)

Средняя сходимость расчетных значений пределов прочности с

экспериментальными  составляет 85,5 %, что свидетельствует о высокой

сходимости согласно известным рекомендациям А.И. Барона [8,9] по до-

пустимой достоверности теории с экспериментом и  высокой результа-

тивности предлагаемого метода расчета предела прочности цилиндри-

ческих образцов горных пород. 
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Таблица 1 

Сопоставление расчетных значений пределов прочности  

при усеченно-пирамидальной форме разрушения образцов  

с экспериментальными данными 

Тип породы Эксперименталь-
ные 

Расчетные 

 kn, МПа ρ, 
рад 

σ, 
МПа 

σ,  
МПа 

Сходи-
мость, 

% 

 
Стра-
ница 
в [7] 

1 2 3 4 5 6 7 
Руда гранд-магнетитовая 22,0 40 117 118 99,1 67 

Монцонит 24 40 127 128 99,1 105 
Монцонит 60 41 260 330 86,6 104 

Руда магнетитовая 15 42 97 84 86,6 67 
Монцонит 8,5 41 47 47 100 103 
Песчаник 16,5 42 126 92 73,0 145 
Алевролит 12,0 42 60,5 67 90,6 208 
Алевролит 9,6 43 62 55 88,7 145 
Кварц 12,5 44 100 71 71,0 103 

Руда магнетитовая 10 45 86,1 60 69,0 67 
Алевролит 53 45 255 312 81,8 145 
Алевролит 5,33 45 37,5 32 85,3 209 
Песчаник 17,4 49 126 114 90,4 161 
Монцонит 5,5 49 34,0 37 97,8 104 
Песчаник 9,72 50 81,5 65 79,8 145 
Монцонит 5,2 51 33 36 94,6 105 
Монцонит 7,5 52 48 52 92,3 103 
Монцонит 10,5 52 63 74 85,1 104 

Выводы 
1. Известная, широко применяемая формула предельного состоя-

ния, полученная на основании критерии прочности Кулона, не отражает 

процессы локального разрушения слоистых горных пород. 

2. Предложена математическая модель и раскрыт механизм ло-

кального разрушения горных пород, заключающейся в формировании в 

вершинах трещин предела прочности сдвигу пород – предельных эффек-

тивных касательных напряжений  и значения эффективных касательных 
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напряжений, не достигающих предела прочности сдвигу в точках выхода

их траекторий на граничную поверхность. 

3. Выведена формула для расчета предела прочности цилиндриче-

ских образцов горных пород при усеченно-пирамидальной форме их

разрушения с использованием трех показателей их свойств: kп – предела

сопротивления материала сдвигу, ρ – угла внутреннего трения, ƒс – ко-

эффициента контактного трения, которые простыми способами могут

быть установлены экспериментально в условиях горных предприятий,

где результаты расчета могут быть оперативно использованы для повы-

шения эффективности дезинтеграции. 

4. Сопоставление расчетных значений пределов прочности при

одноосном сжатии образцов с экспериментальными убедительно свиде-

тельствуют о высокой результативности предлагаемого аналитического

метода расчета предела прочности образцов горных пород. Средняя схо-

димость расчетных данных с экспериментальными составляет 85,5 %. 
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Моделювання процесу руйнування циліндричних зразків гірських порід  
Розроблено математичну модель руйнування циліндричних зразків гірничих порід 

при наявності контактного тертя. Розроблено метод розрахунку граничного верти-
кального напруження в вершині тріщини. і розрахунку межі міцності, в окремому випадку, 
циліндричних зразків гірських порід з використанням трьох показників властивостей 
(межа опору матеріалу зсуву, кут внутрішнього тертя, коефіцієнт контактного тер-
тя), які простими способами можуть бути встановлені експериментально в умовах 
гірничорудних підприємств, де результати розрахунку можуть бути оперативно  
використані для управління процесами дезінтеграції. 

Simulation of the process of destruction of cylindrical rock samples 
The shear strength of a material is a constant for any point on the crack line. In this case, 

on the trajectory of maximum effective tangential stresses with the appearance of the first crack, 
spontaneous destruction of the body would occur. In real conditions, this does not happen. 
Layered rocks in the presence of cracks carry a certain load. The fact is that contact friction is 
inevitably involved in the fracture process and slip lines are not linear. During the destruction of 
brittle rocks with internal and external friction, the final result of the calculation of stresses at 
the crack tip in rock samples, and in general, in the massif, is significantly distorted. In the 
presence of contact tangential stresses, for example, from contact friction, the Coulomb criterion 
of the limiting state is met only locally, at the crack top. In other areas of the slip lines, the 
material is in an elastic state. 
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Therefore, for layered rocks, this situation requires the development of a new approach to
describing the process of local destruction, which must be taken into account. 

The purpose of this article is to develop a mathematical model and reveal the mechanism
of local rock destruction. 

The work considers a cylindrical rock sample loaded with press plates with a distribution of
contact stresses between the sample and the plate according to Prandtl. 

A mathematical model is proposed and the mechanism of local fracture is revealed, which
consists in the formation of ultimate shear strength of rocks at the crack tops - ultimate effective
shear stresses and effective shear stress values that do not reach the shear strength at the points
where their trajectories reach the boundary surface. 

A dependence is derived for calculating the tensile strength of cylindrical rock samples
with a truncated pyramidal form of fracture using the tensile strength of the material, the angle
of internal friction, and the coefficient of contact friction, which can be easily established
experimentally in mining enterprises, where the calculation results can be quickly used. 

A comparison of the calculated values of the ultimate strength under uniaxial compression 
of the samples with the experimental ones convincingly indicates the high efficiency of the
proposed analytical method. 
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