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КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ ОБРАБОТКИ 
ИЗМЕРЕНИЙ В ЗАДАЧАХ НАБЛЮДЕНИЯ И КОНТРОЛЯ 

 
Анотация. Выборки экспериментальных измерений содержат информацию о состоянии 
автоматизированных объектов и систем. Путем оценки и сравнения их средних значе-
ний, выборочных дисперсий, гистограмм решаются задачи наблюдения и контроля. Труд-
ности имеют место, если выборки короткие и статистические закономерности неиз-
вестны. Учитывая современные возможности аналого-цифрового преобразования и ком-
пьютерной обработки экспериментальных выборок измерений, предлагается проверять 
гипотезы о статистической однородности коротких выборок измерений  путем опреде-
ления среднего квадрата разности их дискретных эмпирических функций распределения 
вероятностей, сформированных по экспериментальным выборкам. Это аналог критерия 
Андерсона. Предложен также дискретный аналог критерия Смирнова-Крамера-фон Мизе-
са. Проведены вычислительные эксперименты, подтверждающие гипотезу, о том, что 
дискретные модели функции распределения вероятности и предложенный дискретный 
средний квадрат разности по информативности не отличается от критерия Андерсона 
и критерия Смирнова-Крамера- фон Мизеса, но значительно проще при практическом 
применении в задачах проверки гипотез о статистической однородности коротких вы-
борок экспериментальных измерений. 
Ключевые слова: информационные технологии, аналого-цифровое преобразование, ста-
тистическая однородность, дискретные критерии однородности. 

 

Вступ. Измерение – это основной источник информации о со-

стоянии и качестве разрабатываемых и модернизируемых технических 

объектов и технологических процессов. Измеренные показатели их ха-

рактеризующие, являются случайными величинами. Несмотря на боль-

шое число методов неразрушающего контроля (оптический, акустиче-

ский, вибрационный, электромагнитный, интерферо-метрический, тер-

мометрический, радиационный, психометрический) и многообразие ви-

дов объектов и технологических процессов, выборки измерений их па-

раметров описываются двумя обобщенными классами математических 
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моделей: 1) класс независимых измерений информативных параметров,

интегрально характеризующих контролируемые объекты; 2) второй

класс – случайные величины в последовательности измерений линейно-

протяженных технических объектов [1]. 

В задачах наблюдения и контроля технических объектов выборки

измерений сравниваются и по ним принимаются решения о их состоя-

нии. Трудности решения таких задач имеют место, если выборки изме-

рений короткие и их статистические закономерности неизвестные [2].

Они содержат информацию о состоянии объектов, об их устойчивости

или изменении. Рассмотрим информационные технологии компьютер-

ной обработки измерений коротких выборок путем формирования и

сравнения их дискретных моделей функций распределения вероятно-

стей экспериментальных выборок измерений с неизвестными статисти-

ческими закономерностями. 

Постановка задачи. Сравнение коротких выборок случайных ве-

личин используется в задачах наблюдения за состоянием контролируе-

мых технических объектов путем анализа экспериментальных измере-

ний параметров с неизвестными статистическими закономерностями.

Для их оценки формируются эмпирические непрерывные функции рас-

пределения вероятности [3] 

( ) ( )( ) ( )* *

1

1
,                                      1

N

i

F x sgn x x i
N =

= −∑

где ( )*x i  упорядоченная выборка случайных величин, обладающая свой-

ством ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * *1 2 3 1x x x x n x n< << … < − < , сформированная по выборке

экспериментальных измерений ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1  2 1  x x x k x n x n… … − . 

Для преобразования выборки ( )X k  в выборку ( )*  X i  используется

следующий алгоритм. Сначала определяются собственные ранги изме-

рений ( ) ( )x k x i=  [2] 

( )( ) ( ) ( )( )
1

,  
N

i

R x k sgn x k x j
=

= −∑  

где ( )sgn x a−  – это функция единичного скачка, равная 1, если ( )x k a≥ , и

нулю, если x a< . 



«Системні технології» 4 (129) 2020 «System technologies» 

ISSN 1562-9945 (Print) 
ISSN 2707-7977 (Online) 

29 

Затем формируются упорядоченные выборки измерений ( )*  x i  по 

формуле 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )*

1

  1 .               2
N

k

x i x k sgn i R x k sgn i R x k
=

= − − − −∑  

Модели (1) используются для проверки гипотезы о том, что  

( )*F x  – это оценка неизвестной непрерывной функции распределения 

вероятности ( )F x  и для проверки гипотезы о том, что две эксперимен-

тальные выборки измерений ( )1x k  и ( )2x k  – однородные и их функции 

распределения равны 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2  F x k F x k F x k= = . 

Для проверки гипотезы о функции ( )*F x  используется критерий 

Смирнова-Крамара-фон Мизеса [3] 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2* ,    .                 3с

dF x
V F x F x W x dx W x

dx

∞

−∞

= − =∫  

Это математическое ожидание квадрата разности теоретической 

и экспериментальной непрерывных функций распределения вероятно-

сти. Заменив в (3) ( )*F x  формулой (1) и вычислив интеграл, получим  

( )( ) ( )
2

*
с

1

2 1 1
.                                 4

2 12

n

i

i
V F x i

n n=

− = − + 
 

∑  

Критерий сV  – случайная величина, порождаемая упорядоченной 

выборкой случайных величин ( )*x i . Ее математическое ожидание и дис-

персия равны [ ]с 1/ 6M V = , [ ]с 1/ 45D V = , функция распределения вероятно-

сти с (F V ) табулирована. Гипотеза о правильном выборе функции ( )F x  

подтверждается, если экспериментальное значение с 0V V≤ , где 0V  – это 

пороговое значение. 

В таблице 1 приведены фрагменты табулированных зависимостей 

0( )P V вероятности того, что если с 0V V≤ , то с вероятностью 0P = 0( )P V  при-

нимается решение о правильном выборе функции ( )F x  при 40n ≥  [3]. 
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Таблица 1

Фрагменты табулированных зависимостей 0( )P V  

0P  0,95 0,975 0,99 0,995 0,999 

0V  0,461 0,549 0,620 0,743 0,864 

 

Для коротких выборок, 40N < , порог сравнения 01V  вычисляется по

формуле  

01 0 2

1 0, 4 0,6
1 .  V V
n n n

  = + − +  
  

 

Для проверки гипотезы о том, что две экспериментальные выбор-

ки случайных величин ( )1X k  и ( )2X k  однородные и описываются одной и

той же функцией распределения вероятности ( )F x , используется класси-

ческий метод сравнения разностей их квадратов непрерывных эмпири-

ческих функций распределения вероятностей ( )*
1F x  и ( )*

2F x , сформиро-

ванных по выборкам ( )1X k  и ( )2X k  [4] 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2* *

а 1 2 12

1
,                              5

2
V F x F x W x dx

∞

∞−

= −∫

где ( )12W x  – эмпирический закон распределения вероятностей 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
* *

1 2*
12 1 2

1

1 1
( ) ( ) ,

2 2

n

i

dF x dF x
W x x x i x x i

dx dx n
δ δ

=

 
= − = − + −  

 
∑  

где δ (x-a) – функция Дирака. 

После вычисления интеграла (5), получена формула Андерсона 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )
22 2

* *
а 0 1 0 22

1 1

1 4 1
,             6

2 12

n n

i j

n
V R x i i R x i i

n n= =

  −
= − + − − 

 
∑ ∑

где ( )( )*
0 1R x i  и ( )( )*

0 2R x i  – ранги упорядоченных измерений ( )*
1x i  и ( )*

2x i   в

объединенной выборке ( ) ( ) ( )0 1 2 , 1, 2, ,  2X j X j X j n k n= + − = …   

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 2

* * * *
0 1 1 0 0 2 2 0

1 1

,   .     
n n

i i

R x i sgn x i x i R x i sgn x i x i
= =

= − = −∑ ∑  

Статистика критерия Андерсона практически не отличается от

статистики критерия Смирнова-Крамера-фон Мизиса. Его математиче-

ское ожидание равно  
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( )* 1 1
1 .                                           7

6 2аM V
N

   = +    
 

При компьютерной обработке измерений непрерывные функции 

( )f x  преобразуются в дискретные ( )f xk∆ , где x∆  – это параметр анало-

го-дискретного преобразования (АЦП). Если в формуле (1) заменить x  на 

xk∆ , то получим эмпирическую дискретную функцию распределения ве-

роятности неупорядоченных измерений ( ) ( ) ,x j x k j k= =  

( ) ( )( ) ( )*

1

1
  ,                                      8

n

k

F xk sgn xk x j
n =

∆ = ∆ −∑  

где x∆  – определяется по формуле max minxn x x∆ = − . 

Исследуем информативность их использования при решении за-

дач сравнения экспериментальных выборок измерений с неизвестными 

статистическими закономерностями.  

Исследование статистических закономерностей дискретных 
функций распределения вероятностей. Если известен закон распреде-

ления вероятности ( ) ( )( )W x W x j= , то математическое ожидание и дис-

персия случайной величины можно вычислить, учитывая, что 

( )( ) 1sgn xk x j∆ ≥ =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* .
xk

M F xk sgn xk x W x dx W x dx F xk
∞

∞ ∞

∆

− −

 ∆ = ∆ − = = ∆  ∫ ∫  

Следовательно, ( )*  F xk∆  – это несмещенная оценка неизвестной 

функции распределения вероятности ( )F x  исследуемой выборки незави-

симых случайных величин ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1x x x k x N x N… … −  в интервале зна-

чений от ( )* 1minx x=  до ( )*
maxx x N=  и max minxn x x∆ = − .  

Дисперсию ( )*  F xk∆  определим по формуле 

( ) ( )( ) ( )
2* * 2 *      ,D F xk M F xk M F xk    ∆ = ∆ − ∆     

 

( )( ) ( )( ) ( )
2 2*  .M F xk sgn xk x W x dx

∞

∞−

 ∆ = ∆ −   ∫  

После вычисления интеграла получим формулу для дисперсии 

дискретной функции распределения вероятности 

( ) ( ) ( )( ) ( )* 1
   1 .                          9D F xk F xk F xk

n
 ∆ = ∆ − ∆   
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Дискретным аналогом критерия сV  проверки гипотезы о стати-

стических закономерностях экспериментальных выборок может служить

среднее значение квадрата разности дискретных функций ( )F xk∆  и ее

оценки ( )*F xk∆   

( ) ( )( ) ( )
2*

1

.                                        10
n

m
k

V F xk F xk
=

= ∆ − ∆∑

Определим математическое ожидание дискретного критерия mV   

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )22 * * *

1

2     
n

m
k

M V F xk F xk M F xk M F xk
=

   = ∆ − ∆ ∆ + ∆      ∑ . 

После вычисления математических ожиданий получим формулу 

[ ] ( ) ( )( ) ( )
1

1
1 .                             11

n

m
k

M V F xk F xk
n =

= ∆ − ∆∑

При функциональных преобразованиях случайной величины вида

( )y f x=  соблюдается закон сохранения вероятности 

( ) ( ) ( ) ( ) ,   .  
dy

W y dy W x dx W x W y
dx

= =  

Если ( ) ( )f x F x= , то ( ) ( ) / /   dy dx dF x dx W x= = и ( ) 1W y =  и функция

распределения вероятности ( )F y y=  в интервале 0 1y≤ ≤ . Следовательно,

если гипотеза подтверждается, то дискретная функция распределения

вероятности запишется в виде ( ) /F xk k n∆ = . Математическое ожидание

[ ]  mM V   определяется по формуле  

[ ] ( ) ( )( ) ( )2
1

1 1 2 11 1 1 1
1   .    12

2 6 6

n

m
k

n n n n nk k n
M V

N n n n n n N nN=

 + + +   = − = − = −    
    

∑  

Математическое ожидание дискретного критерия проверки гипо-

тезы mV  при 10n >  практически не отличается по своей информативности

от критерия сV , но значительно проще при вычислении. 

Исследование информативности дискретных критериев.
Аналогом критерия Андерсона (5) может быть среднее значение квадра-

та разности двух дискретных эмпирических функций распределения ве-

роятности выборок ( )1X k  и ( )2X k   

( ) ( )( ) ( )* * * 2
1 2

1

1
  .                                 13  

2

n

m
k

V F xk F xk
=

= ∆ − ∆∑
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Если функции ( )1F x  и ( )2F x  (с*) независимые и однородные, то 

( ) ( ) ( )* *
1 2M F xk M F xk F xk   ∆ = ∆ = ∆    . Формулу (13) можно представить в  

виде  

( ) ( )( )* * * 2
1 2

1

1
         

2

n

m
k

V F xk F xk
=

= ∆ ∆ −∆ ∆∑  

Следовательно, математическое ожидание  mM V    равно диспер-

сии ( )*  F xk∆  

( ) ( ) ( )( ) ( )* *
2

1

1 1 1
  1 1 .   14

6

n

m
k

M V D F xk F xk F xk
n n=

    = ∆ = ∆ − ∆ = −     
∑  

Сравнивая математические ожидания [ ]аM V  и *
mM V 

   (форму-

лы (7) и (14), можно сделать вывод, что информативность критериев а V  

и mV  по сравнению с информативностью критерия сV  описывается нера-

венством с а mV V V< <  и алгоритм вычисления mV  как разности дискретных 

функций распределения вероятностей значительно проще, чем алгоритм 

вычисления а V . 

Исследование информативности дискретных критериев пу-
тем проведения вычислительных экспериментов. Применение рас-

смотренных дискретных критериев для исследования однородности экс-

периментальных измерений с неизвестными статистическими законо-

мерностями, размеры выборок которых больше ( 40N > ), не вызывает 

сомнений [3]. Информативность коротких выборок теоретически под-

тверждается только путем сравнения математических ожиданий. Иссле-

дуем статистические закономерности дискретных критериев путем про-

ведения вычислительных экспериментов на коротких выборках незави-

симых случайных величин, формируемых компьютерными программа-

ми. Теоретически их информативность не зависит от вида статистиче-

ских закономерностей измерений (законов распределения вероятности).  

Проведем вычислительные эксперименты на выборках двух  

видов – с симметричными и ассиметричными законами. 

Из симметричных выберем случайные величины с логистической 

функцией распределения вероятности, из ассиметричных – случайные 

величины с функцией распределения Релея 
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( ) ( )
1

1 1 ,   
3

x a
F x exp

D

π
−

  −
= + −     

 ( )
2

2 2
 1 ,

2

x
F x exp

b

 
= − − 

 
 

в интервале значений  max minx x x≤ ≤ . Их математические ожидания и дис-

персии равны: 

[ ] [ ]1 1,  ,M x a D x D= =  3maxx a D= + , 0minx = , 

[ ] [ ] 2
2 2

4
,  ,

2 2
M x b D x b

π π−
= =  

( )( )
2 2

1 92ln 1

max maxx x
b

p
−

= =
−

. 

Если выбрать 3a = , 1D = , то 6maxx =  и 2b = .  

Формировались выборки независимых случайных величин разме-
ром n 8,10, 20,30=  и оценивались их гистограммы. 

На рис.1. представлены гистограммы дискретного критерия mV

проверки гипотезы о том, что экспериментальные измерения - это слу-

чайные величины, статистические закономерности которых описывают-

ся логистической и релеевской функцией распределения вероятности. В

соотвествии с данными таблицы 1 значения mV  с вероятностями 0 0,995P =

меньше 0,743. По результатам визуального анализа гистонрамм выборок

n 8=  они меньше 0,5; при n 10=  они меньше 0,46; при n 20=  и n 30=

меньше 0,4; так что по информативности решения задач проверки гипо-

тез о их статистических закономерностях. 

Предложенный дискретный критерий может применяться при

проведении вычислительных экпериментов для проверки программ фо-

рмирования выборок случайных величин с заданным законом распреде-

ления вероятностей.  
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Рисунок 1 - Гистограммы дискретного критерия, аналога критерия  

Смирнова-Крамера-фон Мизеса 

 

На рис.2 представлены гистограммы дискретного выборочного 

критерия, аналога критерия Андерсона. По своей информативности они 

почти не отличаются от информативности одновыборочного критерия 

n -омега-квадрат. Их можно использовать в задачах наблюдения за тех-

ническими объектами путем сравнения двух коротких эксперименталь-

ных выборок измерений информативных параметров этих объектов. 
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Рисунок 2 - Гистограммы дискретного двухвыборочного критерия,  

аналога критерия Андерсона 
Выводы: 
1.�В задачах наблюдения и контроля за состоянием объектов

сравниваются короткие выборки измерений их параметров с неизвест-

ными статистическими закономерностями. Классическая математиче-

ская статистика предлагает для их решения двухвыборочный критерий

Андерсона – эмпирическое математическое ожидание разности двух не-

прерывных функций распеделения вероятности, формируемых по упо-

рядоченным выборкам экспериметальных измерений. Предложено ре-

шение этих задач путем формирования дискретных функций распреде-

ления вероятности экспериментальных выборок измерений и оценки

среднего квадрата их разности. Это аналог критерия Андерсона. 
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2. Для проверки гипотез о статистических закономерностей экс-

периментальных измерений, их непрерывных функций распредеелния 

вероятности, вместо критерия Смирнова-Крамора- фон Мизеса приме-

нять более постой дискретный критерий – среднее значение квадрата 

разности теоретической функции распределения вероятности и дис-

кретной функции, сформированной по экспериментальным измерени-

ям. 

3. Путем проведения вычислительных экспериментов исследова-
ны статистические закономерности дискретных критериев сравнения 
коротких экспериментальных выборок измерений с симметричным 
(нормальным, логистическим) и ассиметричным (релеевским) законами 
распределения вероятностей. Проанализированы гистограммы дискрет-
ных критериев оценки их статистической однородности. Статистические
закономерности дискретных критериев не отличаются от статистических 
закономерностей критерия Андерсона и критерия Смирнова – Крамера - 
фон Мизеса, но практическое приминение в задачах проверки гипотез 
значительно проще, чем их аналогов. 
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Комп’ютерні інформаційні технології обробки вимірювань 
в задачах спостереження та контролю 

Вибірки експериментальних вимірювань містять інформацію про стан автомати-
зованих систем. Шляхом оцінки та порівняння їх середніх значень, вибіркових дисперсій,
гістограм вирішуються завдання спостереження за їх станом. Труднощі їх вирішення ма-
ють місце, якщо вибірки короткі і статистичні закономірності невідомі. З огляду на
сучасні можливості аналого-цифрового перетворення та комп'ютерної обробки експери-
ментальних вибірок вимірювань, пропонується перевіряти гіпотези про статистичний
однорідності коротких вибірок вимірювань шляхом визначення середнього квадрата
різниці їх дискретних емпіричних функцій розподілу ймовірностей, сформованих за експе-
риментальними вибірках. Це двухвибірковий критерій - аналог критерію Андерсона. За-
пропоновано також одновибірковий дискретний критерій - аналог критерію Смирнова-
Крамера-фон Мізеса. Проведено обчислювальні експерименти, що підтверджують висно-
вок про те, що дискретні моделі функції розподілу ймовірності та запропоновані
дискретні одновибірковий і двухвибірковий критерії по інформативності не
відрізняються від критерію Андерсона та критерію Смирнова-Крамера- фон Мізеса, але
значно простіше при практичному застосуванні в задачах перевірки гіпотез про
статистичні однорідності коротких вибірок експериментальних вимірювань. 

Computer information technology for processing measurements 
in monitoring and control tasks 

Measurement is the main source of information about the condition and quality of
developed and modernized technical objects and technological processes. The measured
indicators characterizing them are random variables. In the tasks of observation and control of
technical objects, measurement samples are compared, and decisions are made on them about
their condition. Difficulties in solving such problems occur if the measurement samples are short
and their statistical laws are unknown. They contain information about the state of objects,
about their stability or change.  

Samples of experimental measurements contain information about the state of automated
systems. By evaluating and comparing their average values, sample variances, histograms, the
tasks of observing their state are solved. Difficulties occur if the samples are short and statistical
patterns are unknown. 

Classical mathematical statistics offers for their solution the two-sample Anderson
criterion - the empirical expectation of the difference of two continuous probability distribution 
functions formed from ordered samples of experimental measurements. A solution to these
problems is proposed by forming discrete probability distribution functions of experimental
measurement samples and estimating the mean square of their difference. This is an analogue of
the Anderson criterion. 

To test hypotheses about the statistical laws of experimental measurements, their
continuous functions of probability distribution, instead of the Smirnov-Kramora-von Mises
criterion, apply a more consistent discrete criterion - the average value of the square of the
difference of the theoretical probability distribution function and the discrete function
generated from the experimental measurements. 

By means of computational experiments, the statistical laws of discrete criteria for
comparing short experimental measurement samples with symmetric (normal, logistic) and
asymmetric (Rayleigh) probability distribution laws have been investigated. The histograms of
discrete criteria for assessing their statistical homogeneity are analyzed. The statistical laws of
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the discrete criteria do not differ from the statistical laws of the Anderson criterion and the 
Smirnov-Cramer-von Mises criterion, but practical application in the tasks of testing hypotheses 
is much simpler than their analogues. 
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