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КЛАСТЕРИЗАЦІЯ ТРАЄКТОРІЙ БРОУНІВСЬКОГО РУХУ  

ЗА ДОПОМОГОЮ МАШИННОГО НАВЧАННЯ 
 
Анотація. Стаття присвячена виявленню пасток, які захоплюють броунівську частинку, 
за допомогою машинного навчання. Проведено моделювання траєкторії броунівської 
частинки за допомогою моделі броунівського руху із дрейфом, що охоплює як вільну 
дифузію, так і рух у пастці. Для кластеризації часових даних використовуються метод 
кластеризації на основі щільності DBSCAN. Універсальність цього метода дозволяє 
ідентифікувати кластери без попереднього знання їхньої кількості або форми, що ро-
бить його придатним для виявлення пасток. Проведе дослідження показує, що застосу-
вання методу DBSCAN дозволяє досягнути середньої точності 95.0%.  
Ключові слова: Броунівський рух з дрейфом, рух частинок у пастках, кластеризація за до-
помогою машинного навчання, DBSCAN 
 

Вступ і мета 
Броунівський рух виступає математичною моделлю для багатьох фізич-

них, хімічних і біологічних явищ [1-3]. Рух молекул у клітинах, процеси дифузії 
та взаємодії між біологічними компонентами є фундаментальними процесами, 
які визначають біологічні функції та реакції організмів. Вивчення молекуляр-
ної динаміки в клітинах за допомогою броунівського руху відкриває нові шля-
хи для розуміння клітинних процесів і механізмів, які впливають на функціо-
нальність живих організмів. 

У контексті траєкторії броунівського руху пастками називають просторові 
області, в яких броунівська частинка утримується протягом певного часу. Ці 
пастки можуть виникати природним чином або можуть бути штучно створені в 
лабораторіях для детального вивчення властивостей частинок [4-6]. Дослі-
дження динаміки броунівського руху в системах з пастками сприяє глибшому 
розумінню цього руху та виявленню складних закономірностей, що лежать в 
його основі. Виявлення пасток є окремим і складним завданням, яке було пре-
дметом різних досліджень із застосуванням як ансамблевих підходів [6,7], так і 
аналізу траєкторій окремих частинок [8-11]. Багато з цих методів використову-
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ють ковзаючі вікна для виявлення пасток [10-12], хоча деякі підходи передба-
чають цілісне дослідження траєкторій частинок [8]. 

Для вирішення проблеми виявлення пасток було застосовані методи ма-
шинного навчання, як показано в [12], проте такі дослідження все ще перебу-
вають на стадії розвитку. У нашій роботі ми пропонуємо застосування методу 
кластеризації часових рядів на основі методів машинного навчання [13-17]. 
Тому основною метою цього дослідження є кластеризація часової траєкторії 
броунівської частинки для виявлення пасток – областей, де рух частинки за-
знає значного сповільнення. 

Для виконання завдання кластеризації було обрано метод DBSCAN [17-20]. 
Цей метод спирається на розподіл щільності об'єктів даних у просторі, що до-
зволяє ідентифікувати області з високою щільністю, які можуть відповідати 
кластерам. Крім того, метод не залежать від апріорних знань про кількість і 
форму кластерів, що дозволяє ідентифікувати пастки без попередньої інфор-
мації про їхню кількість і часові інтервали. 

Моделювання траєкторій частинок 
Для моделювання траєкторії руху частинки було обрано модель броунів-

ського руху з дрейфом. Модель броунівського руху з дрейфом відрізняється від 
стандартного броунівського руху тим, що вводить поняття дрейфу або серед-
нього спрямованого зміщення частинки. У стандартному броунівському русі 
частинка випадковим чином рухається в різних напрямках без будь-якого пе-
реважного напрямку. Однак у моделі дрейфу на частинку також впливають зо-
внішні сили або градієнти, які надають певного напрямку її руху. Модель броу-
нівського руху з дрейфом широко використовується для моделювання реаль-
них процесів у різних галузях. Ці процеси охоплюють різні галузі, такі як фізи-
ка, хімія, біологія, фінанси та інженерія. Універсальність моделі броунівського 
руху з дрейфом робить її безцінним інструментом для розуміння складності 
динамічних систем та явищ [21, 22]. Наведемо означення як для стандартного 
броунівського руху, так і для броунівського руху з дрейфом. 

Стохастичний процес  ( ), 0W t t   називається стандартним броунівським 

рухом, якщо він задовольняє наступним умовам: (0 ) 0W  ; ( ) ( )W t W s  відпо-

відає нормальному розподілу із середнім значенням 0 та дисперсією t s ; 
( ) ( )W t W s  не залежить від ( ) ( )W v W u , якщо ці часові інтервали не перети-

наються. 
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Броунівський рух з дрейфом  ( ), 0B t t   розширює поняття стандартного 

броунівського руху, додаючи до нього дрейфовий член. Цей дрейф   вносить 

систематичний зсув або спрямовану складову в рух частинки на додаток до ви-
падкових флуктуацій. Процес  ( ), 0B t t   задовольняє наступним умовам: 

(0 ) 0B  ; має незалежні та стаціонарні прирости; процес нормально розподі-

лений ( ) ( , )B t N t t . 

Процес броунівського руху з дрейфом, що включає обидва дрейфи   і ко-

ефіцієнт дифузії  , в загальному вигляді можна виразити так: 

( , )
( ) ( )B t t W t

 
   .  (1) 

Для моделювання траєкторії броунівської частинки в середовищі з паст-
ками інтервали руху частинки в пастках вибираються випадковим чином, з 
урахуванням конкретних обмежень, що диктуються конкретною задачею, яка 
розглядається. Рух частинки в пастці також моделювався за допомогою броу-
нівського руху з дрейфом, але з істотним зменшенням швидкості частинки, що 
досягалося за рахунок зменшення коефіцієнта дифузії в M  раз: 

( , )
( ) ( )B t t W t

M
 


  .   (2) 

Таким чином, для моделювання траєкторії частинки використовували (1) 
для опису руху частинки під час вільної дифузії, а (2) – для опису її руху в ме-
жах пастки. Такий підхід дозволив отримати повне уявлення про поведінку ча-
стинки, враховуючи як необмежений броунівський рух, так і вплив пастки. 

Застосування методу кластеризації DBSCAN для виявлення пасток 
Використання методу кластеризації на основі щільності показало багатоо-

біцяючий потенціал у сфері кластеризації часових рядів. У нашому дослідженні 
ми використали можливості методу DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of 
Applications with Noise) для ефективної кластеризації часових даних.  

У нашому дослідженні застосування DBSCAN дозволило виявити складні 
часові патерни і структури всередині траєкторій, що поглибило наше розумін-
ня основної динаміки системи. 

Метод DBSCAN визначає кластери як області з високою щільністю, відо-
кремлені від областей з низькою щільністю. DBSCAN здатний виявляти класте-
ри різної форми та розміру, що робить його особливо ефективним, коли клас-
тери мають різну щільність або складну форму.  

DBSCAN використовує два основні параметри: радіус і мінімальну кіль-
кість сусідів. Починаючи з випадкової точки з набору даних, метод розглядає 
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всі точки в заданому радіусі від цієї точки. Якщо кількість точок у цій області 
перевищує мінімальну кількість сусідів, область вважається щільною і розгля-
дається як один кластер. Потім цей процес поширюється на сусідні точки, які 
також задовольняють умові щільності, і так далі. Точки, які не належать до жо-
дного кластера і не відповідають критерію щільності, вважаються  
шумом [13, 23]. 

У контексті представленого дослідження всі точки траєкторії були класи-
фіковані як такі, що належать до одного з двох кластерів. Перший кластер охо-
плював точки, динаміка яких відповідала броунівському руху, тоді як другий 
кластер складався з точок, що демонстрували рух у пастці. 

Пов'язуючи певні точки траєкторії з кластером пастки, можна було роз-
шифрувати динаміку і тривалість утримання частинок у різних ділянках експе-
риментальної установки. Ця часова інформація дозволила отримати повне уя-
влення про явище пастки та його зміни в часі. 

Експеримент і результати  
Дослідження фокусується на двовимірному броунівському русі, проте кла-

стеризація проводилася незалежно для кожної координати, щоб підвищити то-
чність виявлення пасток. Часова траєкторія моделювалася згідно з рівняннями 
(1) і (2). Кількість пасток, їхня тривалість та часове розташування визначалися 
випадковим чином, з використанням рівномірного розподілу, з дотриманням 
попередньо визначених обмежень. Наприклад, були накладені обмеження, щоб 
запобігти перекриттю позицій пасток у часовому просторі.  

На рис. 1 вгорі показано ілюстрацію змодельованого двовимірного броу-
нівського руху у фазовому просторі X та Y. Області, що відповідають пасткам, 
для наочності виділено червоним кольором. У нижній частині рис. 1 подано 
проекції цього руху на осі X та Y, що дає повне зображення траєкторії частинки 
в обох координатах. 
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Рисунок 1 - Двовимірний броунівський рух у фазовому просторі (вгорі)  

та проекції на осі X і Y (внизу) 
 
Вхідними даними для кластеризації були модельні траєкторії з пастками, 

а вихідними – анотовані відрізки цієї траєкторії, пов'язані з пастками. Пода-
льший кластерний аналіз мав на меті розбити цю траєкторію на окремі класте-
ри, які відповідали різній динаміці, що її демонструвала частинка. 
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У процесі моделювання певні значення параметрів моделі використову-
валися як базова лінія: 0 .1  , 2 0   та 1 0M  . Крім того, було проведено се-

рію експериментів, в яких значення цих параметрів систематично  
змінювалися.  

Оскільки ми використовували реалізацію на основі моделей, ми змогли 
оцінити точність процесу кластеризації. Для оцінки точності роботи методів 
були використані матриці помилок для бінарної класифікації. На рис. 2 пред-
ставлено одну з типових матриць помилок для проведеного експерименту. В 
даному випадку точність склала 96%. Порівнюючи передбачені кластерні роз-
поділи з істинною природою точок траєкторії (класифіковані як такі, що нале-
жать до пастки чи ні), ці матриці дозволили нам кількісно оцінити успіх алго-
ритму кластеризації в правильній ідентифікації точок траєкторії, що належать 
і не належать до пастки.  

 
Рисунок 2 - Матриця помилок одного з результатів кластеризації 

 
Для побудови моделі броунівського руху та її кластеризації була  викорис-

тана мова програмування Python, яка відома своєю великою колекцією бібліо-
тек, пристосованих для математичних задач, машинного навчання та візуалі-
зації результатів. Універсальність Python у наукових обчисленнях зробила його 
ідеальним вибором для нашого дослідження, дозволивши нам ефективно реа-
лізувати та проаналізувати складну динаміку броунівських траєкторій руху. 
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На рис. 3 представлено ілюстрацію одного з остаточних результатів клас-
теризації, отриманих за допомогою методу DBSCAN. Виділені області зобра-
жують окремі кластери, що представляють ідентифіковані пастки в даних трає-
кторії. 

 

 
Рисунок 3 - Результати кластеризації методом DBSCAN  

для проекції на ось X (вгорі) та Y (внизу) 
 

Варто зазначити, що метод DBSCAN продемонстрував неабияку точність у 
визначенні точок, які потрапляли в пастки на траєкторії. Тим не менш, він був 
схильний до випадкової помилкової класифікації, особливо в сценаріях, де рі-
зниця між вільною дифузією і рухом, пов'язаним з пастками, була менш чіт-
кою. Зокрема, представлений метод є схильними до помилкової класифікації 
сегментів вільного руху як руху, пов'язаного з пасткою. Ця відмінність є дуже 
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важливою, оскільки вона відображає чутливість методу до складних просторо-
вих патернів і шуму в даних.  

Для оцінки ефективності методу кластеризації була проведена комплекс-
на оцінка за допомогою серії з 100 випробувань. Аналіз виявив помітні відмін-
ності в показниках точності. Метод DBSCAN показав середню точність 95.0%. 

Моделювання та кластеризація проводилися в діапазоні значень дрейфу 
 , коефіцієнта дифузії   та коефіцієнта M . Оцінка не виявила помітної зале-

жності ефективності методів від дрейфу  . Як показали експерименти, точ-

ність методів знижується лише при малих значеннях  . При менших значен-
нях коефіцієнта M  точність кластеризації зменшується. Це явище пояснюєть-
ся тим, що для малих дільників рух частинки в пастці наближається до її без-
перешкодного руху. Отже, відмінні риси утримання стають малопомітними, 
що створює проблему для методів кластеризації ефективно виявляти такі ано-
малії в русі частинок. 

Висновки 
У цій статті досліджено моделювання траєкторій частинок на основі броу-

нівського руху з дрейфом і вивчено ефективність методу кластеризації DBSCAN 
на основі машинного навчання, з метою виявлення пасток. Модель броунівсь-
кого руху охоплювала як вільну дифузію, так і рух у пастках. Використання ме-
тоду DBSCAN продемонструвало його потенціал для точної ідентифікації обла-
стей пасток у даних траєкторії. 

Дослідження показало, що DBSCAN продемонстрував загалом високу се-
редню точність, зокрема, досягнув середньої точності 95.0%. Комплексні екс-
перименти, проведені в рамках цього дослідження, дозволили зрозуміти вплив 
параметрів моделі на результати кластеризації.  

Майбутні дослідження в цьому напрямку можуть заглибитися в застосу-
вання більш досконалих методів машинного навчання для виявлення пасток і 
дослідити інтеграцію методів багатовимірної кластеризації для фіксації склад-
ної поведінки частинок. 
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Clustering Brownian motion trajectories using machine learning 
The article is dedicated to detecting traps encountered by a Brownian particle 

based on machine learning methods. The trajectory of the Brownian particle was mod-
eled using a drift-extended Brownian motion model, encompassing both free diffusion 
and particle movement within a trap. The density-based spatial clustering of applica-
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tions with noise (DBSCAN) method was employed for clustering the motion trajectory. 
The versatility of this method allows the identification of clusters without prior knowledge 
of their quantity or shape, making it suitable for trap detection. The conducted research 
demonstrates that the application of the DBSCAN method achieves an average accuracy 
of 95.0% 
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