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ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß ÏÎËÎÆÅÍÈß ÑÒÀËÜÍÎÉ ÏÎËÎÑÛ Â 
ÂÀËÊÎÂÎÌ ÊÐÈÑÒÀËËÈÇÀÒÎÐÅ ÏÐÈ ÏÎËÓ×ÅÍÈÈ 

ÁÈÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀËÞÌÈÍÈÅÂÎ-ÑÒÀËÜÍÎÃÎ ÊÎÌÏÎÇÈÒÀ 
ÑÏÎÑÎÁÎÌ ÂÀËÊÎÂÎÉ ÐÀÇËÈÂÊÈ-ÏÐÎÊÀÒÊÈ 

Â ðàáîòå îïèñàíû ìåðîïðèÿòèÿ, ïðèíÿòûå äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñòàáèëèçàöèè 
ñòàëüíîé ïîëîñû-çàãîòîâêè â äâóõâàëêîâîì êðèñòàëëèçàòîðå ïðè ïîëó÷åíèè 
áèìåòàëëè÷åñêèõ àëþìèíèåâî-ñòàëüíûõ ïîëîñ ñïîñîáîì âàëêîâîé ðàçëèâêè-
ïðîêàòêè. Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåííûõ ðåøåíèé ïðîèëëþñòðèðîâàíà 
ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ íà ëàáîðàòîðíîé óñòàíîâêå. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÁÈÌÅÒÀËË, ÂÀËÊÎÂÀß ÐÀÇËÈÂÊÀ-ÏÐÎÊÀÒÊÀ, 
ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß, ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÉ ÌÀÒÅÐÈÀË, ÑÒÀËÜ-ÀËÞÌÈÍÈÉ. 

 

Â ðîáîò³ îïèñàí³ çàõîäè, ïðèéíÿò³ äëÿ âèð³øåííÿ ïðîáëåìè ñòàá³ë³çàö³¿ ñòàëåâî¿ 
øòàáè-çàãîòîâêè ó äâîâàëêîâîì êðèñòàë³çàòîð³ ïðè îòðèìàíí³ á³ìåòàë³÷íèõ 
àëþì³í³ºâî-ñòàëåâèõ ñìóã ñïîñîáîì âàëêîâî¿ ðîçëèâêè-ïðîêàòêè. Åôåêòèâí³ñòü 
çàñòîñîâàíèõ ð³øåíü ïðî³ëþñòðîâàíà ðåçóëüòàòàìè åêñïåðèìåíò³â, ïðîâåäåíèõ 
íà ëàáîðàòîðí³é óñòàíîâö³. 

Êëþ÷åâ³ ñëîâà: Á²ÌÅÒÀË, ÂÀËÊÎÂÀ ÐÎÇËÈÂÊÀ-ÏÐÎÊÀÒÊÀ, ÑÒÀÁ²Ë²ÇÀÖ²ß, 
ÊÎÌÏÎÇÈÖ²ÉÍÈÉ ÌÀÒÅÐ²ÀË, ÑÒÀËÜ-ÀËÞÌ²Í²É. 

 

This paper describes the activities undertaken to solve the problem of steel strip 
stabilizing in a twin-roll crystallizer for obtaining the bimetallic aluminum-steel strips 
by method of twin-roll casting. The effectiveness of solutions is illustrated by results of 
experiments carried out at laboratory equipment. 

Keywords: BIMETAL, TWIN-ROLL CASTING, STABILIZATION, COMPOSITE 
MATERIAL, STEEL-ALUMINUM. 

Áèìåòàëëû – ìàòåðèàëû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ñëîåâ ðàçíîðîäíûõ 
ìåòàëëîâ, – ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé êëàññ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ 
øèðîêèìè ýêñïëóàòàöèîííûìè è òåõíîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â 
îñíîâå èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ëåæèò âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ 
êîìïîçèòîâ ñ çàðàíåå çàäàííûìè èëè äàæå óíèêàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Îíè 
ïîçâîëÿþò òàêæå ýêîíîìíåå èñïîëüçîâàòü îñòðîäåôèöèòíûå è 
äîðîãîñòîÿùèå ìåòàëëû è ñïëàâû.  

Ïðåèìóùåñòâà áèìåòàëëîâ è èõ âûñîêèå ïîòðåáèòåëüñêèå 
õàðàêòåðèñòèêè ïðåäîïðåäåëèëè ðàçâèòèå èõ ïðîèçâîäñòâà è ïðèìåíåíèÿ â 
ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè. Âåäóùåå ìåñòî â ïðîèçâîäñòâå è 
ïîòðåáëåíèè ìíîãîñëîéíûõ ìàòåðèàëîâ òðàäèöèîííî çàíèìàþò 
êîððîçèîííîñòîéêèå áèìåòàëëû íà îñíîâå àëþìèíÿ èëè åãî ñïëàâîâ è 
ñòàëè. 

Â ìíîãîñëîéíîì êîìïîçèòå ñëîè, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿþò ðàçëè÷íûå 
ôóíêöèè. Îñíîâíîé ñëîé ÷àùå âñåãî èçãîòàâëèâàåòñÿ èç ìåíåå 
äîðîãîñòîÿùåãî ìàòåðèàëà è âûïîëíÿåò ôóíêöèþ ñèëîâîãî ýëåìåíòà, èìåÿ 
áîëüøóþ, ÷åì ïëàêèðóþùèé ñëîé, òîëùèíó. Ïëàêèðóþùèé ñëîé èç áîëåå 
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öåííûõ è äåôèöèòíûõ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ ìîæåò èìåòü âûñîêóþ 
êîððîçèîííóþ ñòîéêîñòü, ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, èçíîñîñòîéêîñòü è òàê äàëåå, 
èëè âûïîëíÿòü ôóíêöèþ äåêîðàòèâíîãî ïîêðûòèÿ. Ñî÷åòàíèå â îäíîì 
ìàòåðèàëå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ýôôåêòèâíîñòè 
èñïîëüçîâàíèÿ áèìåòàëëîâ [1].  

Áèìåòàëëè÷åñêèé ëèñòîâîé ïðîêàò, ïëàêèðîâàííûé 
êîððîçèîííîñòîéêèìè ñòàëÿìè, øèðîêî èñïîëüçóþò âçàìåí íåðæàâåþùèõ 
ñòàëåé è öâåòíûõ ìåòàëëîâ, à òàêæå äëÿ ïðîäëåíèÿ ñðîêà ñëóæáû 
îáîðóäîâàíèÿ èç ÷åðíûõ ìåòàëëîâ. 

Â íåôòÿíîì ìàøèíîñòðîåíèè äâóõñëîéíàÿ ñòàëü ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ 
èçãîòîâëåíèÿ ðåàêòîðîâ îòãîíêè áåíçèíà èç ñûðîé íåôòè, ñìåñèòåëåé, 
ðåàêòîðîâ äëÿ ðàôèíèðîâàíèÿ, îòñòîéíèêîâ, òåïëîîáìåííèêîâ, íàñîñîâ, 
ðåêòèôèêàöèîííûõ êîëîíí, êîêñîâûõ êàìåð è äðóãîãî îáîðóäîâàíèÿ, 
ðàáîòàþùåãî â ñðåäàõ ñåðíèñòîé íåôòè, ãóäðîíîâ, ìàçóòîâ, ãàçîñûðüåâûõ è 
ãàçîïðîäóêòîâûõ ñìåñåé, ñîäåðæàùèõ âîäîðîä, ñåðîâîäîðîä è ò.ä.  

Â õèìè÷åñêîì ìàøèíîñòðîåíèè êîìïîçèòû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè 
èçãîòîâëåíèè êðèñòàëëèçàòîðîâ, êîíäåíñàòîðîâ, âàêóóì-àïïàðàòîâ, 
ðåàêòîðîâ, âàðî÷íûõ êîòëîâ, àâòîêëàâîâ, òåïëîîáìåííèêîâ, âûìûâíûõ 
ðåçåðâóàðîâ, ðåàêöèîííûõ êîëîíí è äðóãîãî îáîðóäîâàíèÿ [2].  

Â öåëëþëîçíî-áóìàæíîé ïðîìûøëåííîñòè áèìåòàëëû ïðèìåíÿþò äëÿ 
èçãîòîâëåíèÿ âàðî÷íûõ êîòëîâ, êîðïóñîâ è âàíí ñãóñòèòåëåé, ñìåñèòåëåé 
äëÿ áóìàæíîé ìàññû, ðåçåðâóàðîâ äëÿ îòõîäîâ, òåïëîîáìåííèêîâ, 
ðåçåðâóàðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé è äð.  

Â ëåãêîé è ïèùåâîé ïðîìûøëåííîñòè - äëÿ ïðîèçâîäñòâà 
îáîðóäîâàíèÿ ìîëî÷íûõ çàâîäîâ, ïåðåãîííûõ êóáîâûõ óñòàíîâîê, 
ðåçåðâóàðîâ äëÿ áðîæåíèÿ, ïîòî÷íûõ ëèíèé äëÿ èçãîòîâëåíèÿ 
ïîëóôàáðèêàòîâ, áàðàáàííûõ ñóøèëîê è ò.ä.  

Â ñóäîñòðîåíèè êîððîçèîííîñòîéêèé áèìåòàëë íàõîäèò ïðèìåíåíèå â 
êà÷åñòâå ìàòåðèàëà äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ äåòàëåé îïðåñíèòåëåé, 
öèñòåðí, åìêîñòåé, äåòàëåé êîðïóñíûõ êîíñòðóêöèé, ïåðåõîäíèêîâ è ò.ä.  

Â ñâÿçè ñ øèðîêîé ïðèìåíèìîñòüþ áèìåòàëëîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ 
èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî îñíîâíûõ ñïîñîáîâ èõ ïîëó÷åíèÿ, òàêèõ êàê 
êëèíîïðåññîâàÿ ñâàðêà, ñâàðêà âçðûâîì è äåôîðìàöèîííàÿ ñâàðêà 
ïðîêàòêîé. Âûáîð êîíêðåòíîãî ìåòîäà ïðîèçâîäñòâà îáóñëîâëèâàåòñÿ 
ôîðìîé èñõîäíîé çàãîòîâêè è ãåîìåòðèåé ãîòîâîãî èçäåëèÿ, à òàêæå 
íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè çîíû ñîåäèíåíèÿ è ýêîíîìè÷åñêèìè 
ïîêàçàòåëÿìè ïðîöåññà. 

Ñóùíîñòü êëèíîïðåññîâîé ñâàðêè çàêëþ÷àåòñÿ â ñîåäèíåíèè 
ðàçíîðîäíûõ, ðåçêî îòëè÷àþùèõñÿ ïî òâåðäîñòè, ìàòåðèàëîâ ïóòåì íàãðåâà 
ñîåäèíÿåìûõ èçäåëèé íà âîçäóõå èëè â çàùèòíîé ñðåäå è ïîñëåäóþùåì 
âïðåññîâûâàíèè äåòàëè èç áîëåå òâåðäîãî ìàòåðèàëà â áîëåå ïëàñòè÷íûé 
[3]. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíû äâå âîçìîæíûå ñõåìû ðåàëèçàöèè äàííîãî 
ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëè÷åñêèõ èçäåëèé. Êàê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííîé 
èëëþñòðàöèè, äàííûé ìåòîä îðèåíòèðîâàí â îñíîâíîì íà ñîåäèíåíèå 
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òðóá÷àòûõ êîíñòðóêöèé è ñëóæèò äëÿ ïðîèçâîäñòâà ðàçëè÷íûõ 
ïåðåõîäíèêîâ. Äëÿ ïðîèçâîäñòâà áîëåå âîñòðåáîâàííîãî â ìàøèíî- è 
ñóäîñòðîåíèè ëèñòîâîãî áèìåòàëëè÷åñêîãî ïðîäóêòà ýòîò ñïîñîá ñîåäèíåíèÿ 
ðàçíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ èñïîëüçîâàí áûòü íå ìîæåò. 

 
Ðèñóíîê – 1. Ðàçëè÷íûå âèäû òåõíîëîãè÷åñêèõ ñõåì êëèíîïðåññîâîé ñâàðêè 

òðóá÷àòûõ ïåðåõîäíèêîâ ìàëîãî (à) è áîëüøîãî (á) äèàìåòðà  
èç ðàçíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ: 1 – äåòàëü èç áîëåå òâåðäîãî ìàòåðèàëà;  

2 – äåòàëü èç áîëåå ìÿãêîãî ìàòåðèàëà; 3 – ïðåññôîðìà; 4 – øòîê ïðåññà;  
5 – íàãðåâàòåëü; 6 – êîðïóñ êàìåðû 

Áîëåå óíèâåðñàëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ôîðìû ñîåäèíÿåìûõ çàãîòîâîê èç 
ðàçíîðîäíûõ ìåòàëëîâ ÿâëÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ ñâàðêè âçðûâîì. Ïðîöåññ 
ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò èõ âûñîêîñêîðîñòíîãî 
ñîóäàðåíèÿ, â õîäå êîòîðîãî ïëàêèðóþùèé ñëîé ìåòàåòñÿ íà îñíîâó 
íàïðàâëåííîé ýíåðãèåé çàðÿäà âçðûâ÷àòîãî âåùåñòâà [4]. Êà÷åñòâî ñâàðêè 
ïðè äàííîì ñïîñîáå ïðîèçâîäñòâà ìíîãîñëîéíûõ êîìïîçèöèé ÿâëÿåòñÿ 
íàèáîëåå âûñîêèì çà ñ÷åò îáðàçîâàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà 
ñïåöèôè÷åñêîãî âîëíîâîãî ðåëüåôà, à òàêæå ëîêàëüíîãî äåôîðìàöèîííîãî 
óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëîâ â ïðèêîíòàêòíûõ çîíàõ. Îäíàêî ó ýòîãî ìåòîäà åñòü 
ðÿä ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ: 

1. Ïîâûøåííàÿ îïàñíîñòü ïðîèçâîäñòâà, ñâÿçàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì è 
õðàíåíèåì âçðûâ÷àòûõ âåùåñòâ. 

2. Íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíî îáîðóäîâàííûõ è ñíàáæåííûõ 
ïîäúåçäíûìè ïóòÿìè è òðàíñïîðòîì ïîëèãîíîâ, çàíèìàþùèõ çíà÷èòåëüíóþ 
ïëîùàäü è, êàê ïðàâèëî, óäàëåííûõ íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå îò 
ìåòàëëóðãè÷åñêèõ çàâîäîâ. 
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3. Äèñêðåòíîñòü è ëîêàëèçàöèÿ ïðîöåññà, íå ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü 
äëèííîìåðíóþ êîìïîçèòíóþ ìåòàëëîïðîäóêöèþ. 

Ñîâîêóïíîñòü ïåðå÷èñëåííûõ íåäîñòàòêîâ ïðèâîäèò ê âûñîêîé 
ñåáåñòîèìîñòè èçäåëèé, èçãîòîâëåííûõ ñ ïðèìåíåíèåì òåõíîëîãèè ñâàðêè 
âçðûâîì, ÷òî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ãðàæäàíñêîé 
òåõíèêå. 

Ñâàðêà ïðîêàòêîé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûì è 
ýêîíîìè÷íûì ïðîöåññîì ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëîâ èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå. 
Òåõíîëîãèÿ ïðîêàòêè ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâà ëèñòîâ, ïîëîñ, ëåíò, 
ôàñîííûõ ïðîôèëåé, ïðóòêîâ, ïðîâîëîêè êàê èç ðàçíîðîäíûõ ìåòàëëîâ, 
òàê è èç ìåòàëëîâ, áëèçêèõ ïî õèìè÷åñêîìó ñîñòàâó, íî îòëè÷àþùèõñÿ ïî 
ñâîèì ôèçè÷åñêèì è ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì [5]. Ñîåäèíåíèå êîìïîíåíòîâ 
áèìåòàëëà ïðîèñõîäèò ïðè èõ ñîâìåñòíîé ãîðÿ÷åé èëè õîëîäíîé 
ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, îñóùåñòâëÿåìîé â ïðîêàòíûõ ñòàíàõ â âàêóóìå 
èëè íà âîçäóõå. 

Èñõîäíîé çàãîòîâêîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëà ñëóæèò ïàêåò, 
ñîñòîÿùèé èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ñëîåâ ìåòàëëà â âèäå ñëÿáîâ è ïëàñòèí. Äëÿ 
ïîëó÷åíèÿ îäíîãî ëèñòà áèìåòàëëà (ðèñ.2à) îáû÷íî ïðèìåíÿþò îäèíàðíûå 
ïàêåòû, äâîéíûå ñèììåòðè÷íûå ïàêåòû – äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóõ ëèñòîâ 
áèìåòàëëà (ðèñ.2á) è òðîéíûå ïàêåòû – äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåõ ëèñòîâ 
áèìåòàëëà, äâà èç êîòîðûõ äâóõñëîéíûå, à îäèí òðåõñëîéíûé (ðèñ.2â). 

 
Ðèñóíîê – 2. Êîíñòðóêöèè ïàêåòîâ äëÿ ñâàðêè ïðîêàòêîé:  

1 – îñíîâíîé ñëîé; 2 – ïëàêèðóþùèé ñëîé; 3 – ðàçäåëèòåëüíûé ñëîé;  
4 – òåõíîëîãè÷åñêàÿ ïëàíêà; 5 – ñâàðíîé øîâ 

Ñâàðêó ïðîêàòêîé ïðèìåíÿþò äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóõ- èëè òðåõñëîéíûõ 
áèìåòàëëîâ, ñîñòîÿùèõ èç ñòàëüíîé îñíîâû è ïëàêèðóþùèõ ñëîåâ 
èç öâåòíûõ ìåòàëëîâ, íàïðèìåð ñòàëü + ìåäü, ñòàëü + ëàòóíü, ìåäü + 
àëþìèíèé, àëþìèíèé + òèòàí, àëþìèíèé + ñòàëü + àëþìèíèé. Äëÿ 
ïîëó÷åíèÿ äîáðîêà÷åñòâåííîãî ñîåäèíåíèÿ ñëîåâ â áèìåòàëëå òðåáóåòñÿ 
çíà÷èòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ïðè ñâàðêå ïðîêàòêîé è ÷èñòîòà ñîåäèíÿåìûõ 
ïîâåðõíîñòåé, ïðè÷åì îñîáåííî âàæíî îòñóòñòâèå îðãàíè÷åñêèõ âåùåñòâ. 
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Ïðè ñâàðêå ïðîêàòêîé ñîåäèíåíèå îáðàçóåòñÿ â óñëîâèÿõ âûñîêèõ 
äàâëåíèé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè è ìàëîé äëèòåëüíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. 
Íà íà÷àëüíîé ñòàäèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëèñòàìè ðàçíîðîäíûõ 
ìàòåðèàëîâ ïðîèñõîäèò ñìÿòèå ìèêðîíåðîâíîñòåé è óâåëè÷åíèå 
êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé, ïðèâîäÿùåå âñëåäñòâèå çíà÷èòåëüíîé 
äåôîðìàöèîííîé âûòÿæêè ê óòîíåíèþ è ÷àñòè÷íîìó ðàçðóøåíèþ îêñèäíûõ 
ïëåíîê. Â ìåñòàõ êîíòàêòà ìåæäó îáðàçîâàííûìè þâåíèëüíûìè 
ïîâåðõíîñòÿìè äâóõ ìàòåðèàëîâ âîçíèêàþò çîíû ñõâàòûâàíèÿ, ìåæäó 
êîòîðûìè ìîãóò îñòàâàòüñÿ ïîëîñòè, ñîäåðæàùèå ãàçû, à òàêæå 
îêñèäèðîâàííûå ó÷àñòêè èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè. Âîçìîæíîñòü äàëüíåéøåãî 
óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà è ïëîùàäè îáëàñòåé ñõâàòûâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ 
ðàçâèòèåì ïðîöåññà àäñîðáöèè îñòàòî÷íûõ ãàçîâ ìåòàëëîì. Ïðè 
äîïîëíèòåëüíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, ïî ìåðå ïîãëîùåíèÿ ãàçà 
ìåòàëëîì è ðàçâèòèè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, çîíû ñõâàòûâàíèÿ 
ðàñøèðÿþòñÿ, îáëàñòü êîíòàêòà ïðåâðàùàåòñÿ â íåïðåðûâíóþ 
ìåæôàçíóþ ãðàíèöó. 

Íåäîñòàòêîì ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëè÷åñêèõ ëèñòîâ ïðîäîëüíîé 
ïðîêàòêîé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå çàãîòîâêè 
òîíêèõ ïîëîñ äëÿ êàæäîãî èç êîìïîíåíòîâ áóäóùåãî ïëîñêîãî êîìïîçèòà, 
èçãîòîâëåíèå êîòîðûõ ïî òðàäèöèîííûì òåõíîëîãèÿì ïðåäóñìàòðèâàåò 
áîëüøîå ÷èñëî îïåðàöèé, âêëþ÷àÿ ðàçëèâêó òîëñòûõ ñëÿáîâ, 
ìíîãîïðîõîäíóþ ïðîêàòêó ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïîäîãðåâàìè, îáðàáîòêó 
ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîäóêòà òðàâëåíèåì èëè ìåõàíè÷åñêèì ïóòåì è ò.ä. 

Íîâûé ïåðñïåêòèâíûé ìåòîä èçãîòîâëåíèÿ äâóõ- è òðåõñëîéíûõ 
áèìåòàëëè÷åñêèõ ïîëîñ ñ ïðèìåíåíèåì ìàøèí íåïðåðûâíîé âàëêîâîé 
ðàçëèâêè-ïðîêàòêè, îáåñïå÷èâàþùèé ñîêðàùåíèå òåõíîëîãè÷åñêîé 
öåïî÷êè, óìåíüøåíèå ýíåðãîçàòðàò è âûáðîñîâ âðåäíûõ âåùåñòâ â 
àòìîñôåðó, ðåàëèçîâàí íà ïðàêòèêå â Èíñòèòóòå òåõíîëîãèé ã. Îñàêà  
[6, 7, 8]. ßïîíñêèì ó÷åíûì óäàëîñü ïîëó÷èòü ïëîñêèé êîìïîçèò, 
ñîñòîÿùèé èç äâóõ ðàçëè÷íûõ àëþìèíèåâûõ ñïëàâîâ. Ýêñïåðèìåíòû 

ïðîâîäèëèñü äëÿ êîìáèíàöèé ñïëàâîâ 3õõõ-, 4õõõ-, 5õõõ-, 6õõõ- è 8õõõ-
ñåðèé. Îäíàêî ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëè÷åñêèõ ïîëîñ èç ðàçíîðîäíûõ 
ìàòåðèàëîâ – íàïðèìåð äîñòàòî÷íî âîñòðåáîâàííîãî àëþìèíèåâîãî-
ñòàëüíîãî êîìïîçèòà – ñïîñîáîì âàëêîâîé ðàçëèâêè-ïðîêàòêè äî íåäàâíåãî 
âðåìåíè íà ïðàêòèêå ðåàëèçîâàí íå áûë. 

Òàêèì îáðàçîì, öåëüþ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû ñòàëà 
ðàçðàáîòêà òåõíîëîãèè ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëè÷åñêèõ àëþìèíèåâî-ñòàëüíûõ 
ïîëîñ, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ îñíîâíûå è âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàöèè, 
íåîáõîäèìûå ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ðàçëèâêè-ïðîêàòêè äëÿ 
ñîçäàíèÿ êà÷åñòâåííîãî äâóõñëîéíîãî êîìïîçèòà ñ âûñîêîé ïðî÷íîñòüþ 
ñîåäèíåíèÿ. Â õîäå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé áûëà 
âûÿâëåíà íåîáõîäèìîñòü ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ñòàëüíîé ïîëîñû, 
ïîäàâàåìîé â êðèñòàëëèçàòîð. Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îñâåùåíèå 
ïðèìåíåííûõ êîíñòðóêòîðñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïðèçâàííûõ 
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îáåñïå÷èòü ñòàáèëüíîñòü ñòàëüíîé ïîëîñû â çîíå êðèñòàëëèçàöèè-
äåôîðìàöèè, à òàêæå îöåíêà èõ ýôôåêòèâíîñòè. Ê ìåðîïðèÿòèÿì, 
îñóùåñòâëåííûì äëÿ ðåàëèçàöèè ïîñòàâëåííîé öåëè, îòíîñèòñÿ ðàçðàáîòêà 
ââîäíîé ïðîâîäêè, èñïîëüçîâàíèå ðàçìàòûâàòåëÿ äëÿ ïîäà÷è ñòàëüíîé 
ëåíòû, à òàêæå ïðèëîæåíèå çàäíåãî è ïåðåäíåãî íàòÿæåíèÿ ê òâåðäîé 
ïîëîñå è ãîòîâîìó áèìåòàëëè÷åñêîìó ïðîäóêòó ñîîòâåòñòâåííî. 

Âïåðâûå ýêñïåðèìåíòû â äàííîì íàïðàâëåíèè áûëè îñóùåñòâëåíû â 
ðàìêàõ ñîòðóäíè÷åñòâà ìåæäó êàôåäðîé îáðàáîòêè äàâëåíèåì 
Íàöèîíàëüíîé ìåòàëëóðãè÷åñêîé àêàäåìèè Óêðàèíû è Èíñòèòóòîì 
ìàòåðèàëîâåäåíèÿ Ãàííîâåðñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ëåéáíèöà. Áàçîé äëÿ 
ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ñòàëà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà âàëêîâîé 
ðàçëèâêè-ïðîêàòêè, ñîçäàííàÿ â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîé ðàáîòû óêðàèíñêèõ 
è íåìåöêèõ ñïåöèàëèñòîâ. Îòëè÷èòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè êîíñòðóêöèè 
ðàçðàáîòàííîé ìàøèíû ÿâëÿþòñÿ èíòåíñèôèöèðîâàííûé òåïëîîòâîä, 
îðãàíèçîâàííûé ïî âñåé âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñîñòàâíûõ 
âîäîîõëàæäàåìûõ âàëêîâ; âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ ðàçëèâêè â 
âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòÿõ, à òàêæå ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ 
ïîëîæåíèÿõ êëåòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà óñòàíîâêå ëèòûõ ïîëîñ ñ çàäàííîé 
ïîïåðå÷íîé êëèíîâèäíîñòüþ ïðåäóñìîòðåíî ðàçäåëüíîå ïåðåìåùåíèå 
íàæèìíûõ âèíòîâ. Áîëåå ïîäðîáíàÿ òåõíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ îá 
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìàøèíå âàëêîâîé ðàçëèâêè-ïðîêàòêè ïðèâåäåíà â 
ðàáîòå [9]. 

Ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëè÷åñêîé àëþìèíèåâî-
ñòàëüíîé ïîëîñû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñòàëüíàÿ ëåíòà òîëùèíîé îò 0,2 äî 
1,5 ìì è øèðèíîé îò 50 äî 200 ìì ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîäãîòîâëåííîé 
ïîâåðõíîñòüþ ïîäàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ íàâñòðå÷ó 
äðóã äðóãó âàëêàìè-êðèñòàëëèçàòîðàìè íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä íà÷àëîì 
ðàçëèâêè. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà ïîâåðõíîñòè ìàòåðèàëà çàêëþ÷àåòñÿ 
â óäàëåíèè ñ íåå îêèñíûõ ïëåíîê è ëîêàëüíûõ çàãðÿçíåíèé. Ïîñëå 
ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ïîëîñû ÷åðåç ïëîñêîå ñîïëî â çàçîð ìåæäó îäíèì èç 
âàëêîâ ñ îäíîé ñòîðîíû è ñòàëüíîé ïëîñêîé çàãîòîâêîé ñ äðóãîé ñòîðîíû 
ïîäâîäèòñÿ ðàñïëàâ àëþìèíèÿ. Ïîäãîòîâëåííàÿ ïîâåðõíîñòü ñòàëè 
îáðàùåíà ïðè ýòîì ê æèäêîìó ìàòåðèàëó. Ðàñïëàâëåííûé àëþìèíèé 
çàïîëíÿåò ìåæâàëêîâîå ïðîñòðàíñòâî, ïðèæèìàåò ñòàëüíóþ çàãîòîâêó ê 
ïîâåðõíîñòè âòîðîãî âàëêà, ôîðìèðóåòñÿ çîíà êðèñòàëëèçàöèè-äåôîðìàöèè 
ïîñòîÿííîé ïðîòÿæåííîñòè, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâûé ïðîöåññ 
ñêâîçíîãî çàòâåðäåâàíèÿ ðàñïëàâà è åãî ïîñëåäóþùåå ïëàñòè÷åñêîå 
ôîðìîèçìåíåíèå ìåæäó âîäîîõëàæäàåìûì âðàùàþùèìñÿ èíñòðóìåíòîì. 
Ïðè çíà÷èòåëüíûõ òîëùèíàõ àëþìèíèåâîãî ñëîÿ ìåæäó âàëêîì è ñòàëüíîé 
ïîëîñîé ñ âûõîäíîé ñòîðîíû êëåòè ââîäèòñÿ çàòðàâêà, çàäà÷åé êîòîðîé 
ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå óñëîâèé äëÿ çàïîëíåíèÿ çîíû êðèñòàëëèçàöèè-
äåôîðìàöèè ìåòàëëîì â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàçëèâêè. 

Ïðîöåññ ñîåäèíåíèÿ êîìïîíåíòîâ áèìåòàëëè÷åñêîé ïîëîñû 
ïðåäëàãàåìûì ñïîñîáîì íîñèò äèôôóçèîííûé õàðàêòåð. Ýòî îáóñëîâëåíî 
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äåéñòâèåì âûñîêèõ òåìïåðàòóð â çîíå êîíòàêòà, áëèçêèìè â ñâîèõ ïèêîâûõ 
çíà÷åíèÿõ ê òåìïåðàòóðå ïëàâëåíèÿ àëþìèíèÿ, à òàêæå äàâëåíèåì îò 
ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ìåòàëëà, ñòåïåíü êîòîðîé ïðè âàëêîâîé 
ðàçëèâêå-ïðîêàòêå ìîæåò äîñòèãàòü áîëåå 70%. Ïðè îïòèìàëüíûõ óñëîâèÿõ 
ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëè÷åñêèõ àëþìèíèåâî-ñòàëüíûõ ïîëîñ äèôôóçèîííûé 
ñëîé äîëæåí áûòü ñïëîøíûì, à åãî òîëùèíà íå äîëæíà ïðåâûøàòü 10 ìêì. 
Ñîáëþäåíèå ïîñëåäíåãî òðåáîâàíèÿ ñíèæàåò íåãàòèâíîå âëèÿíèå ïðî÷íûõ, 
íî õðóïêèõ èíòåðìåòàëëè÷åñêèõ FexAly ôàç è îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øèå 
ñâîéñòâà äàííîé êîìïîçèöèè ìàòåðèàëîâ [10]. 

Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé áûë âûáðàí 
òåõíè÷åñêèé ÷èñòûé àëþìèíèé, îòâå÷àþùèé ñïåöèôèêàöèè EN AW-1070 
(ñòàíäàðò DIN EN 573-3:2007), à òàêæå àóñòåíèòíàÿ ñòàëü X5CrNi18-10 
(1.4301). Ðàçëèâêà îñóùåñòâëÿëàñü â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, äëÿ ÷åãî 
êëåòü âàëêîâîé ðàçëèâêè-ïðîêàòêè áûëà óñòàíîâëåíà â ñîîòâåòñòâóþùåå 
ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå. 

Â ïåðâîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ñòàëüíàÿ ëåíòà òîëùèíîé 0,5 ìì è 
øèðèíîé 60 ìì óäåðæèâàëàñü ââîäíûìè ëèíåéêàìè è ñòàáèëèçèðîâàëàñü 
çà ñ÷åò óñòàíîâêè â êà÷åñòâå ââîäíîé ïðîâîäêè íàïðàâëÿþùèõ ðååê, 
êîòîðûå áûëè çàêðåïëåíû íà ñòàíèíå êëåòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ðåéêàìè 
ñîîòâåòñòâîâàëî øèðèíå ïîëîñû è ñîñòàâëÿëî 60 ìì, äëèííà íàïðàâëÿþùèõ 
ðàâíÿëàñü 40 ìì. Ïåðåìåùåíèå ëåíòû ïî âûñîòå íå îãðàíè÷èâàëîñü. 

Äîïîëíèòåëüíûì ñðåäñòâîì äëÿ óäåðæàíèÿ ñòàëüíîé ïîëîñû â 
ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ñòàëî èñïîëüçîâàíèå ðàçìàòûâàòåëÿ, îñíàùåííîãî 
ìåõàíè÷åñêèì òîðìîçîì, êîòîðûé ïîçâîëÿë ðåãóëèðîâàòü âåëè÷èíó çàäíåãî 
íàòÿæåíèÿ. Â ñåðèè èññëåäîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàëüíîé ïîëîñû 
ðàçìåðàìè 0,5õ60 ìì óñòàíàâëèâàëîñü çàäíåå íàòÿæåíèå âåëè÷èíîé 0 Í, 
100 Í è 300 Í, à ñàì ðàçìàòûâàòåëü áûë óñòàíîâëåí íà ðàññòîÿíèè 3 ì îò 
íàïðàâëÿþùèõ ðååê. Ïåðåäíåå íàòÿæåíèå îñóùåñòâëÿëîñü âðó÷íóþ è 
íàõîäèëîñü â ïðåäåëàõ îò 0 äî 300 Í. 

Â õîäå âàëêîâîé ðàçëèâêè-ïðîêàòêè áèìåòàëëè÷åñêèõ ïîëîñ áûëî 
óñòàíîâëåíî, ÷òî óâåëè÷åíèå çàäíåãî è ïåðåäíåãî íàòÿæåíèé ïîëîæèòåëüíî 
ñêàçûâàåòñÿ íà ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ñòàëüíîé ïîëîñû ñ âàëêîâîì 
êðèñòàëëèçàòîðå, îäíàêî îòíîñèòåëüíî êîðîòêèå íåïîäâèæíûå 
íàïðàâëÿþùèå ðåéêè íå â ñîñòîÿíèè óäåðæàòü ëåíòó îò òåðìè÷åñêèõ 
ïîâîäîê, âîçíèêàþùèõ â èñõîäíî õîëîäíîì ïëîñêîì ïîëóïðîäóêòå ïðè åãî 
êîíòàêòå ñ àëþìèíèåâûì ðàñïëàâîì, ÷òî, â êîíå÷íîì èòîãå, ïðèâîäèò ê 
èñêàæåíèþ ôîðìû ñòàëüíîé ïîëîñû è íåæåëàòåëüíîìó ïîïàäàíèþ æèäêîãî 
êîìïîíåíòà êîìïîçèòà íà åå ëèöåâóþ ïîâåðõíîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî êà÷åñòâî 
òàêîãî áèìåòàëëè÷åñêîãî ïðîäóêòà ñòàíîâèòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì. 

Ñëåäóþùèì øàãîì ïî ïîâûøåíèþ ñòàáèëüíîñòè ïîëîæåíèÿ òâåðäîé 
ïëîñêîé çàãîòîâêè â çîíå êðèñòàëëèçàöèè-äåôîðìàöèè ñòàëà ðàçðàáîòêà 
êîíñòðóêöèè ââîäíîé ðîëèêîâîé àðìàòóðû, âêëþ÷àþùåé ïàðó 
ïðîôèëèðîâàííûõ âåðòèêàëüíûõ è äâå ïàðû ãëàäêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ 
ðîëèêîâ (ñì. ðèñ. 3). Óçåë âåðòèêàëüíûõ ðîëèêîâ âûïîëíåí ñ 
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âîçìîæíîñòüþ ðåãóëèðîâàíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè â çàâèñèìîñòè îò 
øèðèíû ñòàëüíîé ïîëîñû. 

  
à)      á) 

Ðèñóíîê – 3. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ïàð íàïðàâëÿþùèõ ðîëèêîâ â  
ââîäíîé ïðîâîäêå: à – âèä ñáîêó; á – âèä ñâåðõó;  

1 – ãîðèçîíòàëüíûå âàëêè, 2 – âåðòèêàëüíûå êàëèáðîâàííûå âàëêè 

Ýêñïåðèìåíòû ïî îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðîëèêîâîé 
ââîäíîé ïðîâîäêè ïðîâîäèëèñü íà ñòàëüíîé ïîëîñå 0,5õ160 ìì. Çàäíåå è 
ïåðåäíåå íàòÿæåíèå óñòàíàâëèâàëîñü íà óðîâíå 300 Í. Êðîìå òîãî, 
ðàçìàòûâàòåëü áûë ïåðåìåùåí áëèæå ê ìàøèíå âàëêîâîé ðàçëèâêè-
ïðîêàòêè: ðàññòîÿíèå îò îñè ìîòàëêè äî ïåðâîé ãðóïïû íàïðàâëÿþùèõ 
ðîëèêîâ ñîñòàâèëî 2 ì. 

Ïðèíÿòûå ìåðû îêàçàëèñü íåäîñòàòî÷íûìè äëÿ ñòàáèëèçàöèè 
ïîëîæåíèÿ ñòàëüíîé ïîëîñû â âàëêîâîì êðèñòàëëèçàòîðå. Òåðìè÷åñêèå 
ïîâîäêè, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé ñåðèåé ýêñïåðèìåíòîâ, ïðèâåëè ê 
ïîïàäàíèþ ðàñïëàâëåííîãî àëþìèíèÿ íà ëèöåâóþ ñòîðîíó ïëîñêîé 
ñòàëüíîé çàãîòîâêè (ñì. ðèñ. 4). 

 
Ðèñóíîê – 4. Áèìåòàëëè÷åñêàÿ ïîëîñà, ïîëó÷åííàÿ  

ïîñëå óñòàíîâêè ââîäíîé ïðîâîäêè ñ òðåìÿ ïàðàìè ðîëèêîâ 

Îäíèì èç ôàêòîðîâ, îòâåòñòâåííûì çà äàííûé íåãàòèâíûé ðåçóëüòàò, 
ìîæíî ñ÷èòàòü îòíîñèòåëüíî áîëüøîå ðàññòîÿíèå ìåæäó çîíîé 
êðèñòàëëèçàöèè-äåôîðìàöèè, ãäå äåéñòâóþò òåðìè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ, 
êîòîðûå íåîáõîäèìî ñêîìïåíñèðîâàòü, è ââîäíîé ïðîâîäêîé, êîòîðîå 
ñîñòàâëÿåò îêîëî 450 ìì. Çà ñ÷åò äëèííîãî ïëå÷à äàæå íåçíà÷èòåëüíûå 
âîçìóùàþùèå ñèëû ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ìîìåíòà, ñïîñîáíîãî 
âûçâàòü êîðîáëåíèå è ïîòåðþ ñòàáèëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïîëîñû. 
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Êîìïåíñèðîâàòü äåéñòâèå òåðìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé îäíîé ïàðîé 
âåðòèêàëüíûõ ðîëèêîâ â ïðîâîäêå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. 

Ñëåäóþùèì ýòàïîì óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ êîíñòðóêöèè ââîäíîé 
ðîëèêîâîé àðìàòóðû ñòàëà óñòàíîâêà âòîðîé ãðóïïû íàïðàâëÿþùèõ 
ðîëèêîâ, àíàëîãè÷íîé ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 3. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ 
ãðóïï íàïðàâëÿþùèõ ðîëèêîâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 5. Ðàññòîÿíèå 
ìåæäó äâóìÿ ãðóïïàìè ðîëèêîâ âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü 
âîçìîæíîñòü óñòàíîâêè â äàííîì ïðîìåæóòêå óñòðîéñòâà ïîäîãðåâà 
ñòàëüíîé ïîëîñû è ñîñòàâëÿåò 400 ìì. Äîïîëíèòåëüíîé ìåðîé ñòàëî 
óâåëè÷åíèå çàäíåãî íàòÿæåíèÿ äî 500 Í. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà 
âàëêîâîé ðàçëèâêè-ïðîêàòêè ñ ðàçðàáîòàííîé ñèñòåìîé ïîäà÷è ñòàëüíîé 
ëåíòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëè÷åñêîé àëþìèíèåâî-ñòàëüíîé ïîëîñû 
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 6. 

 
Ðèñóíîê – 5. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ãðóïï íàïðàâëÿþùèõ ðîëèêîâ  

â ñèñòåìå ïîäà÷è ñòàëüíîé ïîëîñû: 1 – íàïðàâëÿþùèå ðîëèêè;  
2 – ìåñòî äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ íàãðåâàòåëÿ; 3 – ñòàëüíàÿ ïîëîñà;  

4 – áèìåòàëëè÷åñêàÿ ïîëîñà ñòàëü – àëþìèíèé;  
5 – âîäîîõëàæäàåìûå âàëêè-êðèñòàëëèçàòîðû;  

6 – ðàçëèâî÷íûé êîðîá ñ ñîïëîì; 7 – æèäêèé àëþìèíèé 

 
Ðèñóíîê – 6. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà âàëêîâîé ðàçëèâêè-ïðîêàòêè ïåðåä 
ýêñïåðèìåíòîì ïî ðàçëèâêå áèìåòàëëè÷åñêîé àëþìèíèåâî-ñòàëüíîé ïîëîñû 
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Ïðèíÿòûé êîìïëåêñ ìåð ïî óñîâåðøåíñòâîâàíèþ êîíñòðóêöèè ââîäíîé 
ïðîâîäêè è óâåëè÷åíèþ íàòÿæåíèÿ ïîçâîëèë äîáèòüñÿ ñòàáèëèçàöèè 
ïîëîæåíèÿ ïëîñêîé ñòàëüíîé çàãîòîâêè â âàëêîâîì êðèñòàëëèçàòîðå. 
Ôîòîãðàôèÿ áèìåòàëëè÷åñêîé ïîëîñû ñî ñòîðîíû, ïëàêèðîâàííîé ñòàëüþ, 
ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 7. Â õîäå ðàçëèâêè íàáëþäàëàñü íåçíà÷èòåëüíàÿ 
êîðîáîâàòîñòü ñòàëüíîãî ñëîÿ, ÷òî, îäíàêî, íå ïðèâåëî ê ïîïàäàíèþ 
æèäêîãî àëþìèíèÿ íà ëèöåâóþ ïîâåðõíîñòü ñòàëüíîé çàãîòîâêè. Óêàçàííàÿ 
êîðîáîâàòîñòü ìîæåò áûòü óñòðàíåíà â õîäå äàëüíåéøåé ïëàñòè÷åñêîé 
äåôîðìàöèè ïëîñêîé ïðîäîëüíîé ïðîêàòêîé ñ ìàëûìè îáæàòèÿìè. 

 
Ðèñóíîê – 7. Áèìåòàëëè÷åñêàÿ àëþìèíèåâî-ñòàëüíàÿ ïîëîñà ïîñëå  

ïðèíÿòèÿ êîìïëåêñà ìåð ïî åå ñòàáèëèçàöèè 

Âûâîäû 

Â õîäå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé òåõíîëîãèÿ 
âàëêîâîé ðàçëèâêè-ïðîêàòêè áûëà âïåðâûå óñïåøíî èñïîëüçîâàíà äëÿ 
ïîëó÷åíèÿ áèìåòàëëè÷åñêèõ ïîëîñ èç ðàçíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ íà ïðèìåðå 
äâóõñëîéíîé àëþìèíèåâî-ñòàëüíîé êîìïîçèöèè. 

Ðàçðàáîòàíà è îïðîáîâàíà ñèñòåìà ïîäà÷è ñòàëüíîé ïîëîñû â âàëêîâûé 
êðèñòàëëèçàòîð, îáåñïå÷èâàþùàÿ ñòàáèëüíîñòü ïîëîæåíèÿ òâåðäîé ïëîñêîé 
çàãîòîâêè â çîíå êðèñòàëëèçàöèè-äåôîðìàöèè. Ñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ 
ðàçìàòûâàòåëü ñ âîçìîæíîñòüþ ðåãóëèðîâàíèÿ çàäíåãî íàòÿæåíèÿ è 
ââîäíóþ àðìàòóðó, ñîñòîÿùóþ ïî ìåíüøåé ìåðå èç äâóõ ãðóïï ðîëèêîâ, 
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïàðó ïðîôèëèðîâàííûõ âåðòèêàëüíûõ è äâå 
ïàðû ãëàäêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ðîëèêîâ. Âûÿâëåí äèàïàçîí âåëè÷èí çàäíåãî 
íàòÿæåíèÿ (300 – 500 Í), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ 
ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ñòàëüíîé ïîëîñû â çîíå êðèñòàëëèçàöèè-
äåôîðìàöèè äëÿ óñòàíîâêè ïðèâåäåííîãî âèäà. 

Ïðîâåäåííûé êîìïëåêñ ìåðîïðèÿòèé ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü 
èññëåäîâàíèÿ â íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ òåõíîëîãèè âàëêîâîé ðàçëèâêè-
ïðîêàòêè áèìåòàëëè÷åñêèõ ïîëîñ èç ðàçíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, â ÷àñòíîñòè 
ñ öåëüþ àíàëèçà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà íà ñâîéñòâà ïîëó÷àåìîãî 
êîìïîçèòà è ìèêðîñòðóêòóðó çîíû äèôôóçèîííîãî ñîåäèíåíèÿ. 
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ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÏËÀÑÒÈÍÛ ÑÎ ÑÆÈÌÀÞÙÈÌÈ 
ÅÅ ØÒÀÌÏÀÌÈ ÏÐÈ ÍÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÌ ÄÅÉÑÒÂÈÈ  

ÒÎÐÖÅÂÛÕ ÍÀÃÐÓÇÎÊ 

Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå èñòîðèè íàãðóæåíèÿ íåãëàäêîé ïëàñòèíû òîðöåâûìè 
íàãðóçêàìè íà ïðîöåññ ïðîòÿãèâàíèÿ åå ìåæäó ïëîñêèìè øòàìïàìè. Ðåøåíèå 
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå óòî÷íåííîé òåîðèè ïëàñòèí, 
ïðèñïîñîáëåííîé äëÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè 
ïîëîæåíèÿ ãðàíèö îáëàñòåé ñöåïëåíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì íà ëèöåâûõ 
ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû îò âåëè÷èíû ïðèêëàäûâàåìûõ òîðöåâûõ íàãðóçîê ïðè 
ïðîõîæäåíèè ïëàñòèíû ìåæäó ñæèìàþùèìè åå øòàìïàìè.  

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÍÎÐÌÀËÜÍÎÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ, 
ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ, ÎÁËÀÑÒÜ ÑÖÅÏËÅÍÈß, 
ÎÁËÀÑÒÜ ÏÐÎÑÊÀËÜÇÛÂÀÍÈß Ñ ÒÐÅÍÈÅÌ, ÏËÀÑÒÈÍÀ, ÆÅÑÒÊÈÅ 
ØÒÀÌÏÛ, ÒÎÐÖÅÂÛÅ ÍÀÃÐÓÇÊÈ, ÏÐÎÄÎËÜÍÛÅ ÓÑÈËÈß. 

 

Äîñë³äæóºòüñÿ âïëèâ ³ñòîð³¿ íàâàíòàæóâàííÿ íåãëàäêîþ ïëàñòèíè òîðöåâèìè 
íàâàíòàæåííÿìè íà ïðîöåñ ïðîòÿãóâàííÿ ¿¿ ì³æ ïëîñêèìè øòàìïàìè. Ð³øåííÿ 
ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ çä³éñíþºòüñÿ íà îñíîâ³ óòî÷íåíî¿ òåîð³¿ ïëàñòèí, 
ïðèñòîñîâàíî¿ äëÿ êîíòàêòíèõ çàäà÷. Ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ çàëåæíîñò³ 
ïîëîæåííÿ ãðàíèöü îáëàñòåé ç÷åïëåííÿ ³ ïðîêîâçóâàííÿ ç òåðòÿì íà ëèöüîâèõ 
ïîâåðõíÿõ ïëàñòèíè â³ä âåëè÷èíè òîðöåâèõ íàâàíòàæåíü, ùî ïðèêëàäàþòüñÿ 
ïðè ïðîõîäæåíí³ ïëàñòèíè ì³æ ñòèñêàþ÷èìè ¿¿ øòàìïàìè. 
Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÍÎÐÌÀËÜÍÀ ÊÎÍÒÀÊÒÍÀ ÂÇÀªÌÎÄ²ß, ÄÎÒÈ×ÍÀ 
ÊÎÍÒÀÊÒÍÀ ÂÇÀªÌÎÄ²ß, ÎÁËÀÑÒÜ Ç×ÅÏËÅÍÍß, ÎÁËÀÑÒÜ 
ÏÐÎÊÎÂÇÓÂÀÍÍß Ç ÒÅÐÒßÌ, ÏËÀÑÒÈÍÀ, ÆÎÐÑÒÊ² ØÒÀÌÏÈ, ÒÎÐÖÅÂ² 
ÍÀÂÀÍÒÀÆÅÍÍß, ÏÎÇÄÎÂÆÍ² ÇÓÑÈËËß. 

 

The effect of loading history of the uneven plate loading by end loads on the process 
of pulling it between the bar punches . The solution of the formulated problem was 
carried out on the base improved theory of plates adapted for Hertzian problem. 

A study of the dependence of the area’s boundaries of adhesion and slipping with 
friction on plate’s front surfaces from magnitude of the applied end loads with pulling 
of plate between compressing it hard punches has been held.  
Keywords: NORMAL CONTACT INTERACTION, THE TANGENTIAL CONTACT 
INTERACTION, THE REGION CLUTCH SLIP AREA WITH FRICTION, PLATE, 
HARD PUNCHES, END LOAD, THE LONGITUDINAL FORCES. 

Ââåäåíèå 

Íà îñíîâå óòî÷íåííûõ óðàâíåíèé òåîðèè ïëàñòèí [ ]1  ñ 

êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà êîíòàêòíûõ çàäà÷ [ ]2  â 

ðàáîòå [ ]3  ðàññìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå íåãëàäêîé ïëàñòèíû ñî 

ñæèìàþùèìè åå ïëîñêèìè øòàìïàìè. Íà òîðöàõ ïëàñòèíà íàãðóæàåòñÿ 
ñèëàìè, ïîä äåéñòâèåì êîòîðûõ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà íà÷èíàåòñÿ 
ïðîõîæäåíèå åå ìåæäó øòàìïàìè. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â îáëàñòè 
êîíòàêòà ïëàñòèíû è øòàìïîâ â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî 
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ó÷àñòêè ñöåïëåíèÿ, ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì è îòñòàâàíèÿ, à òàêæå 
íàéäåíû îáëàñòè çíà÷åíèé òîðöåâûõ íàãðóçîê, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî 
òîëüêî ñöåïëåíèå ïî âñåé îáëàñòè êîíòàêòà, òîëüêî ïðîñêàëüçûâàíèå ñ 

òðåíèåì ïî âñåé îáëàñòè êîíòàêòà è ïîëíîå îòñòàâàíèå. Â ðàáîòå [ ]4  

èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ñìåíû ñîñòîÿíèé ñöåïëåíèÿ è 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì â îáëàñòè êîíòàêòà è õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ 
êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé îò çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íî ïðèëîæåííûõ 

òîðöåâûõ íàãðóçîê. Íàñòîÿùÿÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [ ]3,4 . 

Çäåñü ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ íåñèììåòðè÷íî ïðèëîæåííûõ 
òîðöåâûõ íàãðóçîê, îò äåéñòâèÿ êîòîðûõ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïî âñåé 
îáëàñòè êîíòàêòà èñ÷åçàþò îáëàñòè ñöåïëåíèÿ è íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ 
ïðîòÿãèâàíèÿ ïëàñòèíû ìåæäó øòàìïàìè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïðîõîæäåíèÿ íåãëàäêîé ïëàñòèíû òîëùèíû 

h  è øèðèíû 2l  ìåæäó ïëîñêèìè øòàìïàìè øèðèíû 2 øa  ( )<øa l  ïîä 

äåéñòâèåì ïðîäîëüíîé íàãðóçêè, ãëàâíûé âåêòîð êîòîðîé −P  íà ëåâîì 

òîðöå è +P  – íà ïðàâîì (ðèñ. 1). Ïëàñòèíà ðàáîòàåò â óñëîâèÿõ ïëîñêîé 

äåôîðìàöèè, øòàìïàì çàäàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå ±W . Ïðîöåññ 
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò èñòîðèè íàãðóæåíèÿ ïëàñòèíû â ïëîñêîñòè 

( )+ −ɶ ɶ,P P  [ ]3 : ìîæíî íà÷èíàòü ñ ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè ±P , êîãäà ≤0W , à 

ìîæíî íà÷èíàòü ñ çàæàòèÿ ïëàñòèíû øòàìïàìè. Èññëåäóåòñÿ 
íåñèììåòðè÷íûé ïðîöåññ, êîòîðûé òîæå, êàê è ïðè ñèììåòðè÷íîì 

ïðîöåññå [ ]4 , íà÷èíàåòñÿ ñ îáæàòèÿ øòàìïàìè áåç òîðöåâûõ íàãðóçîê, à 

çàòåì ïðèêëàäûâàþòñÿ, ðàâíîìåðíî óâåëè÷èâàþùèåñÿ âî âðåìåíè îò íóëÿ, 

ñèëû ±P  (òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ±ɶP  [ ]3 ).  

  
Ðèñóíîê – 1. 
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Â íà÷àëå ïðîöåññà ( )± =0P , êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ êîíòàêòíûõ 

âçàèìîäåéñòâèé ïðè ñöåïëåíèè ïî âñåé îáëàñòè êîíòàêòà 2a  (øèðèíà 

îáëàñòè êîíòàêòà, íåñìîòðÿ íà ñêðóãëåíèå øòàìïà, ïðèáëèçèòåëüíî 

ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé øèðèíå øòàìïà =2 2 øa a ), èìååòñÿ òåíäåíöèÿ 

ñîõðàíåíèÿ òðåõ îáëàñòåé: ïðè ∗− ≤ < 1a x x  – ïðîñêàëüçûâàíèå âëåâî, ïðè 

∗ ∗≤ <1 2x x x  – ñöåïëåíèå, ∗ < ≤2x x a  – ïðîñêàëüçûâàíèå âïðàâî. Çàäà÷à 

ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïîëîæåíèåì ãðàíèö îáëàñòåé 

ñöåïëåíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì ( ∗
1x  – êîîðäèíàòà ãðàíèöû 

îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ âëåâî ñ îáëàñòüþ ñöåïëåíèÿ, ∗
2x  – êîîðäèíàòà 

ãðàíèöû îáëàñòè ñöåïëåíèÿ ñ îáëàñòüþ ïðîñêàëüçûâàíèÿ âïðàâî), à òàêæå 
ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 

( τ ( )q x  – êàñàòåëüíîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ( )nq x  – íîðìàëüíîãî 

êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ), îò âåëè÷èíû ïðèêëàäûâàåìûõ òîðöåâûõ 

íàãðóçîê ±P .  

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ 

Â ðàáîòå [ ]3  îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîãî τ ( )q x  è íîðìàëüíîãî ( )nq x  

êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé áûëè ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå 
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äëÿ îáëàñòè ñöåïëåíèÿ è 
âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì. Äëÿ 
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì  

– êðàåâûõ óñëîâèé íà òîðöàõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ïðîäîëüíûå óñèëèÿ â 

îáëàñòÿõ ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì 1TN , 2TN : 

 
−

− = − = −1 1( )T T

P
N N a

h
, 

+
+ = =2 2 ( )T T

P
N N a

h
;  (1) 

– óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ïðîäîëüíûõ óñèëèé 1TN , 2TN , cN  íà ãðàíèöàõ 

îáëàñòåé ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì è ñöåïëåíèÿ ∗
1x , ∗

2x :  

 + ∗ ∗ −= − = + =1 1 1 1( 0) ( 0)T T cN N x N x N , − ∗ ∗ += + = − =2 2 2 2( 0) ( 0)T T cN N x N x N ; (2) 

– äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíîãî êîíòàêòíîãî 
âçàèìîäåéñòâèÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì è 

ñöåïëåíèÿ ∗
1x , ∗

2x : 

 τ τ τ
− ∗ ∗= − = +1 1( 0) ( 0)q q x q x , τ τ τ

+ ∗ ∗= − = +2 2( 0) ( 0)q q x q x ,  (3) 

ðåøåíèÿ ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìåþò âèä: 

– â îáëàñòè ñöåïëåíèÿ ∗ ∗≤ <1 2x x x :  
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 (4) 

– â îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì âëåâî ∗− ≤ < 1a x x : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

τ

τ

τ

ν ν
ν

ν ν ν
ν

− − + − − +

− − + − − +

     
= − ⋅ Φ − − − + ⋅ Φ − −     

     


= −

 − Λ     
 = + − ⋅ Φ − − − + ⋅ Φ − −    Λ     

2 1 1 1 1 1

1
4 1 1 3 1 1

31

2
1 , 1 , ,

4 4

1
,

1
1 , 1 , .

4 4

n

GW
q x N x e e P x e e

G W G Wh

q x q x
f

W
V x u x N x e e P x e e

f G W G Wh

 (5) 

– â îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì âïðàâî ∗ < ≤2x x a : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

τ

τ

τ

ν ν
ν

ν ν ν
ν

+ + − + + −

+ + − + + −

     
= − ⋅ Φ − − − ⋅ Φ −     

     


=

 − Λ     
 = + − ⋅ Φ − − + ⋅ Φ −    Λ     

1 2 2 2 2 2

1
3 2 2 4 2 2

31

2
1 , 1 , ,

4 4

1
,

1
1 , 1 , .

4 4

n

GW
q x P x e e N x e e

G Wh G W

q x q x
f

W
V x u x P x e e N x e e

f G Wh G W

 (6) 

Çäåñü: 
∗

± ±
= 1

1 ,
2

a x
e  

∗
± ±
= 2

2 ,
2

a x
e

∗ ∗
± ±
= 2 1 ,

2

x x
e  τu – êàñàòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê 

ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíû, G , ν  - ìîäóëü ñäâèãà è êîýôôèöèåíò 

Ïóàññîíà ìàòåðèàëà, f  – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, Λ =1 0,0025 , 

Λ =31 0,115  – êîýôôèöèåíòû óòî÷íåííîé òåîðèè ïëàñòèí, ñîîòâåòñòâóþùèå 

ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó çàäà÷ [ ]2 , âûðàæåíèÿ ôóíêöèé ( )ϕ 1 x , ( )ϕ 2 x , 

( )Ψ11 x , ( )Ψ22 x , ( )Ψ31 x , ( )Ψ32 x , ( )Φ1 x , ( )Φ2 x , ( )Φ3 x , ( )Φ4 x  ïðèâåäåíû â 

ðàáîòå [ ]4 . 
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Òàêèì îáðàçîì, â íà÷àëå íåñèììåòðè÷íîãî ïðîöåññà â îáùåì ðåøåíèè 

(4) – (6) ñîäåðæèòñÿ øåñòü êîíñòàíò τ
±,q  ±,N ∗

1,x  ∗
2x . Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ 

èìååòñÿ øåñòü óñëîâèé:  

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

τ τ τ τ
− ∗ + ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

 = − = +



− = + − = +


− = + − = +

1 2

1 1 2 2

1 2 2 2

0 , 0 ,

0 0 , 0 0 ,

0 0 , 0 0 .n n n n

q q x q q x

V x V x V x V x

q x q x q x q x

  (7) 

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (7) ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî êîíñòàíò τ
±,q  ±N . 

Èñêëþ÷àÿ èõ èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé (7), ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ ÷åòûðåõ 

ïðèäåì ê ñèñòåìå äâóõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ∗
1,x  ∗

2x  

âèäà: 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

∗ ∗ − ∗ ∗ + ∗ ∗

∗ ∗ − ∗ ∗ + ∗ ∗

 + + =


+ + =

11 1 2 12 1 2 13 1 2

21 1 2 22 1 2 23 1 2

, , , 0,

, , , 0,

F x x P F x x P F x x

F x x P F x x P F x x
 (8) 

ãäå ôóíêöèè ( )∗ ∗
1 2,i jF x x  âû÷èñëÿþòñÿ, ñîãëàñíî óêàçàííîìó àëãîðèòìó 

ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé (8), èç ôîðìóë (4) – (7). 
Ïðîáëåìà âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) 

íàñòîÿùåé çàäà÷è óïðîùàåòñÿ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ, äëÿ 

íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî + −= =0P P  ðåøåíèå ∗ ∗
∗=− =2 1x x x óæå 

èçâåñòíî[ ]4 . Ýòî ðåøåíèå è ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî 

ïðèáëèæåíèÿ ïðè ìàëûõ ±P . Äëÿ ïîñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ±P , â êà÷åñòâå 

íà÷àëüíîãî, åñòåñòâåííî ïðèíèìàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (8) äëÿ ïðåäûäóùèõ 

çíà÷åíèé ±P . Ðåøåíèå ñèñòåìû (8) ïðè ν =0,45 , =0,4f , =2a  ïðè + =0P  è 
−P , âîçðàñòàþùèì îò íóëÿ, ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 2. Ïîêà −P  èçìåíÿåòñÿ 

â ïðåäåëàõ 
−−
∗≤ < ≈0 3,8

2 2

PP

G Wh G Wh
, èìååì â îáëàñòè êîíòàêòà òðè 

ó÷àñòêà. Сîîòâåòñòâóþùèå êîíòàêòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ çíà÷åíèé 
−

≈0; 1,8
2

P

G Wh
 ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 4–à, 4–á. 

Êàê âèäíî, â îêðåñòíîñòè ãðàíèö ó÷àñòêîâ ñöåïëåíèÿ – 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê îáðàçîâàíèþ ðàçðûâà â 
êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Â ïîñòàíîâêå òåîðèè óïðóãîñòè â ýòèõ 

òî÷êàõ ôóíêöèè τ ( )q x , ( )nq x  èìåþò îñîáåííîñòü [ ]5 è äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ 

ïðîöåññà íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé: 

 
ε

τ τ
ε ε

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

+

− −

= =∫ ∫ ∫( ) ( ) ( )
x x x

n

x x x

q x dx q x dx f q x dx . 
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Â ïîñòàíîâêå óòî÷íåííîé òåîðèè ïëàñòèí, ïðèåìëåìîé äëÿ êîíòàêòíûõ 
çàäà÷, â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå èìååò ìåñòî ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà è, 
ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà, èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ ïðèáëèæåííî 
çàìåíÿþòñÿ ëîêàëüíûìè 

 τ τ∗ ∗ ∗+ = − = −( 0) ( 0) ( 0)nq x q x f q x .  

 
Ðèñóíîê – 2.      Ðèñóíîê – 3. 

Äëÿ âàðèàíòà, êîãäà − =0P , à +P  óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ, ðåøåíèå 

ñèñòåìû (8) ïðè ν =0,45 ; =0,4f  и =2a  ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 3. Ïðè 

ýòîì òàêæå ïîêà +P  èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 
++
∗≤ < ≈0 4,02

2 2

PP

G Wh G Wh
, â 

îáëàñòè êîíòàêòà èìååòñÿ òðè ó÷àñòêà. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòàêòíûå 
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âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ 
+

≈0; 2,03
2

P

G Wh
 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 

5 – à, 5 – á ñîîòâåòñòâåííî. 

Êîãäà ñèëû 
±

P  äîñòèãàþò çíà÷åíèé ± ±
∗=P P , îñòàåòñÿ äâà ó÷àñòêà â 

îáëàñòè êîíòàêòà ñ îäíîé òî÷êîé ñìåíû ñîñòîÿíèé ∗= 2x x . Äëÿ ïðîöåññà 

âûòàëêèâàíèÿ ïëàñòèíû èç ïðîìåæóòêà ìåæäó øòàìïàìè ( )+ = 0P  íàõîäèì 

∗= =2 1,1x x . Äëÿ ïðîöåññà âûòàñêèâàíèÿ ïëàñòèíû èç ïðîìåæóòêà ìåæäó 

øòàìïàìè ( )− = 0P  ïîëó÷àåì ∗= = −2 1,4x x . Çäåñü êîíñòàíòà −N  óæå 

îïðåäåëåíà 
−

− =
P

N
h

, à óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè îáîáùåííîãî ïåðåìåùåíèÿ 

( )V x  íà ëåâîì êîíöå îáëàñòè ñöåïëåíèÿ ñëåäóåò çàìåíèòü óñëîâèåì: 

( )− = 0.nq a  Òåïåðü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåì (4), (6) ïðèíèìàåò, ñîîòâåòñòâåííî 

îáëàñòÿì, âèä: 

– â îáëàñòè ñöåïëåíèÿ ∗− ≤ ≤ 2a x x :  

 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2 2 1 2 2 2

1 2 1 2

2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 2

12 2 2 1

, ,8
( )

2 1 2( ) 4 ( )

, ,
,

2 ( ) 4 ( )

2 ,
4 1

( )
1 2

n

x e e x e eq q P GW
q x N

he e

x e e x e eq q P
N

he e

P
q q x e e N

hGW
q x

τ τ
τ

τ τ

τ τ

ϕ σ ϕν
νϕ ϕ

ϕ σ ϕ

ϕ ϕ

ν σ
ν

ν

− + − ++ − −
+

+ +

− + − ++ − −
+

+ +

−
+ − − + +

′ + ⋅ + −
= ⋅ − − + + −′ ′⋅ 

′ + ⋅ + +
+ ⋅ − + ′ ′⋅ 


+ Ψ + + +− = −

−

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

21 2 2

2

1 2 2

11 2 2 1 22 2 2

2

1 1 2

32 2 2 1 31 2 2

1 2 2

31

,

2 1 ( )

8
2 , ,

1 2

2 1 ( )

2 , ,
4

( )
1 ( )

2

x e e

e

P GW
q q x e e N x e e

h

e

P
q q x e e N x e e

hG
V x

e

q q x

τ τ

τ τ

τ τ

σ ν ϕ

ν
ν σ

ν

σ ν ϕ

σ

ν ϕ

− +

+

−
+ − − + + − +

+

−
+ − − + + − +

+

+ −

 
Ψ + 

  −
′−

  
− Ψ + + − + Ψ +  −  −

′−

 ′+ Ψ + − + Ψ + 
 =− −

− Λ ′

′− Ψ

−
( ) ( )2 2 1 32 2 2

1 2

8
, ,

1 2
;

( )

P GW
e e N x e e

h

e

ν
σ

ν

ϕ

−
− + + − +

+


























  + − − + Ψ +  − 
′

 (9) 

 – â îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì âïðàâî ∗ ≤ ≤2x x a :  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 2 2 2

1

3 2 2 4 2 2

31

2
1 , 1 , ,

4 4

1
,

1
1 , 1 , .

4 4

n

GW
q x P x e e N x e e

GWh GW

q x q x
f

W
V x u x P x e e N x e e

f GWh GW

τ

τ

τ

ν ν
ν

ν ν ν
ν

+ + − + + −

+ + − + + −

     
= − ⋅Φ − − − ⋅Φ −     

     


=

  − Λ     = + − ⋅Φ − − + ⋅Φ −    Λ     

  (10) 
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Â âûðàæåíèÿõ (9), (10) ñîäåðæèòñÿ ÷åòûðå íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû: 

τ
± ,q  +,N  ∗

2x , äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ ÷åòûðå óñëîâèÿ: òðè 

óñëîâèÿ èç ñèñòåìû (7) íà ïðàâîì êîíöå îáëàñòè ñöåïëåíèÿ è óñëîâèå 
ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ëåâîì êîíöå 
øòàìïà  

 

( )
( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2 2

2 2

0 ,

0 0 ,

0,

0 0 .

n

n n

q q x

V x V x

q a

q x q x

τ τ
+ ∗

∗ ∗

∗ ∗

 = +

 − = +


− =


− = +

 (11) 

Èñêëþ÷àÿ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (11) ñ ïîìîùüþ 

ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû τ
± ,q  +N , 

âõîäÿùèå ëèíåéíî, ïîëó÷àåì îäíî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå 

îòíîñèòåëüíî ∗
2x  âèäà 

 ( ) ( ) ( )∗ − ∗ + ∗+ + =1 2 2 2 3 2 0F x P F x P F x , (12) 

ãäå ôóíêöèè ( )∗
2iF x , àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿì ( )∗ ∗

1 2,i jF x x ñèñòåìû (8), 

âû÷èñëÿþòñÿ ïî àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ (12). 

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè òîðöåâûõ íàãðóçîê ±P  â çàâèñèìîñòè îò 

çíà÷åíèé ν  è f  ïðîöåññ ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Ïðè 

ðàññìàòðèâàåìîì çíà÷åíèè ν =0,45 ; =0,4f  è =2a  â îáëàñòè ñöåïëåíèÿ 

òåíäåíöèè ê ïðîñêàëüçûâàíèþ íå íàáëþäàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè 

äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ñèë ±P  îñòàåòñÿ òîëüêî äâå îáëàñòè ñ îäíîé 

òî÷êîé ñìåíû ñîñòîÿíèé ∗
2x , îïðåäåëÿåìîé èç óðàâíåíèÿ (12). Åãî ðåøåíèå 

ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 2, êîãäà + =0,P  ( ) ( )− −
∗∗≤ < ≈0 2 2 63,6P G Wh P G Wh  

è íà ðèñóíêå 3, êîãäà − =0,P  ( ) ( )+ +
∗∗≤ < ≈0 2 2 4,15P G Wh P G Wh .  

Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ïðè âûòàëêèâàíèè 

( )+ =0P  è ( ) ( )− −
∗= ≈2 2 3,8P G Wh P G Wh ; ( )− ≈2 35,6P G Wh  ïðèâåäåíî 

íà ðèñóíêàõ 4–â, 4–ã. à ïðè âûòàñêèâàíèè ( )− =0P  è 

( ) ( )+ +
∗= ≈2 2 4,02P G Wh P G Wh ; ( )+ ≈2 4,09P G Wh  – íà ðèñóíêàõ 5–â, 

5–ã ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè çíà÷åíèÿõ ( )−
∗∗ ≈2 63,6P G Wh  è ( )+

∗∗ ≈2 4,15P G Wh  

èñ÷åçàåò îáëàñòü ñöåïëåíèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé 
ïðè ýòîì ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 4–ä è 5–ä ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì 

îêàçàëîñü, τ − =( ) 0,q a  ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ãðàíèöåé îáëàñòè ïîëíîãî 

ïðîñêàëüçûâàíèÿ. 
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Ðèñóíîê – 4. 
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Ðèñóíîê – 5. 
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Âûâîäû 

Áûëè ðàññìîòðåíû äâà íåñèììåòðè÷íûõ ïðîöåññà. 
Ïðè äåéñòâèè âûòàëêèâàþùåé ñèëû â ïåðâóþ î÷åðåäü, óìåíüøàåòñÿ 

îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñëåâà äî ïîëíîãî èñ÷åçíîâåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê 
îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñïðàâà ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîòîì 
íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñïðàâà äî íàñòóïëåíèÿ 
ñîñòîÿíèÿ ïîëíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ âïðàâî. 

Ïðè äåéñòâèè âûòàñêèâàþùåé ñèëû â ïåðâóþ î÷åðåäü, òàêæå èñ÷åçàåò 
îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñëåâà, íî îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàåòñÿ è îáëàñòü 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñïðàâà, òî åñòü, îáëàñòü ñöåïëåíèÿ êàê áû ñìåùàåòñÿ 
âëåâî, îäíîâðåìåííî óìåíüøàÿñü. Çàòåì îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñëåâà 
èñ÷åçàåò è îñòàåòñÿ äâå îáëàñòè. Ïîòîì íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ îáëàñòü 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñïðàâà è íàñòóïàåò ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âûòàñêèâàíèÿ ïëàñòèíû òðåáóåòñÿ ñèëà 

ìåíüøàÿ, ÷åì äëÿ âûòàëêèâàíèÿ (ïðè ïàðàìåòðàõ: ν =0,45 ; =0,4f ; =2a ) 

â 14 ðàç.  
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ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÍÀ ÀÄÅÊÂÀÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ 
ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ ÐÀÑÕÎÄÀ ÑÛÏÓ×ÅÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ ÎÒ ÓÃËÀ 

ÎÒÊÐÛÒÈß ÇÀÑËÎÍÊÈ 

Ïîëó÷åíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòè ðàñõîäà ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà îò 
óãëà îòêðûòèÿ çàñëîíêè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ, 
ðàçìåðîâ ÷àñòèö, ñâîéñòâ  âûãðóæàåìîãî ñûïó÷åãî ãðóçà, äëèíû âûïóñêà è 
ñêîðîñòè îòêðûòèè çàòâîðà. Âûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç  òåîðåòè÷åñêèõ 
ðàñ÷åòîâ ñî  ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè ôàêòè÷åñêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè 
çàãðóçêè íàêëîííîãî (ñêèïîâîãî) êîíâåéåðà øèõòîâûìè ìàòåðèàëàìè 
äåéñòâóþùåé ñèñòåìû øèõòîïîäà÷è äîìåííîé ïå÷è, ïîëó÷åííûìè ñ 
èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ñåêóíäíûõ îáúåìîâ. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ØÈÕÒÎÂÛÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ, ÂÅÑÎÂÎÉ ÁÓÍÊÅÐ, ÐÀÑÕÎÄ, 
ÇÀÑËÎÍÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ, ÀÄÅÊÂÀÒÍÎÑÒÜ. 

 

Îòðèìàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü çàëåæíîñò³ âèòðàòè ñèïó÷îãî ìàòåð³àëó â³ä 
êóòà â³äêðèòòÿ çàñë³íêè çàëåæíî â³ä ïàðàìåòð³â âèïóñêíîãî îòâîðó, ðîçì³ð³â 
÷àñòîê, âëàñòèâîñòåé ñèïó÷îãî ìàòåð³àëó, ùî âèâàíòàæóºòüñÿ, äîâæèíè 
âèïóñêó é øâèäêîñò³ â³äêðèòòÿ çàòâîðó. Âèêîíàíèé ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç 
òåîðåòè÷íèõ ðîçðàõóíê³â ç³  ñòàòèñòè÷íèìè äàíèìè ôàêòè÷íî¿ 
ïðîäóêòèâíîñò³ çàâàíòàæåííÿ ïîõèëîãî (ñê³ïîâîãî) êîíâåºðà øèõòîâèìè 
ìàòåð³àëàìè ä³þ÷î¿ ñèñòåìè øèõòîïîäà÷³ äîìåííî¿ ïå÷³, îòðèìàíèìè ç 
âèêîðèñòàííÿì ðîçðîáëåíî¿ ìåòîäèêè ðîçðàõóíê³â ñåêóíäíèõ îá’ºì³â. 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ØÈÕÒÎÂ² ÌÀÒÅÐ²ÀËÈ, ÂÀÃÎÂÈÉ ÁÓÍÊÅÐ, ÂÈÒÐÀÒÀ, 
ÇÀÑË²ÍÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ, ÀÄÅÊÂÀÒÍ²ÑÒÜ. 

 

The mathematical model of dependence of expense of friable material is got from the 
corner of opening of zaslonki depending on the parameters of tape-hole, sizes of 
particles, properties  of checkpointable friable load, lengths of issue and speed opening 
of breech-block. The comparative analysis  of theoretical calculations is executed with  
statistical information of the actual productivity of load of sloping (skipovogo) 
conveyer shikhtovymi materials of the operating system of shikhtopodachi of high 
furnace, got with the use of the developed method of calculation of the second volumes. 

Key words: CHARGE MATERIALS, WEIGH HOPPER, FLOW VALVE, 
MATHEMATICAL MODEL, ADEQUACY. 

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óâåëè÷åíèÿ îáúåìà øèõòîâûõ ìàòåðèàëîâ, 
çàãðóæàåìûõ â ïå÷ü çà âðåìÿ îäíîé ïîäà÷è [1] íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü ïî 
ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâóþùèìè îáúåìû âåñîâûõ âîðîíîê ñèñòåìû 
øèõòîïîäà÷è. Âìåñòå ñ òåì, óâåëè÷åíèå îáúåìà âåñîâîé âîðîíêè ñâÿçàíî ñ 
êîðåííîé ðåêîíñòðóêöèåé øèõòîïîäà÷è è, ñëåäîâàòåëüíî, ñî çíà÷èòåëüíûì 
ðîñòîì êàïèòàëüíûõ çàòðàò. 

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èçìåðåíèé ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé âûñîòû è 
äëèíû ïàðàìåòðîâ ñëîÿ, ëåæàùåãî íà êîíâåéåðå, óñòàíîâëåíî, ÷òî 
î÷åðòàíèå äîçû ìàòåðèàëà, ëåæàùåãî íà êîíâåéåðå èìååò â ñå÷åíèè ÷åòêî 
âûðàæåííóþ ãîëîâíóþ, öåíòðàëüíóþ è õâîñòîâóþ ÷àñòü (âûñîòà è äëèíà 
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ñëîÿ ìàòåðèàëà ôèêñèðîâàëàñü â òðåõ òî÷êàõ ñå÷åíèÿ: öåíòðàëüíîé – ïî 
îñè êîíâåéåðà, ëåâîé è ïðàâîé îò öåíòðàëüíîé). Êîíöåâûå ÷àñòè äîçû íà 
êîíâåéåðå ñîñòàâëÿëè îò îáùåé äëèíû áîëåå 55 % (ïî êîêñó) è 46%(ïî 
àãëîìåðàòó è îêàòûøàì). Ýòî ñâÿçàíî ñ íåðàâíîìåðíûì õàðàêòåðîì 
ïîñòóïëåíèÿ ìàòåðèàëà èç âåñîâîé âîðîíêè, ðåæèìîì ðàáîòû, 
íåðàâíîìåðíîñòüþ ñëîÿ ìàòåðèàëà. 

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü âðåìåíè çàãðóçêè ìàòåðèàëîì 
êîíâåéåðà ðàñõîäóåòñÿ íåïðîèçâîäèòåëüíî è òðåáóåò åãî ñîêðàùåíèÿ. Â 
ñâÿçè ñ ýòèì, îäíèì èç ðåøåíèé äàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ñîâìåùåíèå  
äâóõ èëè íåñêîëüêèõ äîç ìàòåðèàëà, ÷òî ïîçâîëèò óìåíüøèòü öèêë 
ðàçãðóçêè âåñîâûõ âîðîíîê. Ýòî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñîâìåùåíèåì 
êîíöåâûõ ÷àñòåé ýòèõ äîç çà âðåìÿ èõ âûäà÷è íà êîíâåéåð. 

Â òîæå âðåìÿ ïðèìåíåíèå áåñêîíóñíûõ çàãðóçî÷íûõ óñòðîéñòâ 
çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëî òåõíîëîãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ðåãóëèðîâàíèÿ è 
ðàñïðåäåëåíèÿ øèõòû ïî ðàäèóñó êîëîøíèêà. Ïðè ýòîì âîçíèêëà 
âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ ãàçîâûì ïîòîêîì, 
îòëè÷íûõ îò òðàäèöèîííûõ. Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ çàãðóçêà â 
ïå÷ü ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ïîðöèé øèõòû ñ òåõíîëîãè÷åñêè îáîñíîâàííûì 
ñîîòíîøåíèåì êîìïîíåíòîâ. 

Îäíàêî áåñêîíóñíîå çàãðóçî÷íîå óñòðîéñòâî íå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ 
ôîðìèðîâàíèÿ ïîðöèé øèõòû ïóòåì ñìåøèâàíèÿ ñ îäíîâðåìåííûì ñäâèãîì 
â ïðîöåññå çàãðóçêè îäíîãî âèäà ìàòåðèàëà  îòíîñèòåëüíî äðóãîãî  íà 
çàäàííóþ âåëè÷èíó. Ðåàëèçîâàòü ôîðìèðîâàíèå òàêèõ ïîðöèé ìîæíî ñ 
ïîìîùüþ ÝÂÌ ñèñòåìû øèõòîïîäà÷è â ïðîöåññå ðàçãðóçêè ìàòåðèàëîâ èç 
âåñîâûõ âîðîíîê íà äîìåííûé êîíâåéåð.  

Ðåçóëüòàòû ðàáîò ïî ïîâûøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ñìåøèâàíèÿ 
ðàçëè÷íûõ æåëåçîñîäåðæàùèõ ìàòåðèàëîâ íà ïå÷àõ áîëüøîãî îáúåìà  
ïîêàçàëè, ÷òî ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è 
ðåàëèçîâàíî ëèøü ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïëåêñíîãî ïîäõîäà, 
ó÷èòûâàþùåãî ïðèìåíåíèå ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ óïðàâëåíèÿ âûïóñêîì 
øèõòû, îñîáåííîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ïîðöèé, êîíñòðóêöèè âåñîâûõ 
áóíêåðîâ, ìåõàíèçìîâ âûïóñêà è òðåáîâàíèé ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëîâ íà 
êîëîøíèêå. 

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè â äîìåííîì ïðîèçâîäñòâå îïðîáîâàíû è íàøëè 
ïðèìåíåíèå äâóõêîìïîíåíòíûå ïîðöèè [2], ñîñòîÿùèå èç àãëîìåðàòà è 
îêàòûøåé, îêàòûøåé  è êîêñà, àãëîìåðàòà è êîêñà, à òàêæå 
òðåõêîìïîíåíòíûå[3], âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ àãëîìåðàò, êîêñ è îêàòûøè. Êàê 
ïðàâèëî, ñìåøàííûå ïîðöèè, ñôîðìèðîâàííûå íà êîíâåéåðå èìåþò 
ãîëîâíóþ è ñìåøàííóþ ÷àñòè, îòëè÷àþùèåñÿ ñîñòàâîì êîìïîíåíòîâ. Ïðè 
ýòîì îáùèì òðåáîâàíèåì äëÿ ïîðöèé ëþáîé ñòðóêòóðû ñëåäóåò ñ÷èòàòü 
ìèíèìèçàöèþ äëèíû ïîðöèè íà êîíâåéåðå, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíîå 
èñïîëüçîâàíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû çàãðóçêè è ðàöèîíàëüíûå 
ðåæèìû ýêñïëóàòàöèè îáîðóäîâàíèÿ. Ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè 
ñîáëþäåíèè çàâèñèìîñòè: 
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ãäå  n – êîëè÷åñòâî êîìïîíåíòîâ, ïîäëåæàùèõ ñìåøèâàíèþ â äàííîé ÷àñòè 
ïîðöèè; 

qi – ðàñõîä i –ãî êîìïîíåíòà ïðè âûãðóçêå èç áóíêåðíûõ âåñîâ, êã/ñ; 

γi – íàñûïíàÿ ìàññà i-ãî êîìïîíåíòà, êã/ì
3; 

Ï – ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êîíâåéåðà, ì3/ñ. 
Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ôîðìèðîâàíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ïîðöèè 

ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà 

èñòå÷åíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà èç âåñîâîãî áóíêåðà ñ ðåãóëèðóåìîé çàñëîíêîé. 

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà èñòå÷åíèÿ øèõòîâûõ 

ìàòåðèàëîâ íà äåéñòâóþùèõ ñèñòåìàõ ïîêàçàëè, ÷òî òðàäèöèîííî 

ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðàñ÷åòà òðåáóåìûõ âåëè÷èí ðàñõîäà ôîðìóëû Àëôåðîâà, 

Çåíêîâà äàþò çàâûøåííûå çíà÷åíèÿ. Ðàñõîæäåíèå ðàñ÷åòíûõ è 

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ øèõòîâûõ ìàòåðèàëîâ äîìåííîé ïëàâêè 

äîñòèãàåò 30 %[4]. 

Ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé èñòå÷åíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà èç 

âåñîâîãî áóíêåðà ñ ðåãóëèðóåìîé çàñëîíêîé íå ñóùåñòâóåò, òî öåëüþ 

ÿâèëàñü ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñòå÷åíèÿ ìàòåðèàëà èç 

áóíêåðà ñ ðåãóëèðóåìîé çàñëîíêîé è óñòàíîâëåíèå çàâèñèìîñòè ðàñõîäà 

ìàòåðèàëà îò óãëà îòêðûòèÿ çàñëîíêè. 

Òàêàÿ ìîäåëü áûëà ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ 

ñòóêòóðíî-ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà â ðàçíûõ çîíàõ â 

ðåçóëüòàòå åãî èñòå÷åíèÿ [5]. 

Ïîëó÷åíàÿ çàâèñèìîñòü ðàñõîäà è ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ ñûïó÷èõ 

ìàòåðèàëîâ èç áóíêåðà â çàâèñèìîñòè îò óãëà îòêðûòèÿ çàñëîíêè, 

ïàðàìåòðîâ âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ, ðàçìåðîâ ÷àñòèö è ñâîéñòâ äàííîãî 

âûãðóæàåìîãî ñûïó÷åãî ãðóçà [6] íå îïèñûâàåò íåóñòàíîâèâøåéñÿ ðåæèì 

äâèæåíèÿ ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà, âîçíèêàþùèé ïðè áûñòðîì îòêðûòèè 

çàòâîðà (íà øèõòîïîäà÷å äîìåííîé ïå÷è ¹ 9 îòêðûòèå çàòâîðà âåñîâîãî 

áóíêåðà êîêñà ðàâíî 4,4 ñ, àãëîìåðàòà – 4ñ). 

Â ýòîé ñâÿçè, â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå 

ìàòåðèàëà íà âûõîäå èç âåñîâîãî áóíêåðà, áûëà ââåäåíà ñîñòîâëÿþùàÿ-

èíåðöèîííûé íàïîð, íåîáõîäèìûé äëÿ ïðåîäîëåíèÿ èíåðöèè ñûïó÷åãî 

ìàòåðèàëà. Äëèíà âûïóñêíîãî ëîòêà (óñòàíîâëåííîãî ïîñëå ñåêòîðíîãî 

çàòâîðà) ïðè èñòå÷åíèè ìàòåðèàëà íà êîíâåéåð òàêæå îêàçûâàåò âëèÿíèå, 

íàïðèìåð, ïðè óâåëè÷åíèè åãî äëèíû  èíåðöèîííûé íàïîð ïîâûøàåòñÿ. 

Â ðåçóëüòàòå áûëà ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ðàñõîäà ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà 

îò óãëà îòêðûòèÿ çàñëîíêè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ âûïóñêíîãî 

îòâåðñòèÿ, ðàçìåðîâ ÷àñòèö, ñâîéñòâ âûãðóæàåìîãî ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà, 

äëèíû âûïóñêà è ñêîðîñòè îòêðûòèè çàòâîðà: 
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Çäåñü η – áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ðàñõîäà ñûïó÷åãî ãðóçà èç 

áóíêåðà ñ ãîðèçîíòàëüíûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì è ðåãóëèðóåìîé 
çàñëîíêîé; 

b – äëèíà ùåëåâîãî âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ, ì; 
a – øèðèíà âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ, ì; 
g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ì/ñ2 
d – ñðåäíèé ðàçìåð ÷àñòèö ñûïó÷åãî ãðóçà, ì;  
k–êèíåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ïîòåðþ 

ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïîòîêà ñûïó÷åãî ãðóçà â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ 
÷àñòèö (k = 10–13); 

K2 – íåêîòîðûé áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò óñëîâèé 
èñòå÷åíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà; 

Êè – íåêîòîðûé áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé èíåðöèþ 
íà ïîâîðîòå, îïðåäåëÿåìûé èç ýêñïåðèìåíòà; 

f – êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà;  

α – óãîë íàêëîíà çàñëîíêè, ãðàä.; 
β – óãîë íàêëîíà âûõîäíîãî ñå÷åíèÿ ñûïó÷åãî ãðóçà èç áóíêåðà ñ 

ðåãóëèðóåìîé çàñëîíêîé, ãðàä; 

ϕc – ñðåäíåå çíà÷åíèå óãëà íàêëîíà âåêòîðà ñêîðîñòè âûõîäà ÷àñòèö 

ãðóçà èç áóíêåðà ê ãîðèçîíòàëè, ãðàä.; 
l – äëèíà âûïóñêà; 

∆t – âðåìÿ îòêðûâàíèÿ çàòâîðà; 

ξ – êîýôôèöèåíò ìåñòíûõ ïîòåðü[7]. 

Ïðè ýòîì óãîë β îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå  
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Ñðåäíåå çíà÷åíèå óãëà ϕc ïðèáëèçèòåëüíî ìîæíî îïðåäåëèòü ïî 

ôîðìóëå: 
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ñ

 (4) 

Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ïîëó÷åííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè 
íåîáõîäèìî ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè 
ôàêòè÷åñêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè çàãðóçêè íàêëîííîãî (ñêèïîâîãî) 
êîíâåéåðà øèõòîâûìè ìàòåðèàëàìè äåéñòâóþùåé ñèñòåìû øèõòîïîäà÷è 
äîìåííîé ïå÷è.  

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ ñåêóíäíûõ îáúåìîâ, 
ïîçâîëÿþùèõ óñòàíîâèòü õàðàêòåð è âåëè÷èíó íåðàâíîìåðíîñòè çàãðóçêè 
êîíâåéåðà êîêñîì, àãëîìåðàòîì è îêàòûøàìè â åäèíèöó âðåìåíè. 

Ñåêóíäíûé îáúåì ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ñðåäíåé ïëîùàäè 
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ Sì  ìàòåðèàëà, ðàñïîëîæåííîãî íà ëåíòå, è ñêîðîñòè 

äâèæåíèÿ ëåíòû υêí : 
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ãäå   t – òåêóùåå âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ ìàòåðèàëà íà êîíâåéåð; 

St – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t;  
St-1 – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè ( t -1).  
Îòíîñèòåëüíî ôîðìû ñå÷åíèÿ äîçû íà ëåíòå ñóùåñòâóåò ðÿä 

ïðåäïîëîæåíèé, ðàññìîòðåííûõ, íàïðèìåð, â ðàáîòå Í.Ñ.Ïîëÿêîâà è 
È.Ã.Øòîêìàíà [8], íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ìîæíî âûðàçèòü ïëîùàäü St 
÷åðåç øèðèíó ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìàòåðèàëà. Òàê, Ê.Øòóììåëåí 
ïðåäëîæèë ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòåðèàë ðàñïîëîæåí íà ëåíòå ñëîåì, 
îãðàíè÷åííûì ñâåðõó äóãîé îêðóæíîñòè, êàñàòåëüíûå êîòîðîé ÀÂ :è ÑÂ â 
òî÷êàõ À è Ñ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëåíòîé íàêëîíåíû ê ãîðèçîíòàëè ïîä óãëîì 

åñòåñòâåííîãî îòêîñà ρ0 (ðèñ. 1). Îãðàíè÷åíèå ìàòåðèàëà ñíèçó 

îñóùåñòâëÿåòñÿ ëåíòîé êîíâåéåðà, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 
÷àñòüþ îêðóæíîñòè. Ïðîâåðêà ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ, âûïîëíåííàÿ ïî 
ôîðìóëå 
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ãäå Ζê – äëèíà äóãè, îáðàçîâàííîé â ñå÷åíèè ëåíòîé êîíâåéåðà; 

lê, hê – ñîîòâåòñòâåííî øèðèíà è âûñîòà ñåãìåíòà, îáðàçîâàííîãî 
ëåíòîé êîíâåéåðà ïîêàçàëà, ÷òî äîïóùåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, òàê êàê 

îòêëîíåíèå Ζê îò äåéñòâèòåëüíîé ìåíåå 0,5 %. Òîãäà ðàäèóñ ýòîé ÷àñòè 
îêðóæíîñòè îïðåäåëèòñÿ ïî ôîðìóëå: 
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Òåêóùåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû hö.â. (ðèñ. 1) ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ: 
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 (8) 
ãäå l0 – òåêóùåå çíà÷åíèå øèðèíû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìàòåðèàëà. 

Íà îñíîâàíèè ðàáîòû [8], âåëè÷èíà hö.í. áóäåò ðàâíà: 
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ãäå Íö - òåêóùåå çíà÷åíèå âûñîòû ñëîÿ ìàòåðèàëà. 
Ðåøàÿ ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ (5)-(7), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì: 
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Âåëè÷èíà ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî  ñå÷åíèÿ ìàòåðèàëà ìîæåò áûòü 

ðàññìîòðåíà â âèäå ñóììû: 

 нвt SSS += , (12) 

ãäå вS  – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìàòåðèàëà, îãðàíè÷åííàÿ ïðÿìîé 
ÀÑ è ñíèçó êðèâîé ÀÎÑ; 

нS  – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìàòåðèàëà, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó 
ëîìàííîé ÀÄ FRC è ñíèçó ïðÿìîé ÀÑ. 

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëèíà AOC ðàâíà: 
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×èñëåííîå çíà÷åíèå ïëîùàäè вS  îïðåäåëèòñÿ èç âûðàæåíèÿ: 
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Ðèñóíîê – 1. Ôîðìà ñå÷åíèÿ ìàòåðèàëà íà êîíâåéåðå 

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé, ñ íåêîòîðûì çàïàñîì â ñòîðîíó 
óìåíüøåíèÿ âîçìîæíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîíâåéåðà, ìîæíî çàìåíèòü 

AFC ëîìàííîé ëèíèåé  ADFRC. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà нS  
îïðåäåëèòñÿ èç âûðàæåíèÿ: 
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 (15) 
lë, lï – ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèå îò îñè ëåâîãî è ïðàâîãî äàò÷èêà äî 

îñè öåíòðàëüíîãî; 
hë, hï – cîîòâåòñòâåííî òåêóùåå çíà÷åíèå âûñîòû ñëîÿ ìàòåðèàëà îò 

ïðÿìîé ÀÑ äî òî÷êè D è R. 
×èñëåííîå çíà÷åíèå hë áóäåò ðàâíî: 

 
[ ]ллццнцл НLLНhh −−−−= )(.. , (16) 

Lö, Lë – ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèå ïî âåðòèêàëè îò ìåñòà êðåïëåíèÿ 
öåíòðàëüíîãî è ëåâîãî äàò÷èêà äî ëåíòû êîíâåéåðà; 

лН  – âûñîòà ñå÷åíèÿ ìàòåðèàëà â òî÷êå åãî ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ ëåâûì 
äàò÷èêîì. 

Âåëè÷èíà hï îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî hë. 
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàäèóñ îêðóæíîñòè, äóãà êîòîðîé îãðàíè÷èâàåò 

ìàòåðèàë ñâåðõó, îïðåäåëèòñÿ èç âûðàæåíèÿ[8]: 
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Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëèíà AFC ðàâíà: 
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×èñëåííîå çíà÷åíèå ïëîùàäè нS  ñîñòàâèò: 
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàñ÷åò ñåêóíäíûõ îáúåìîâ äî ìîìåíòà 

êàñàíèÿ ìàòåðèàëîì áîêîâûõ äàò÷èêîâ è â äàëüíåéøåì ïðè óñòàíîâêå â 
âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå îäíîãî èç íèõ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè 
ïîêàçàíèé ïåðåìåùåíèÿ öåíòðàëüíîãî äàò÷èêà. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîèçâîäèòåëüíîñòè çàãðóçêè êîíâåéåðà 
àãëîìåðàòîì ïîäòâåðäèëè, ÷òî ðàñ÷åòû ñåêóíäíûõ îáúåìîâ ñ 
èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ (15) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûìè. Òàê, 
íàïðèìåð, ïðè äîçå àãëîìåðàòà â 22 ì3 îøèáêà â âû÷èñëåíèÿõ ñîñòàâèëà 

ìåíåå 1,5%. Ïðè îïðåäåëåíèè ñåêóíäíûõ îáúåìîâ, ãäå âåëè÷èíà нS  áûëà 
âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå (19), îøèáêà ñîñòàâèëà 5,5%. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ 
ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè çàãðóçêè êîíâåéåðà 
øèõòîâûìè ìàòåðèàëàìè, ñåêóíäíûå îáúåìû îïðåäåëÿëèñü íà îñíîâàíèè 
ïîêàçàíèé òðåõ  äàò÷èêîâ ãåîìåòðèè äîçû. 

Ïðè ýòîì, óãîë åñòåñòâåííîãî îòêîñà êîêñà è àãëîìåðàòà áûë ïðèíÿò 
ðàâíûì 430, à îêàòûøåé – 340. Ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè 
çàãðóçêè êîíâåéåðà äëÿ îäíîãî âèäà ìàòåðèàëà (àãëîìåðàòà) ïðåäñòàâëåíû â 
òàáëèöå 1. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íîñèò íîðìàëüíûé 
õàðàêòåð. Ñîîòâåòñòâèå ýìïèðè÷åñêèõ è òåîðåòè÷åñêèõ ÷àñòîò áûëî 
ïðîâåðåíî ïî êðèòåðèþ Ïèðñîíà. 

Òàáëèöà 1 

Ñåêóíäíûé îáúåì 
(ì3/ñåê) 

Îòêëîíåíèå 
ñåêóíäíîãî îáúåìà 

(ì3/ñåê) 

Öåíòðàëüíàÿ 
÷àñòü(ì3/ñåê) 

Ì
àò
åð
è
àë

 

Â
ð
åì

ÿ
 t
(ñ
åê
) 

Ãîëîâíàÿ 
÷àñòü 
M{Vã} 

Õâîñòîâ. 
÷àñòü 
M{Vê} 

Ãîëîâíàÿ 
÷àñòü 
σ{Vã} 

Õâîñòîâ. 
÷àñòü 
σ{Vê} 

M{Vö} σ{Vö} 

À
ãë
îì

åð
àò
 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

0,06 
0,08 
0,13 
0,19 
0,25 
0,32 
0,39 
0,45 
0,51 
0,58 

0,65 
0,55 
0,42 
0,29 
0,19 
0,13 
0,09 
0,07 
0,06 
0,06 

0,004 
0,014 
0,029 
0,042 
0,049 
0,050 
0,054 
0,067 
0,074 
0,106 

0,093 
0,098 
0,092 
0,072 
0,048 
0,030 
0,020 
0,011 
0,005 
0,002 

0,66 0,070 
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Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå 
ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè 
çàâèñèìîñòè ðàñõîäà ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà îò óãëà îòêðûòèÿ çàñëîíêè 
ñîâïàäàþò ñ äàííûìè ôàêòè÷åñêèõ èçìåðåíèé ñ îòêëîíåíèåì îò 
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ïðåäåëàõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ 
(ðèñ.2–4).  

 
1 –ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàñõîäà àãëîìåðàòà Ì[Q]; 
2 – Ì[Q]+σ[Q]; 3 – Ì[Q]-σ[Q]; 4 – ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ 

Ðèñóíîê – 2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàñõîäà àãëîìåðàòà îò óãëà îòêðûòèÿ çàñëîíêè 
â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ, ðàçìåðîâ ÷àñòèö è ñâîéñòâ 
âûãðóæàåìîãî ñûïó÷åãî ãðóçà, äëèíû âûïóñêà è ñêîðîñòè îòêðûòèè çàòâîðà 

 

 
1 –ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàñõîäà îêàòûøåé Ì[Q]; 
2 – Ì[Q]+σ[Q]; 3 – Ì[Q]-σ[Q]; 4 – ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ 

Ðèñóíîê – 3. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàñõîäà îêàòûøåé îò óãëà îòêðûòèÿ çàñëîíêè â 
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ, ðàçìåðîâ ÷àñòèö è ñâîéñòâ  
âûãðóæàåìîãî ñûïó÷åãî ãðóçà, äëèíû âûïóñêà è ñêîðîñòè îòêðûòèè çàòâîðà 
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1 – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàñõîäà êîêñà Ì[Q]; 

2 – Ì[Q]+σ[Q]; 3 – Ì[Q]-σ[Q]; 4 – ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ 
Ðèñóíîê – 4. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàñõîäà êîêñà îò óãëà îòêðûòèÿ çàñëîíêè â 
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ, ðàçìåðîâ ÷àñòèö è ñâîéñòâ  
âûãðóæàåìîãî ñûïó÷åãî ãðóçà, äëèíû âûïóñêà è ñêîðîñòè îòêðûòèè çàòâîðà 

Âûâîäû 

Àíàëèç îáøèðíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ãåîìåòðè÷åñêèõ 
ïàðàìåòðîâ äîçû, òðàíñïîðòèðóåìîé íàêëîííûì êîíâåéåðîì, ïîçâîëèë 
óñòàíîâèòü, ÷òî êîíöåâûå ÷àñòè äîçû íà êîíâåéåðå ñîñòàâëÿþò îò îáùåé åå 
äëèíû: äëÿ êîêñà – áîëåå 55%, äëÿ àãëîìåðàòà è îêàòûøåé – áîëåå 46%. 
Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçàöèÿ ïîäà÷è øèõòîâûõ ìàòåðèàëîâ íà ñáîðíûé 
êîíâåéåð, ñîâìåùåíèåì öèêëà ðàçãðóçêè êàíàëîâ äàåò âîçìîæíîñòü 
óâåëè÷èòü îáúåì äîç øèõòîâûõ ìàòåðèàëîâ, ïîäàâàåìûõ â ïå÷ü çà âðåìÿ 
îäíîé ïîäà÷è.  

Ñ öåëüþ îïòèìàëüíîãî ôîðìèðîâàíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ïîðöèè 
øèõòû íà äîìåííîì êîíâåéåðå, ïîëó÷åíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
çàâèñèìîñòè ðàñõîäà ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà îò óãëà îòêðûòèÿ çàñëîíêè â 
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ, ðàçìåðîâ ÷àñòèö, ñâîéñòâ 
âûãðóæàåìîãî ñûïó÷åãî ãðóçà, äëèíû âûïóñêà è ñêîðîñòè îòêðûòèè 
çàòâîðà. 

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè 
äàííûìè ôàêòè÷åñêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè çàãðóçêè íàêëîííîãî 
(ñêèïîâîãî) êîíâåéåðà øèõòîâûìè ìàòåðèàëàìè äåéñòâóþùåé ñèñòåìû 
øèõòîïîäà÷è äîìåííîé ïå÷è, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé 
ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ñåêóíäíûõ îáúåìîâ, ïîêàçàë, ÷òî ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ 
ñîâïàäàþò ñ äàííûìè ôàêòè÷åñêèõ èçìåðåíèé ñ îòêëîíåíèåì îò 
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ïðåäåëàõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ. 
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ Î×ÀÃÀ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ È  
ÊÀËÈÁÐÎÂÊÀ ÎÏÐÀÂÊÈ ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÒÀÍÀ 

Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè òðóá íà 
àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå. Ñôîðìèðîâàíî îñåâîå ñîïðîòèâëåíèå îïðàâêè ïîòîêó 
ïðîêàòûâàåìîãî ìåòàëëà. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà êàëèáðîâêè îïðàâêè 
àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà ðàöèîíàëüíîé ôîðìû. Ïðîâåäåíî îïûòíî-ïðîìûøëåííîå 
èñïûòàíèå ïàðòèè îïðàâîê ðàöèîíàëüíîé êàëèáðîâêè íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå. 
Ïîêàçàíî âëèÿíèå êàëèáðîâîê îïðàâîê ñòàíà íà ïîïåðå÷íóþ ðàçíîñòåííîñòü 
÷åðíîâûõ è ãîòîâûõ áóðèëüíûõ òðóá, ïðîèçâîäèìûõ íà òðóáîïðîêàòíîì 
àãðåãàòå. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÎÏÐÀÂÊÀ, ÃÈËÜÇÀ ÑÒÀÍ, ÒÐÓÁÀ, Î×ÀÃ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ, 
ÊÀËÈÁÐÎÂÊÀ, ÎÑÅÂÎÅ ÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈÅ, ÐÀÇÍÎÑÒÅÍÍÎÑÒÜ, 
ÄÈÍÀÌÈÊÀ, ÌÅÒÀËË. 

 

Ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïðîöåñó ïîçäîâæíüî¿ ïðîêàòêè òðóá íà 
àâòîìàòè÷íîìó ñòàí³. Ñôîðìîâàíî îñüîâèé îï³ð îïðàâëåííÿ ïîòîêó ìåòàëó, ùî 
ïðîêî÷óºòüñÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó êàë³áðóâàííÿ îïðàâëåííÿ àâòîìàòè÷íîãî 
ñòàíà ðàö³îíàëüíî¿ ôîðìè. Ïðîâåäåíî äîñë³äíî-ïðîìèñëîâå âèïðîáóâàííÿ ïàðò³¿ 
îïðàâëåíü ðàö³îíàëüíîãî êàë³áðóâàííÿ íà àâòîìàòè÷íîìó ñòàí³. Ïîêàçàíî âïëèâ 
êàë³áðóâàíü îïðàâëåíü ñòàíà íà ïîïåðå÷íó ð³çíîñò³íí³ñòü ÷îðíîâèõ ³ ãîòîâèõ 
áóðèëüíèõ òðóá, âèðîáëåíèõ íà òðóáîïðîêàòíîìó àãðåãàò³. 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÎÏÐÀÂËÅÍÍß, Ã²ËÜÇÀ ÑÒÀÍ, ÒÐÓÁÀ, ÂÎÃÍÈÙÅ 
ÄÅÔÎÐÌÀÖ²¯, ÊÀË²ÁÐÓÂÀÍÍß, ÎÑÜÎÂÈÉ ÎÏ²Ð, Ð²ÇÍÎÑÒ²ÍÍ²ÑÒÜ, 
ÄÈÍÀÌ²ÊÀ, ÌÅÒÀË. 

 

The mathematical model of process of the longitudinal rolling of pipes is worked out on 
an automatic figure. Axial resistance of mounting to the stream of the rolled metal is 
formed. Methodology of calibration of mounting of automatic figure of rational form 
offers. It is conducted industrial test of party of mounting of rational calibration on 
an automatic figure. Influence of calibrations of mounting of figure is shown on 
transversal ðàçíîñòåííîñòü of draft and ready boring pipes producible on a 
aggregate. 

Keywords: MOUNTING, A SHELL IS A FIGURE, PIPE, HEARTH OF 
DEFORMATION, CALIBRATION, AXIAL RESISTANCE, ÐÀÇÍÎÑÒÅÍÍÎÑÒÜ, 
DYNAMICS, METAL. 

Òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà áåñøîâíûõ òðóá íà 
òðóáîïðîêàòíîì àãðåãàòå (ÒÏÀ) ñî ñòàíàìè ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè 
ïðåäóñìàòðèâàåò ïîýòàïíîå ôîðìèðîâàíèå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðîøèòûõ 
ãèëüç ïî äèàìåòðó è òîëùèíå ñòåíêè ïîñëå íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå. 
Ïðîìûøëåííîå îñâîåíèå ïðîèçâîäñòâà âûñîêîêà÷åñòâåííûõ áóðèëüíûõ 
òðóá íà ÒÏÀ ñ àâòîìàòè÷åñêèìè ñòàíàìè, îáëàäàþùèìè ïîâûøåííûìè 
ýêñïëóàòàöèîííûìè ñâîéñòâàìè è óìåíüøåííîé ìàòåðèàëîåìêîñòüþ 
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå àêòóàëüíûì. Êà÷åñòâî áóðèëüíûõ òðóá – òî÷íîñòü èõ 
ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ, ÷èñòîòà íàðóæíîé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè, 
ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà áóðèëüíûõ òðóá ñòðîãî ðåãëàìåíòèðóåòñÿ 
ñòàíäàðòàìè èëè òåõíè÷åñêèìè óñëîâèÿìè [1].  
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Äåôîðìàöèÿ ãèëüç ïîñëå ïðîøèâíîãî ñòàíà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà 
àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå â êàëèáðîâàííûõ âàëêàõ è íà êîðîòêîé îïðàâêå, ÷òî 
ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ ðàçíîñòåííîñòè ÷åðíîâûõ òðóá. 
Õàðàêòåðíî, ÷òî ïðè ïðîäîëüíîé ðàñêàòêå ãèëüç íà ñòàíå íàèáîëåå ÿðêî 
ïðîÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íàÿ ðàçíîñòåííîñòü (ñèììåòðè÷íàÿ ðàçíîñòåííîñòü) 
ãèëüç, îáóñëîâëåííàÿ ðÿäîì ôàêòîðîâ: íåñîîòâåòñòâèåì êàëèáðîâêè 
òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòðóìåíòà (îïðàâêè è âàëêîâ) ðàçìåðó ïðîêàòûâàåìûõ 
òðóá; ïåðåêîñîì îïðàâêè â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ïðîêàòêè; 
èçìåíåíèåì çàçîðà ìåæäó âàëêàìè è îïðàâêîé âñëåäñòâèå óïðóãîé 
äåôîðìàöèè ýëåìåíòîâ êëåòè; ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ ìåõàíèçìà 
óäåðæàíèÿ îïðàâêè. Ýòî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèÿì íà êîíòóðå òðóáû 
ó÷àñòêîâ, íå îáæèìàåìûõ êðóãëûìè ÷àñòÿìè êàëèáðà. Ïðè ïðîêàòêå ãèëüç, 
íàïðèìåð íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå ÒÏÀ 250, ðàçíîñòåííîñòü ÷åðíîâûõ òðóá 
ðåçêî âîçðàñòàåò. Åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàçíîñòåííîñòè ãèëüçû ïîñëå 
ïðîøèâíîãî ñòàíà ëåæèò â ïðåäåëàõ 16–20 %, òî ïîñëå ïåðâîãî ïðîõîäà îíî 
ïîâûøàåòñÿ äî 50–55 %. Ïîñëå âòîðîãî ïðîõîäà ðàçíîñòåííîñòü 
òðóá íåñêîëüêî ñíèæàåòñÿ è äëÿ îñíîâíîãî êîëè÷åñòâà òðóá îíà 
ñîñòàâëÿåò 20–22 %. 

Ïðîêàòêà áóðèëüíûõ òðóá íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå îòå÷åñòâåííûõ 
ÒÏÀ îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê íà êîíè÷åñêèõ, òàê è íà ñôåðè÷åñêèõ îïðàâêàõ. 
Ïðåèìóùåñòâåííîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè êîíè÷åñêèå îïðàâêè. Îäíàêî 
â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèìåíÿþò ñôåðè÷åñêèå îïðàâêè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî 
íàëè÷èå ñôåðè÷åñêîé îïðàâêè â î÷àãå äåôîðìàöèè ñòàíà íàñòîëüêî 
çàòðóäíÿåò çàõâàò ãèëüçû âàëêàìè, ÷òî äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ 
îáæàòèÿõ òðåáóåòñÿ ïðèíóäèòåëüíàÿ ïîäà÷à ãèëüçû â âàëêè ïðè ïîìîùè 
ïíåâìàòè÷åñêîãî âòàëêèâàòåëÿ.  

Ïî ìåòîäèêå êàëèáðîâêè îïðàâêè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà [1] äëèíà åå 
ðàáî÷åé ÷àñòè íàõîäèòñÿ èñõîäÿ èç ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû îáæàòèÿ 
ñòåíêè ãèëüçû, à ïðîòÿæåííîñòü ðàáî÷åãî êîíóñà îïðàâêè ñîñòàâëÿåò  
0,3–0,9 åå äèàìåòðà. Ïðè ýòîì äëÿ îáëåã÷åíèÿ âõîäà îïðàâêè â ãèëüçó 
òîðåö åå îêðóãëÿåòñÿ ðàäèóñîì, âåëè÷èíà êîòîðîãî âîçðàñòàåò ñ 
óâåëè÷åíèåì äèàìåòðà îïðàâêè. 

Êàëèáðîâàííàÿ êîíè÷åñêàÿ îïðàâêà ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ ÷àñòåé: 
öèëèíäðè÷åñêîãî ïîÿñêà è êîíè÷åñêîãî ðàáî÷åãî ó÷àñòêà. Îñîáî ñëåäóåò 
ïîä÷åðêíóòü òîò ôàêò, ÷òî ïðè ïðîêàòêå ãèëüç íà êîðîòêîé îïðàâêå â 
êðóãëîì êàëèáðå ñ âûïóñêàìè èç-çà íåðàâíîìåðíîñòè äåôîðìàöèè â 
âåðøèíå è ó ðàçúåìà êàëèáðà ÷åðíîâàÿ òðóáà èìååò çíà÷èòåëüíóþ 
ïîïåðå÷íóþ ðàçíîñòåííîñòü. Äàííàÿ ðàçíîñòåííîñòü, êàê ïðàâèëî, 
ñèììåòðè÷íà è ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëåííîå óòîëùåíèå 
ñòåíêè ãèëüçû â ìåñòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçúåìàì êàëèáðîâ 
ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïåðâîì è âòîðîì ïðîõîäàõ.  

Îïûò ýêñïëóàòàöèè áîëüøèíñòâà àâòîìàòè÷åñêèõ ñòàíîâ 
îòå÷åñòâåííûõ ÒÏÀ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè íåòî÷íîé óñòàíîâêå îïðàâêè 
(ïîÿñîê îïðàâêè ñìåùåí îò öåíòðà âàëêîâ âïåðåä èëè íàçàä), à òàêæå èç-çà 
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ïîâûøåííîé òîëùèíû ñòåíêè èñõîäíîé ãèëüçû íà ñòàíå â íåêîòîðûõ 
ñëó÷àÿõ íàáëþäàåòñÿ îòñóòñòâèå çàõâàòà ãèëüçû âàëêàìè. Âî èçáåæàíèå 
ýòîãî íåîáõîäèìî: óñòàíîâèòü ïðàâèëüíî îïðàâêó â î÷àãå äåôîðìàöèè; 
óìåíüøèòü òîëùèíó ñòåíêè ãèëüçû; óâåëè÷èòü äèàìåòð ïðîêàòûâàåìîé 
ãèëüçû äî ðàçìåðîâ øèðèíû êàëèáðà âàëêîâ. ×òîáû íå äîïóñòèòü 
îáðàçîâàíèÿ ýòèõ äåôåêòîâ, íåîáõîäèìî òùàòåëüíî ñëåäèòü çà íàñòðîéêîé 
àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà, êàëèáðîâêîé îïðàâîê è âàëêîâ è ñîñòîÿíèåì èõ 
ðàáî÷èõ ïîâåðõíîñòåé, àêòèâíî èñïîëüçîâàòü ñìàçêó (ïîâàðåííóþ ñîëü) 
ïåðåä êàæäûì ïðîõîäîì è ò.ä. 

Îñíîâíîå îáæàòèå ñòåíêè ãèëüçû ïðîèñõîäèò ìåæäó âàëêàìè è 
ðàáî÷åé ÷àñòüþ îïðàâêè. Íà âûïóñêàþùåì ó÷àñòêå îïðàâêè ñòåíêà ãèëüçû 
ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ, à åå îáæàòèå çàêàí÷èâàåòñÿ íà ó÷àñòêå ïåðåõîäà 
îò êîíè÷åñêîé ÷àñòè îïðàâêè ê öèëèíäðè÷åñêîìó ïîÿñêó.  

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ÷åðíîâûõ òðóá ïðè ðàñêàòêå 
ãèëüç íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå 
âûòÿæåê ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîõîäàì, ïðåäóñìàòðèâàþùåå ñíèæåíèå 
îáæàòèÿ âî âòîðîì ïðîõîäå è ïðèìåíåíèå áîëåå òåñíûõ êàëèáðîâ ñ 
îâàëüíîñòüþ 1,04–1,05, à òàêæå êîíè÷åñêèõ îïðàâîê ñ óâåëè÷åííûì óãëîì 
êîíóñíîñòè.  

Îñåâîìó ïåðåìåùåíèþ ìåòàëëà â î÷àãå äåôîðìàöèè îïðàâêà îêàçûâàåò 
îïðåäåëåííîå ñîïðîòèâëåíèå, âêëþ÷àþùåå ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå îïðàâêè 
è ñîïðîòèâëåíèå, âûçûâàåìîå ñèëàìè òðåíèÿ. Âñëåäñòâèå íåñîâåðøåíñòâà 
îáðàçóþùåé ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè, îïðàâêà â õîäå âûñîêîñêîðîñòíîãî 
ïðîöåññà ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè òðóá áîëüøå âñåãî ïîäâåðãàåòñÿ 
èíòåíñèâíîìó èçíîñó ñî ñòîðîíû îáòåêàþùåãî ïîòîêà ãîðÿ÷åãî ìåòàëëà. Ýòî 
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ îñåâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îïðàâêè â 
î÷àãå äåôîðìàöèè è ê íàðóøåíèþ óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ 
ìåõàíèçìà åå óäåðæàíèÿ íà îñè ïðîêàòêè. Ñîïðîòèâëåíèå ïåðåìåùåíèþ 
ìåòàëëà â î÷àãå äåôîðìàöèè ñ óìåíüøåíèåì óãëà êîíóñíîñòè îïðàâêè 
ïîâûøàåòñÿ âñëåäñòâèå óäëèíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ ìåòàëëà ñ 
îïðàâêîé. Ìèíèìàëüíîå ñóììàðíîå ñîïðîòèâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó 
óãëó êîíóñíîñòè, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî ëîáîâîãî 
ñîïðîòèâëåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ îò ñèë òðåíèÿ. Íàïðèìåð, â óñëîâèÿõ 
ýêñïëóàòàöèè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà ÒÏÀ 250 íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû 
ïîëó÷åíû ïðè íàëè÷èè ñìàçêè (ïîâàðåííàÿ ñîëü) è èñïîëüçîâàíèè îïðàâîê 
ñ óãëîì êîíóñíîñòè 10–12°. 

Îòìåòèì, ÷òî ÷åðåç îïðåäåëåííîå âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè ïðîèñõîäèò 
àäàïòàöèÿ îïðàâêè ïðîöåññó ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè è îáðàçóþùàÿ åå 
ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè ïðèîáðåòàåò ðåàëüíóþ ôîðìó, êîòîðàÿ, ïî êàðòèíå 
èçíîñà, èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. 

Ñ öåëüþ ðàçðàáîòêè ìåòîäèêè ïðîåêòèðîâàíèÿ (êàëèáðîâêè) 
òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòðóìåíòà, îòðàáîòêè è ðåàëèçàöèè óñòîé÷èâûõ 
ðåæèìîâ ïðîêàòêè òðóá íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå, ñôîðìèðóåì ôóíêöèîíàë 
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îñåâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îïðàâêè íà áàçå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè 
ïðîöåññà òå÷åíèÿ ìåòàëëà â î÷àãå äåôîðìàöèè.  

Î÷àã äåôîðìàöèè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà, ñ íåêîòîðûìè äîïóùåíèÿìè, 
ïðåäñòàâëÿåì â âèäå óñëîâíî – êðóãëîãî êàëèáðà, îáðàçîâàííûé âàëêàìè è 
îïðàâêîé. Ïðèíèìàåì îïðåäåëåííîå äîïóùåíèå, ÷òî êàëèáð 
àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà, â äàëüíåéøåì, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îñåñèììåòðè÷íûì. 
Òîãäà, ïîòîê ïðîêàòûâàåìîãî ìåòàëëà â î÷àãå äåôîðìàöèè, â ðàìêàõ 
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â âèäå «âÿçêîé» 
íåñæèìàåìîé ðàáî÷åé ñðåäû (ðèñ. 1).  

 
Ðèñóíîê – 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà î÷àãà äåôîðìàöèè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà: 

1 – ãèëüçà; 2 – îïðàâêà; 3 – ñòåðæåíü îïðàâêè; 4 – ðàáî÷èé âàëîê 

Ñëåäóÿ îãîâîðåííûì óñëîâèÿì, â äàëüíåéøåì â ðàìêàõ äèíàìè÷åñêîé 
ìîäåëè î÷àãà äåôîðìàöèè âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà 
[2, 3, 4]. Âûáèðàåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è ïîñëå 
îòáðàñûâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ äàííûå óðàâíåíèÿ çàïèøåì â âèäå  

 

µ

µ

∂  
= ∇ −  ∂  


∂ = ∇ ∂

2

2

2

, (1)

, (2)

Vp rVrr r

p
Vxx

 

ãäå ( ) ( ) ( ) ( )∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

2 2
2

2 2

1

r r r x
 – îáîáùåííûé îïåðàòîð Ëàïëàñà; µ – 

êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè ìåòàëëà (ðàáî÷åé ñðåäû). 
Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò «âÿçêîñòè» ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî 

ìåòîäèêàì [4, 5] èñõîäÿ èç çàâèñèìîñòè ñîïðîòèâëåíèÿ äåôîðìàöèè îò 
ñêîðîñòè è óñëîâèé äåôîðìàöèè ìåòàëëà.  

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà çîíû òå÷åíèÿ ìåòàëëà (çîíû äåôîðìàöèè) 
ìåæäó îïðàâêîé è ðàáî÷èìè âàëêàìè áîëüøå åå «øèðèíû» (î÷àã 

äåôîðìàöèè «óçêèé» l> à) è ïðè ýòîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äîïóùåíèÿ 

îá îñåñèììåòðè÷íîñòè ïðîöåññà, ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó ðàíåå ïðèâåäåííûé 

P′

ω

ω

x

P
V

F2a

2в τ ′

τ

0α

α

x
l

r

R

R∗

U

0
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àíàëèç. Òîãäà, ïîëîæèâ çà îñíîâó ( )= ,V U x rx , ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ 

äîïóùåíèé è ïðåîáðàçîâàíèé, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (1) è (2) äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ìåòàëëà â î÷àãå äåôîðìàöèè çàïèøåì â 
âèäå  

 µ
 ∂

= + ∂ 

2

2

1dp U dU

dx r r dr
 (3) 

ãäå ( ),U x r  – ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ìåòàëëà â î÷àãå äåôîðìàöèè âäîëü îñè 

ïðîêàòêè 
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) 

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé 
äèíàìè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ýíåðãîñèëîâûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ïðîäîëüíîé 
ïðîêàòêå ãèëüç íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå. Ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ ñèñòåìû 
óðàâíåíèé (3) è íåêîòîðûõ óïðîùåíèé, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì 
ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå  

 
∂ ∂

= +
∂∂

2 1
,

d p U U

dx r rr
 (4) 

ãäå 
µ

= = = =; ; ;
x r U pa

x r U p
a a V V

 – áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è; 

a  – ðàäèóñ ãèëüçû. 
Èç ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) íàõîäèì ñêîðîñòü 

äâèæåíèÿ ïîòîêà ìåòàëëà â î÷àãå äåôîðìàöèè [3] 

 ( ) ( )= + + ℓ
2

1 2

1
( , )

4

d p
U x r r C x C x nr

dx
. (5) 

Òîãäà, ïàðàìåòðû èíòåãðèðîâàíèÿ ( )1C x  è ( )2C x  îïðåäåëÿåì èç 

óðàâíåíèÿ (5), èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è, îïèðàÿñü íà áàçîâûå 
óñëîâèÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ ïðîöåññà ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè ãèëüç â î÷àãå 
äåôîðìàöèè ñòàíà è âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîêàòûâàåìîãî ìåòàëëà ñ 
òåõíîëîãè÷åñêèìè èíñòðóìåíòàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ çîíàõ èõ êîíòàêòà.  

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êèíåìàòèêó î÷àãà äåôîðìàöèè, èç óñëîâèÿ 
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòàëëà ñ îáðàçóþùåé îïðàâêè è ïî êàòàþùåìó ðàäèóñó 
âðàùàþùèõñÿ âàëêîâ, ôîðìèðóåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ çàäà÷è â áåçðàçìåðíîì âèäå 

 ω 
 
 
 
 

 = + 
 = + − −

2

2

1

21 1 1
U R

xr R
R

 è 
( )

=
=

0,*U
r R x

 (6) 

ãäå =
R

R
a
 – áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ âàëêà  

Ïîñëå ïîäñòàíîâîê ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6) â óðàâíåíèå (5) è 

íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì ïàðàìåòðû èíòåãðèðîâàíèÿ ( )1C x  è 

( )2C x  â âèäå 
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 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
ω  + ∆ − ∆ − ∆ ∆ 

=
− ∆ ∆

ℓ ℓ

ℓ ℓ

3 3

1

1
1/ 2 * * * *

4 ;
* *

d p
R R x nR x R x R x n

dxC x
R x nR x n

 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
ω  + ∆ − ∆ − 

=
∆ ∆ −ℓ ℓ

3 3

2

1
1/ 2 *

4 ,
* *

d p
R R x

dxC x
n R x nR x

 (7) 

ãäå ( ) ( )ω
ω = =

*
; *

R xa
R x

V a
 – áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ 

(óãëîâàÿ ñêîðîñòü âàëêà è ðàäèóñ îáðàçóþùåé îïðàâêè â êàëèáðå); 

 
 
 
 

∆ = + − −
2

2
1 1 1

xR
R

 – ïàðàìåòð î÷àãà äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé 

óñëîâíîìó êàòàþùåìó ðàäèóñó â ðàññìàòðèâàåìîì ñå÷åíèè õ î÷àãà 
äåôîðìàöèè. 

Ïðè òå÷åíèè ïîòîêà ìåòàëëà â îñåñèììåòðè÷íîì êàëèáðå î÷àãà 
äåôîðìàöèè óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, ñ ó÷åòîì ðàñïîëîæåíèÿ îïðàâêè è 
ïàðàìåòðîâ ôîðìèðîâàíèÿ òðóáû (ãèëüç ñ çàäàííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè 
ðàçìåðàìè), çàïèñûâàåì â ôîðìå çàêîíà ïîñòîÿíñòâà ìãíîâåííûõ ðàñõîäîâ. 
Äàííîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåì â áåçðàçìåðíîé ôîðìå  

 
( )

∆
= −∫

2
2 1

*
U r dr b

R x
. (8) 

ãäå =
b

b
a
; b  – ðàäèóñ öèëèíäðè÷åñêîãî ïîÿñêà îïðàâêè. 

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (5) â (8) è èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðû 

èíòåãðèðîâàíèÿ ( )1C x  è ( )2C x  èç óðàâíåíèé (7) â ðàìêàõ äèíàìè÷åñêîé 

ìîäåëè ïðîöåññà ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè òðóá, íàõîäèì ãðàäèåíò äàâëåíèÿ â 
î÷àãå äåôîðìàöèè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà â áåçðàçìåðíîé ôîðìå 

 
( )
( )

= 1

2

,
f

f

xdp
dx x

 (9) 

ãäå  

   
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ω +
= − −

∆ ∆ −

  ∆ − + ∆ ∆ − − −   

ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ

2

1

22

0,5
1

* *

* * * 0,5 0,5 ;

R
f x b

n R x nR x

R x nR x R x n R nR

 (10) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

   ∆ ∆ − ∆ ∆ −∆ −    = − +
∆ ∆ −

 ∆ − ∆ ∆ − − −  +
∆ ∆ −

ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ ℓ

2 24 4

2

23 3 2

2 * * * **

8 4 * *

* 0,5 0,5
.

4 * *

R x nR x R x n R xR x
f x

n R x nR x

R x n R nR

n R x nR x

 (11) 

Èíòåãðèðóÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (9), îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó 
äàâëåíèÿ ìåòàëëà â ðàññìàòðèâàåìîì ñå÷åíèè x  î÷àãà äåôîðìàöèè  

 
( )
( )

= ∫
0 1

2

( )
f x

p x dx
f xx

. (12) 

Èñõîäÿ èç çàêîíà âÿçêèõ òðåíèé (çàêîíà Íüþòîíà) [5], â ðàìêàõ 
äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè î÷àãà äåôîðìàöèè, íàõîäèì êàñàòåëüíûå 
íàïðÿæåíèÿ (ñèëû òðåíèÿ) â ïîòîêå ïðîêàòûâàåìîãî ìåòàëëà. Äëÿ óäîáñòâà 
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ â î÷àãå 
äåôîðìàöèè ïðåäñòàâèì â áåçðàçìåðíîé ôîðìå 

 
τ

τ
µ

∂
= =

∂
( , ) .

a U
x r

V r
  (13) 

Çäåñü 
τ

τ
µ

=
a

V
 – êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñå÷åíèè 

x î÷àãà äåôîðìàöèè â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. 

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (13) è (5) êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå â î÷àãå 
äåôîðìàöèè îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì â âèäå 

 
( ) ( )

( )
( )

τ = + = +
2 1 2

2

1 1
( , )

2 2

C x f x C xd p
x r r r

dx r rf x
. (14) 

Òîãäà, ñ ó÷åòîì ýíåðãîñèëîâûõ ïàðàìåòðîâ î÷àãà äåôîðìàöèè (9) è 
(14), íàõîäèì îñåâîå ñîïðîòèâëåíèå îïðàâêè ïîòîêó ïðîêàòûâàåìîãî 
ìåòàëëà  

 ( ) ( ) ( )π π τ
πµ

= = +∫ ∫
ℓ ℓ

0 0

2 * '* 2 *
2

F
F R x R x pdx R x dx

aV
  (15) 

ãäå α=ℓ sinR  – ðàññìàòðèâàåìàÿ äëèíà çîíû òå÷åíèÿ ïîòîêà ìåòàëëà 

(çîíû äåôîðìàöèè áåç ó÷åòà çîíû ðåäóöèðîâàíèÿ) â êàëèáðå 

àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà. 

Ïîñëå ïîäñòàíîâîê p è τ  â (15) èìååì óñèëèÿ íà îïðàâêó è 

ñòåðæíåâóþ ñèñòåìó ìåõàíèçìà óäåðæàíèÿ îïðàâêè ïðè ðåàëèçàöèè 

òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ïðîêàòêè ãèëüçû íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå  

Äëÿ äîñòîâåðíîñòè òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê è ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè 

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áîëåå ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà ïðèìåðå ðàñ÷åòà 

êàëèáðîâêè îïðàâêèδ = 114à ìì àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà ÒÏÀ 250 

ÎÀÎ «Àçåðáîðó» (Àçåðáàéäæàíñêèé òðóáîïðîêàòíûé çàâîä) íà áàçå  
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ÑÒÏ 14-163-88 [6]. Äëèíó öèëèíäðè÷åñêîãî ïîÿñêà îïðàâêè êîíè÷åñêîé 

ôîðìû íàçíà÷àåì êîíñòðóêòèâíî 20 ìì. Ïðè ýòîì ðàäèóñ ïåðåõîäà îò 

ðàáî÷åé ê öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè îïðàâêè ðàâåí 28 ìì, à äëèíà ðàáî÷åé 

÷àñòè îïðàâêè äîëæíà îáåñïå÷èòü ïåðåêðûòèå çîíû îáæàòèÿ, ïîýòîìó åå 

îïðåäåëÿþò ïî ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíå îáæàòèÿ ñòåíêè (ïðàêòè÷åñêè 

ïðèíèìàåì 90ìì). 

Èñïîëüçóÿ ìåòîä îïòèìèçàöèè [5] èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà 

îñåâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îïðàâêè îáòåêàþùåìó ïîòîêó ìåòàëëà â 

ïðîñòðàíñòâå î÷àãà äåôîðìàöèè (16), ïóòåì ðåàëèçàöèè áàçîâîé 

âàðèàöèîííîé çàäà÷è Ýéëåðà, îïðåäåëÿåì ðàöèîíàëüíóþ ôîðìó 

(êàëèáðîâêó) îáðàçóþùåé ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè îïðàâêè àâòîìàòè÷åñêîãî 

ñòàíà ÒÏÀ 250, à òàêæå íàõîäèì âåëè÷èíû ýíåðãîñèëîâûõ ïàðàìåòðû 

ïðîöåññà ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè òðóá íà ñòàíå (ðèñ. 2) (òàáëèöà 1). 

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìà îáðàçóþùåé 

îïðàâêè (êàëèáðîâêà), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàöèîíàëüíîé êðèâîé, ïðè ïðî÷èõ 

ðàâíûõ óñëîâèÿõ, îáåñïå÷èâàåò îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ 

ìåòàëëà è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî âñåé äëèíå î÷àãà äåôîðìàöèè. Ýòî 

ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ îñåâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îïðàâêè ïîòîêó ìåòàëëà. 

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàë îñåâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îïðàâêè (15) ïóòåì 

ðåàëèçàöèåé ìíîãîôàêòîðíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, äëÿ 

êîíêðåòíûõ ìàðøðóòîâ ïðîêàòêè ãèëüç, âîçìîæíî èçó÷åíèå äèíàìèêè 

ïðîöåññà ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè òðóá. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò, íà 

ñîîòâåòñòâóþùåì ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, ïóòåì 

ìîäåëèðîâàíèÿ, îòðàáàòûâàòü è ðåàëèçîâûâàòü óñòîé÷èâûå ðåæèìû 

òå÷åíèÿ ìåòàëëà â î÷àãå äåôîðìàöèè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà. 

Äàëåå èññëåäóåì âëèÿíèå ðàöèîíàëüíîé êàëèáðîâêè îïðàâîê 

àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà íà ïîïåðå÷íóþ ðàçíîñòåííîñòü ãèëüç è ãîòîâûõ 

áóðèëüíûõ òðóá. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿëèñü ëèòûå îòîææåííûå øëèôîâàííûå 

îïðàâêè äèàìåòðîì 114ìì, ñî÷ëåíÿåìûå ñî ñòðåæíåì ìåõàíèçìà 

óäåðæàíèÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ øïèëåê, èçâåñòíîé è íîâîé 

êàëèáðîâîê. Îïûòíî – ïðîìûøëåííîå îïðîáîâàíèå îïðàâîê ðàöèîíàëüíîé 

êàëèáðîâêè ïðîâîäèëè íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå ÒÏÀ 250. Äëÿ 

ïîëó÷åíèÿ ñðàâíèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ áûë ïðèâåäåí îïûòíûé 

ïðîêàò ïàðòèè ÷åðíîâûõ òðóá 127õ9,17ìì (ñòàëü 32Ã2) â ãîòîâûå òðóáû 

ðàçìåðîì 114õ7,0 ìì.  

Ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ â êàëèáðå ñèììåòðè÷íûõ óñëîâèé äåôîðìàöèè ïî 

ïåðèìåòðó ãèëüçû, áûëà ñêîððåêòèðîâàíà ðàöèîíàëüíàÿ êàëèáðîâêà 

îïðàâêè, ñïîñîáñòâóþùàÿ ñîçäàíèþ êàëèáðà ñ ðàöèîíàëüíûìè âåëè÷èíàìè 

îáæàòèÿ ïî òîëùèíå ñòåíêè äåôîðìèðóåìîé òðóáû. Â ýòîì ñëó÷àå 

õàðàêòåðíàÿ ôîðìà ðó÷üÿ ðàáî÷èõ âàëêîâ àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà, êàê ïî 

âåðøèíå êàëèáðà, òàê è áëèæå ê âûïóñêàì íå èçìåíÿåòñÿ.  
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Òàáëèöà 1 

Ðàñ÷åòíûå âåëè÷èíû ýíåðãîñèëîâûõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà  
ïðîêàòêè ãèëüç (ïàðòèè ÷åðíîâûõ òðóá 127õ9,17ìì, ñòàëü  

32Ã2 â ãîòîâûå òðóáû ðàçìåðîì 114õ7,0 ìì.) è  
ðàçìåðû ðàöèîíàëüíîé îïðàâêè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà ÒÏÀ 250  

äèàìåòðîì 114ìì (ïåðâûé ïðîõîä) 

Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ 

¹ 
ï/ï 

Êîîðäèíàòà 
õ, ìì Íà âàëêå 

τ 9 210 , /à Í ì  
Íà îïðàâêå 
τ 9 210 , /â Í ì  

Äàâëåíèå 
ìåòàëëà â 

î÷àãå 
äåôîðìàöèè, 
⋅ 9 210 , /p Í ì  

Ðàçìåðû 
ðàöèîíàëüíîé 

îïðàâêè, 

( )∗R õ , ìì 

1 20 0,292 0,405 0,736 57,00 
2 30 0,268 0,332 0,621 56,80 
3 40 0,231 0,291 0,533 55,40 
4 50 0,208 0,266 0,461 54,10 
5 60 0,197 0,254 0,395 53,60 
6 70 0,160 0,251 0,334 52,20 
7 80 0,102 0,198 0,217 49,10 
8 90 0,051 0,082 0,095 48,300 

 
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ óñëîâèé òå÷åíèÿ ìåòàëëà â î÷àãå 

äåôîðìàöèè, ãàðàíòèðîâàííîãî çàõâàòà ãèëüç ðàáî÷èìè âàëêàìè è 
ñòàáèëèçàöèè êà÷åñòâà (ðàçíîñòåííîñòè) òðóá ïðàêòè÷åñêèì ïóòåì 
óñòàíîâëåíû ðàöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó øèðèíîé êàëèáðà è åãî 
äèàìåòðîì (âûñîòîé). Óñëîâèÿ ýêñïëóàòàöèè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà ÒÏÀ 
250 ¹1 ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ òîíêîñòåííûõ òðóá îòíîøåíèå øèðèíû 

êàëèáðà Âê ê åãî âûñîòå Äê íåîáõîäèìî ïðèíÿòü ðàâíûì ξ = ÷1,03 1,04 , à 

äëÿ òðóá ñî ñðåäíåé è òîëñòîé ñòåíêîé ξ = ÷1,03 1,04 . Â ðàéîíå 

öèëèíäðè÷åñêîãî ïîÿñêà ñå÷åíèþ îïðàâêè ïðèäàåì ôîðìó îâàëà, êîòîðûé 
ïëàâíî ñîïðÿãàåòñÿ ñ êàëèáðîâàííûì ðàáî÷èì ó÷àñòêîì îïðàâêè. Íà 

îïðàâêå ñ ξ =1,02 áûëà ïðîêàòàíà âûáðàííàÿ ïàðòèÿ òðóá, ïîñëå ÷åãî áûëè 
ïðîâåäåíû çàìåðû óðîâíÿ èõ ðàçíîñòåííîñòè. Îöåíêà âëèÿíèÿ èçâåñòíîé è 
íîâîé êàëèáðîâîê îïðàâîê àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà íà òî÷íîñòü ïðîêàòàííûõ  
òðóá îïðåäåëÿëàñü ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ óðîâíåé ðàçíîñòåííîñòè ãèëüç è 
ãîòîâûõ òðóá [6]. 

  
à)     á) 

à) êàðòèíà èçíîñà îïðàâêè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà äèàì. 114 ìì; 
á) ðàöèîíàëüíàÿ êàëèáðîâêà îïðàâêè 

Ðèñóíîê – 2. Êàðòèíà èçíîñà à) è êàëèáðîâêà îïðàâêè á) àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà ÒÏÀ: 
1 – ñóùåñòâóþùàÿ êîíóñíàÿ êàëèáðîâêà; 2 – ðàöèîíàëüíàÿ êàëèáðîâêà 
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Ïåðâîíà÷àëüíî áûëà ïðîêàòàíà ïàðòèÿ áóðèëüíûõ òðóá ñ ïðèìåíåíèåì 
îïðàâîê èçâåñòíîé êàëèáðîâêè äèàìåòðîì 114 ìì (ïåðâûé ïðîõîä). Ïîñëå 
ýòîãî âòîðàÿ ïàðòèÿ òðóá ïðîêàòûâàëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì îâàëüíîé 
îïðàâêè ñ ðàöèîíàëüíûì êàëèáðîâàííûì ó÷àñòêîì, äèàìåòð ïî âåðøèíå 

êàëèáðà êîòîðîé ñîñòàâëÿåò 114 ìì, à ïî âûïóñêàì – 116 ìì, ò.å.ξ =1,02. 

Ïîñëå ïåðâîãî ïðîõîäà â àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå êîíöåâûå ó÷àñòêè òðóá 
îáåèõ ïàðòèé áûëè îáìåðÿíû ïî äëèíå 1000 ìì ÷åðåç êàæäûå 100 ìì â 8 
òî÷êàõ ïî ïåðèìåòðó. 

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ çàìåðîâ ïîêàçàë, ÷òî ïðèìåíåíèå îïðàâêè 
ðàöèîíàëüíîé êàëèáðîâêè ñïîñîáñòâóåò ñíèæåíèþ óðîâíÿ ïîïåðå÷íîé 
ðàçíîñòåííîñòè ÷åðíîâûõ ðàçìåðîâ ãèëüç â ñðåäíåì íà 7-8% (ðèñ.3), ÷òî 
ñîçäàåò íåîáõîäèìûå ïðåäïîñûëêè äëÿ ñîêðàùåíèÿ âåëè÷èíû êîíöåâîé 
îáðåçè è ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ãîòîâûõ áóðèëüíûõ òðóá (ðèñ.4). 
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ïåðåäíèé êîíåö   çàäíèé êîíåö 

Ðèñóíîê – 3. Âëèÿíèå êàëèáðîâîê îïðàâîê íà ðàçíîñòåííîñòü òðóá ïîñëå  
ïåðâîãî ïðîõîäà íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå 
1 –êîíè÷åñêàÿ îïðàâêà; 2 – íîâàÿ îïðàâêà 
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ïåðåäíèé êîíåö   çàäíèé êîíåö 

Ðèñóíîê – 4. Âëèÿíèå êàëèáðîâîê îïðàâîê íà ðàçíîñòåííîñòü ãîòîâûõ òðóá  
1 – êîíè÷åñêàÿ îïðàâêà; 2 – íîâàÿ îïðàâêà 

Ïðîöåññ ïðîêàòêè òðóá íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå ñ ïðèìåíåíèåì 
îïðàâêè íîâîé êàëèáðîâêè áîëåå óñòîé÷èâ è ïðîòåêàåò áåç äîïîëíèòåëüíûõ 
îñòàíîâîê íà íàñòðîéêó î÷àãà äåôîðìàöèè.  
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Âûâîäû 

1. Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ïðîäîëüíîé ïðîêàòêè 
òðóá íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå è ðåøåíà çàäà÷à î äèíàìèêå 
âûñîêîñêîðîñòíîãî òå÷åíèÿ ìåòàëëà ìåæäó ðàáî÷èìè âàëêàìè è îïðàâêîé â 
î÷àãå äåôîðìàöèè íà áàçå âÿçêîé ðåîëîãèè ðàáî÷åé ñðåäû.  

2. Ñôîðìèðîâàíî îñåâîå ñîïðîòèâëåíèå îïðàâêè îáòåêàþùåìó ïîòîêó 
ìåòàëëà â î÷àãå äåôîðìàöèè è ìèíèìèçàöèåé ôóíêöèîíàëà îñåâîãî 
ñîïðîòèâëåíèÿ îïðàâêè îïðåäåëåíà ðàöèîíàëüíàÿ êàëèáðîâêà ðàáî÷åãî 
ó÷àñòêà îïðàâêè. 

3. Íà áàçå ðàçðàáîòàííîé äèíàìè÷åñêîé àíàëîãèè óñòàíîâëåíî âëèÿíèå 
ôîðìû ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè (êàëèáðîâêè) îïðàâêè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà 
íà ôîðìèðîâàíèå ýíåðãîñèëîâûõ ïàðàìåòðîâ î÷àãà äåôîðìàöèè.  

4. Ïóòåì îïòèìèçàöèè ôîðìû ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè ïðåäëîæåíà íîâàÿ 
êàëèáðîâêà îïðàâêè àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà ÒÏÀ 250 íà áàçå  
ÑÒÏ 14-163-88, ÷òî îáåñïå÷èâàåò â î÷àãå ñèììåòðè÷íûå óñëîâèÿ 
äåôîðìàöèè ãèëüçû ïî ïåðèìåòðó.  

5. Èçãîòîâëåíà è îïðîáîâàíà îïûòíî – ïðîìûøëåííàÿ ïàðòèÿ îïðàâîê 

ðàöèîíàëüíîé êàëèáðîâêè ñ îâàëüíîñòüþ ξ =1,02 íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíå 
ÒÏÀ 250. 

6. Óñòàíîâëåíî âëèÿíèå êàëèáðîâêè îïðàâîê àâòîìàòè÷åñêîãî ñòàíà 
ÒÏÀ 250 íà ïîïåðå÷íóþ ðàçíîñòåííîñòü ÷åðíîâûõ è ãîòîâûõ òðóá.  
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ÌÅÒÎÄ ÊÀÐÊÀÑÍÛÕ ÁËÎÊÎÂ Â ÌÅÕÀÍÈÊÅ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ 
ÑÐÅÄ ÏÐÈ ÂÛÑÎÊÈÕ ÃÐÀÄÈÅÍÒÀÕ ÑÎÑÒÎßÍÈß 

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè 
êîìïîçèòíûõ ñðåä ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ êîìïîíåíòîâ ñðåäû. Ìåòîä 
ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ñëàáûõ è âûñîêèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ãðàäèåíòàõ 
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. Ìåòîä âêëþ÷àåò ìàêðîìåõàíè÷åñêèé è ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíûé 
óðîâíè àíàëèçà. Èçëîæåíèå ìåòîäà ïðîèçâîäèòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå è 
ôîðìå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. 
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Ïðåäñòàâëåíî ìåòîä êàðêàñíèõ áëîê³â ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ìåõàí³êè 
êîìïîçèòíèõ ñåðåäîâèù ïðè ìàëèõ ³ âåëèêèõ äåôîðìàö³ÿõ êîìïîíåíò³â 
ñåðåäîâèùà. Ìåòîä ìîæå çàñòîñîâóâàòèñÿ ïðè ñëàáêèõ ³ âèñîêèõ ìàêðîñêîï³÷íèõ 
ãðàä³ºíòàõ ñòàíó ñåðåäîâèùà. Ìåòîä âêëþ÷àº ìàêðîìåõàí³÷èé ³ ëîêàëüíî-
ñòðóêòóðíèé ð³âí³ àíàë³çó. Âèêëàäåííÿ ìåòîäó ïðîâîäèòüñÿ â äèôåðåíö³éí³é 
ôîðì³ ³ ôîðì³ åêñòðåìàëüíî¿ çàäà÷³. 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÅ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÅ, ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÅ ÊÓÑÊÎÂÎ-
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Is the method of frame blocks the numerical solution of the mechanics of composite 
media at small and large deformations of the components of the medium. The method 
can be used for weak and high gradients of macroscopic state of the environment. The 
method includes macromechanical and locally-structural levels of analysis. 
Presentation of the method is performed in a differential form and shape of the 
extremal problem. 

Keywords: COMPOSITE MEDIUM, PIECEWISE HOMOGENEOUS MEDIUM, 
POORLY-GRADED STATE, HIGH-GRADIENT STATE, MACROMECHANICAL 
LEVEL, MICROMECHANICAL LEVEL, SMALL DEFORMATION, LARGE 
DEFORMATION. 

Ââåäåíèå  

Ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè êîìïîçèòíûõ ñðåä ñ 
âûñîêèìè ãðàäèåíòàìè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ìàëûõ è 
áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà ñðåäû – ìåòîä êàðêàñíûõ 
áëîêîâ (ÌÊÁ). Ìåòîä âêëþ÷àåò äâà óðîâíÿ àíàëèçà, áàçèðóþùèõñÿ íà 
âûäåëåíèè äâóõ ñèñòåì (ìíîæåñòâ) ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñðåäû. 
Ìàêðîìåõàíè÷åñêèé (âåðõíèé, ïåðâûé) óðîâåíü àíàëèçà îñíîâûâàåòñÿ íà 
ðàçäåëåíèè êîìïîçèòíîé ñðåäû íà áëîêè, íàçûâàåìûå êàðêàñíûìè, è 
ââåäåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñîâîêóïíîñòè êàðêàñíûõ òî÷åê. Â êà÷åñòâå 
êàðêàñíûõ òî÷åê ïðèíèìàþòñÿ âåðøèíû áëîêîâ, íà êîòîðûå ðàçäåëÿåòñÿ 
êîìïîçèòíàÿ ñðåäà. Êàðêàñíûå òî÷êè âûïîëíÿþò ðîëü ìàêðîòî÷åê – òî÷åê 

                                    
©  Àõóíäîâ Â.Ì., 2012 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

48  ISSN 1991-7848 

äèñêðåòèçàöèè âåðõíåãî óðîâíÿ àíàëèçà. Íà ìèêðîìåõàíè÷åñêîì (íèæíåì, 
âòîðîì) óðîâíå àíàëèçà äèñêðåòèçàöèè ïîäâåðãàþòñÿ (êàðêàñíûå) áëîêè 
ñðåäû. Ìíîæåñòâî êàðêàñíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì ïîäìíîæåñòâîì 
ìèêðîòî÷åê – óçëîâûõ òî÷åê äèñêðåòèçàöèè íèæíåãî óðîâíÿ àíàëèçà. 
Ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìàì ìàêðî- è ìèêðîòî÷åê ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå 
ïîëÿ êàðêàñíûõ (ìàêðîñêîïè÷åñêèõ) è ìàòåðèàëüíûõ (âíóòðåííèõ) 
ïåðåìåùåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ìíîæåñòâ â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè ñðåäû. Ïîëå êàðêàñíûõ ïåðåìåùåíèé 
âûïîëíÿåò êëþ÷åâóþ (îïðåäåëÿþùóþ) ðîëü è ìåòîäîëîãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ 
ïåðâè÷íûì, à ïîëå ìàòåðèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, êàê ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ 
êàðêàñíûõ ïåðåìåùåíèé, – âòîðè÷íûì. Ìàêðîñêîïè÷åñêîå è ìàòåðèàëüíîå 
(ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâíåé) ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â óñëîâèÿõ âûñîêèõ 
ãðàäèåíòîâ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ íà áàçå äèôôåðåíöèàëüíîé èëè 
ýêñòðåìàëüíîé ôîðìóëèðîâîê ñòàòè÷åñêîé ëèáî äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è 
èññëåäîâàíèÿ ñðåäû. Ïðèìåíåíèå äâóõóðîâíåâîãî ïîäõîäà ïîçâîëèò 
îñóùåñòâèòü ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ àíàëèçà ñðåäû ïðè âûñîêèõ 
ãðàäèåíòàõ ñîñòîÿíèÿ, â òîì ÷èñëå â óñëîâèÿõ âíóòðåííåé ïîòåðè 
óñòîé÷èâîñòè è ïðîÿâëåíèé êðàåâîãî è êðîìî÷íîãî ýôôåêòîâ. 

1. Î êàðêàñíîé òåîðèè ñðåä ïðè  
ïëàâíûõ ãðàäèåíòàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ 

Â [1, 2] ïðåäñòàâëåíà êàðêàñíàÿ òåîðèÿ àðìèðîâàííûõ âîëîêíàìè ñðåä 
ïåðèîäè÷åñêîãî èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ 
äåôîðìàöèÿõ. Òàêèå ñðåäû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòè áëîêîâ 
ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû èõ ìàòåðèàëà, òîïîëîãèÿ è ãåîìåòðèÿ êîòîðûõ íå 
ìåíÿþòñÿ èëè ìåíÿþòñÿ íåñóùåñòâåííî ñ ïåðåõîäîì îò îäíîãî áëîêà ê 
ñìåæíîìó ñ íèì äðóãîìó áëîêó. Áëîêè â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ïðåäñòàâëÿþò 
ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåäû, â îáùåì ñëó÷àå êîñîóãîëüíûå ñ ïëîñêèìè, 
íåçíà÷èòåëüíî èëè ñèëüíî èñêðèâëåííûìè ãðàíÿìè, ñîîòâåòñòâåííî 
ñëó÷àÿì ïðÿìûõ, ãëîáàëüíî (ñëàáî) èëè ëîêàëüíî èñêðèâëåííûõ âîëîêîí 
«áàçîâûõ» ñèñòåì àðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ñðåäû. Òî÷êè â âåðøèíàõ áëîêîâ 
ìàòåðèàëà âûïîëíÿþò ðîëü «îïîðíûõ» òî÷åê àíàëèçà ñðåäû è íàçûâàþòñÿ 
êàðêàñíûìè òî÷êàìè ñðåäû. 

Òåîðèÿ èìååò äâóõóðîâíåâûé õàðàêòåð è ïîñòðîåíà íà áàçå 
îáúåäèíåíèÿ ìàêðî- è ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäîâ â ìåõàíèêå 
êîìïîçèòîâ. Âî ãëàâó ïîñòðîåíèÿ ïîñòàâëåíî ïîëå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
ïåðåìåùåíèé, êàê èñõîäíîå êëþ÷åâîå ïîíÿòèå òåîðèè. Ïîëå 
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿåò ìàòåðèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû è, âìåñòå ñ òåì, ñîäåðæàíèå ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî 
óðîâíÿ àíàëèçà. Ïîëå ìàòåðèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ìåòîäîëîãè÷åñêè 
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò ïîëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé è 
îïðåäåëÿåò ïåðåìåùåíèÿ â êîìïîíåíòàõ ìàòåðèàëà ñðåäû è, âìåñòå ñ òåì, 
ñîäåðæàíèå ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. 

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò íåñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå 
ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà ñðåäû íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ 
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ñòðóêòóðíûõ áëîêîâ, êîãäà ñîñòîÿíèå ñðåäû íå ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè 
âûñîêîãðàäèåíòíûì (ñì. ðèñ. 1). Îáúåäèíåíèå ìàêðî- è 
ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ââåäåíèÿ óçëîâûõ 
òî÷åê ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà è âûäåëåíèÿ â èõ îêðåñòíîñòÿõ 
óçëîâûõ ñòðóêòóðíûõ áëîêîâ. Óçëîâûå áëîêè ìàòåðèàëà ñðåäû âûäåëÿþòñÿ 
òàê, ÷òî ïðè ýòîì äàííûå óçëîâûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêèìè 
öåíòðàìè. Óçëîâûå áëîêè ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà òàêæå 
íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè ìàêðîòî÷êàìè ñðåäû. Ïðîöåäóðà àíàëèçà ñðåäû íà 
áàçå ââåäåííîé ñåòêè óçëîâûõ áëîêîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåé 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå àíàëèçà ôîðìóëèðóåòñÿ 
ìàêðîêðàåâàÿ ñòàòè÷åñêàÿ èëè äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à, öåëüþ êîòîðîé 
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî (êàðêàñíîãî) ïîëÿ ïåðåìåùåíèé 
ñðåäû. Ìàêðîêðàåâàÿ (ãëîáàëüíàÿ) çàäà÷à ñòðîèòñÿ íà áàçå óðàâíåíèé 
ìàêðîñêîïè÷åñêîãî äâèæåíèÿ (èëè ðàâíîâåñèÿ) ñðåäû, âûðàæåííûõ â 
êîìïîíåíòàõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé. 
Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïîëå ïåðåìåùåíèé ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê 
çàäàþùåå ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê – âåðøèí ñòðóêòóðíûõ áëîêîâ 
ñðåäû è, âìåñòå ñ òåì, ìàêðîñêîïè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ ñðåäû. 

  
Ðèñóíîê 1 – Ñõåìà àíàëèçà ñðåäû êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ïðè áîëüøèõ 

äåôîðìàöèÿõ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêè ïëàâíûìè ãðàäèåíòàìè ñîñòîÿíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû 
ýëåìåíòû ñõåìû â èñõîäíîì (à) è äåôîðìèðîâàííîì (á) ñîñòîÿíèÿõ:  

1 – ñðåäà êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà; 2 – ãåîìåòðè÷åñêèå öåíòðû óçëîâûõ áëîêîâ 
ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà; 3 – óçëîâûå áëîêè ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî 

óðîâíÿ àíàëèçà (äëÿ òàêèõ áëîêîâ âûäåëåíû ýëåìåíòû ñòðóêòóðû);  
4 – êàðêàñíûå òî÷êè ñðåäû; 5 – óçëîâûå òî÷êè  

ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. 
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Íà ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîì, òàê íàçûâàåìîì ìèêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå 
àíàëèçà, äëÿ óçëîâûõ áëîêîâ ñðåäû ôîðìèðóþòñÿ ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è. 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìèêðîêðàåâûõ çàäà÷ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè 
êîìïîíåíò ìàêðîñêîïè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïî ìåñòó äàííûõ áëîêîâ â ñðåäå 
(óçëîâûõ ìàêðîòî÷åê). Ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è äëÿ óçëîâûõ áëîêîâ 
ôîðìóëèðóþòñÿ íà áàçå óðàâíåíèé ÌÄÒÒ äëÿ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà 
áëîêîâ. Ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèé ñîâìåñòíîãî 
äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ äëÿ 
êàæäîãî èç óçëîâûõ áëîêîâ ñåòêè óçëîâûõ òî÷åê ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî 
óðîâíÿ àíàëèçà. Òàêèå òî÷êè òàêæå íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè ìèêðîòî÷êàìè 
ñðåäû (áëîêîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåðèàëà ñðåäû). Èñõîäÿ èç èíôîðìàöèè î 
ïîëÿõ âíóòðåííèõ (ìàòåðèàëüíûõ) ïåðåìåùåíèé ñðåäû ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò 
å¸ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ïî ìåñòó óçëîâûõ áëîêîâ â çàâèñèìîñòè 
îò êîìïîíåíò èõ ìàêðîñêîïè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Îñóùåñòâëåíèå äàííîé 
îïåðàöèè ïîçâîëÿåò çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìàêðîêðàåâîé 
(ãëîáàëüíîé) çàäà÷è. Ââåäåííûå íà áàçå êàðêàñíîãî ïîëÿ ïåðåìåùåíèé 
ïîíÿòèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ìàêðîñêîïè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé 
àêòóàëüíû êàê ïðè ìàëûõ, òàê è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ êîìïîíåíòîâ 
ñòðóêòóðû, êîãäà ãðàíè áëîêîâ èñïûòûâàþò ñèëüíûå èñêðèâëåíèÿ è 
èçëàìûâàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîíåíòîâ (ñì. 
ïîäðîáíåå [2]). 

Ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî îáúåäèíåíèÿ ìàêðî- è ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî 
ïîäõîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé âçàèìîäåéñòâèÿ ìíîãèõ äåôîðìèðóåìûõ 
òåë (êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäû) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå àíàëèçà 
îáúåì âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå îáúåìà 
âû÷èñëåíèé âî âòîðîì ñëó÷àå àíàëèçà. Îáú¸ìû óêàçàííûõ âû÷èñëåíèé 
îòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîþ òàê, êàê ñóììàðíûé îáúåì óçëîâûõ áëîêîâ ñðåäû 
îòíîñèòñÿ ê îáúåìó ñðåäû â öåëîì. Äàííîå ñîîòíîøåíèå çàâèñèò îò òîãî, â 
êàêîé ìåðå ñîñòîÿíèå ñðåäû èçìåíÿåòñÿ ñ ïåðåõîäîì îò îäíîãî áëîêà 
ñòðóêòóðû ê ñìåæíîìó ñ íèì äðóãîìó áëîêó. 

Ïðåèìóùåñòâîì ìàêðî-ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ 
ïîäõîäîì â ìåõàíèêå æåñòêèõ êîìïîçèòîâ, áàçèðóþùåìñÿ íà èäåå 
ãîìîãåíèçàöèè, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. 
Ìèêðîìåõàíè÷åñêèé óðîâåíü àíàëèçà ïîçâîëÿåò âûÿâëÿòü âíóòðåííèå ïîëÿ 
êîìïîçèòíîé ñðåäû è íà èõ îñíîâå îñóùåñòâëÿòü ïðî÷íîñòíîé àíàëèç – 
àíàëèç ðàçðóøåíèÿ ñðåäû, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè 
êîìïîçèòîâ. Îòìåòèì òàêæå è òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä âåñüìà 
îðãàíè÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé 
ïðîöåäóðû àíàëèçà ñðåäû. Áëàãîäàðÿ óêàçàííûì îáñòîÿòåëüñòâàì 
ïðåäëîæåííûé ïóòü ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîçèòíîé ñðåäû ïðèîáðåòàåò 
ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü è ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ñîâðåìåííûõ 
êîìïüþòåðàõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè. 

Íà áàçå êàðêàñíîé òåîðèè áûëè âûïîëíåíû èññëåäîâàíèÿ 
êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñ îäíîìåðíûìè, äâóõìåðíûìè è 
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ïðîñòðàíñòâåííûìè ñõåìàìè àðìèðîâàíèÿ ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ 
äåôîðìàöèÿõ ìàòðèöû è âîëîêîí [3 – 5]. Äàííàÿ òåîðèÿ òàêæå ïîëó÷èëà 
ñâîå îáîñíîâàíèå íà îñíîâå ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è äóáëèðóþùèõ 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ðåçèíîêîðäíûõ ìàòåðèàëîâ [6, 7] è ðÿäà 
âîëîêíèñòûõ òåë ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ ìàòåðèàëîâ ìàòðèöû 
è âîëîêîí [8]. 

2. Óñëîâèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè âûñîêîãðàäèåíòíîãî  
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû 

Ïðè âûñîêèõ ãðàäèåíòàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðåãóëÿðíî 
àðìèðîâàííîé ñðåäû ñ ïåðèîäè÷åñêèì èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ñòðîåíèåì 
â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé 
(âíóòðåííèå ïîëÿ) çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ñìåæíûõ áëîêîâ 
ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ñðåäû. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà êàðòèíà 
âûñîêîãðàäèåíòíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíîé ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî 
ñòðîåíèÿ ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ âìåñòî êàðòèíû ïëàâíîãðàäèåíòíîãî 
äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà ðèñ.1. 

Â ñëó÷àå áîëüøèõ äåôîðìàöèé ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ óñëîâèå 
âûñîêîãðàäèåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå ýêâèâàëåíòíî 
òîìó, ÷òî â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ñòðîåíèå ìàòåðèàëà ñðåäû 
ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî íåïåðèîäè÷åñêèì. Áëîêè ïðåäñòàâëåíèÿ 
ìàòåðèàëà, áóäó÷è ïàðàëëåëåïèïåäàìè (êâàçèïàðàëëåëåïèïåäàìè) â 
èñõîäíîì (îòñ÷åòíîì) ñîñòîÿíèè, â äåôîðìèðîâàííîé (òåêóùåé) ñðåäå 
ñòàíîâÿòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî íåïðàâèëüíûìè øåñòèãðàííèêàìè 
ñ ðàçíûìè ìåæäó ñîáîé äåôîðìàöèÿìè, èñêðèâëåíèÿìè è èçëîìàìè 
ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé. 

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè îðãàíèçîâàííîé ñðåäû ïîíÿòèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî 
ãðàäèåíòà ñîñòîÿíèÿ íå ñòîëü ÷åòêî îïðåäåëÿåòñÿ. Ñîñòîÿíèå ñðåäû 
ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ñòðîåíèÿ ñ÷èòàåì ìàêðîñêîïè÷åñêè 
âûñîêîãðàäèåíòíûì, åñëè ñìåæíûå áëîêè ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû ñ 
îäèíàêîâûìè ìåæäó ñîáîé â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ðàçìåðàìè (ðàññòîÿíèÿìè 
ìåæäó êàðêàñíûìè òî÷êàìè) â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïîëó÷àþò 
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ ìåæäó ñîáîþ èçìåíåíèÿ ñâîèõ 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Â ñëó÷àå áîëüøèõ äåôîðìàöèé ñòîõàñòè÷åñêîé 
ñðåäû äëÿ îöåíêè ãðàäèåíòíîñòè å¸ ñîñòîÿíèÿ íà ìàêðîóðîâíå ìîæíî 
ñîïîñòàâëÿòü ìåæäó ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðíûå ðàçìåðû å¸ 
ñìåæíûõ áëîêîâ â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. 

Âûñîêîãðàäèåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ðåàëèçóþòñÿ âîçëå ãðàíè÷íîé 
ïîâåðõíîñòè ñðåäû â âèäå êðàåâûõ è êðîìî÷íûõ ýôôåêòîâ, âîçëå 
ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà îáëàñòåé ñðåäû ñ ðàçíûìè ñòðîåíèÿìè (ïîâåðõíîñòåé 
ðàçðûâà ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðû). Òàêèå ñîñòîÿíèÿ òàêæå ðåàëèçóþòñÿ â 
îáëàñòÿõ ñðåäû, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ ïîâåðõíîñòíûõ è 
îáúåìíûõ ñèë ñ âûñîêèìè ãðàäèåíòàìè (îñòðûìè ïèêàìè) 
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ èíòåíñèâíîñòåé, êîãäà äàííûå èíòåíñèâíîñòè 
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ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ ñ ïåðåõîäîì îò îäíîé áëîêà ìàòåðèàëà ñðåäû ê 
ñìåæíîìó ñ íèì äðóãîìó áëîêó. Ñîñòîÿíèå ñðåäû â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå å¸ 
ñòðîåíèå ðåãóëÿðíîå, íî, âìåñòå ñ òåì, íåïåðèîäè÷åñêîå, ðàññìàòðèâàåì 
ìåòîäîëîãè÷åñêè òàêæå êàê ìàêðîñêîïè÷åñêè âûñîêîãðàäèåíòíîå. Òàêîå 
ñîñòîÿíèå ñîçäàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ êðóãîâîãî òîëñòîñòåííîãî öèëèíäðà ñ 
ðåäêèì ðàñïîëîæåíèåì ïî îêðóæíîìó íàïðàâëåíèþ âîëîêîí ðàäèàëüíîé 
îðèåíòàöèè è ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ âîëîêîí îêðóæíîé îðèåíòàöèè. 

 
Ðèñóíîê 2 – Ñõåìà àíàëèçà ñðåäû êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ïðè áîëüøèõ 

äåôîðìàöèÿõ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêè âûñîêèìè ãðàäèåíòàìè ñîñòîÿíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû 
ýëåìåíòû ñõåìû â èñõîäíîì (à) è äåôîðìèðîâàííîì (á) ñîñòîÿíèÿõ: 1 – ñðåäà 

êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà; 2 – áëîêè ñðåäû; 3 – êàðêàñíûå òî÷êè ñðåäû (óçëîâûå 
òî÷êè ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà); 4 – óçëîâûå òî÷êè 

ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà; (k)  – îäíà èç êàðêàñíûõ òî÷åê;  

 ek  – îäèí èç áëîêîâ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k) . 

Â óñëîâèÿõ âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû 
ïåðåñòàþò áûòü àêòóàëüíûìè ââåäåííûå â [1, 2] ïîíÿòèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, äåôîðìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ 
ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà, áóäó÷è ïðîèçâîäíûìè ïîëÿ 
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé, õàðàêòåðèçóþò äåôîðìàöèþ â öåëîì 
êàæäîãî èç áëîêîâ ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî (êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî) ñòðîåíèÿ. 
Ïðè ìàëûõ ãðàäèåíòàõ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû åå áëîêè ïðåòåðïåâàþò 
ìàêðîñêîïè÷åñêè àôèííóþ òðàíñôîðìàöèþ, ïðè êîòîðîé 
«ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ» ôîðìà ïàðàëëåëåïèïåäà ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿåòñÿ â 
äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Â ñëó÷àå âûñîêîãðàäèåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ 
ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ôîðìà ïàðàëëåëåïèïåäîâ 
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å¸ áëîêîâ ñòðóêòóðû ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ íå ñîõðàíÿåòñÿ. Íî òîãäà 
ïîíÿòèå òåíçîðà ìàêðîñêîïè÷åñêîé äåôîðìàöèè, êàê îïðåäåëÿþùåå 
àôèííóþ äåôîðìàöèþ áëîêîâ ìàòåðèàëà, ê àíàëèçó äàííîãî ñîñòîÿíèÿ 
ñðåäû íåïðèìåíèìî. Ýòî ïîíÿòèå íåïðèìåíèìî è äëÿ âûñîêîãðàäèåíòíîãî 
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, òàê êàê è â ýòîì ñëó÷àå èìåþò 
ìåñòî ñóùåñòâåííûå íàðóøåíèÿ óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè ïî ëîêàëüíûì 
ïåðåìåùåíèÿì (êàê ðàçíèöû ìàòåðèàëüíûõ è ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
ïåðåìåùåíèé). Âìåñòå ñ ïîíÿòèåì ìàêðîñêîïè÷åñêèõ äåôîðìàöèé 
ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì ê àíàëèçó ñðåäû è ïîíÿòèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
íàïðÿæåíèé, êàê îñíîâàííîå íà ïåðâîì ïîíÿòèè (ñì. ïîäðîáíåå [1, 2]). 

Îäíàêî, ïîíÿòèå ïîëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ (êàðêàñíûõ) ïåðåìåùåíèé, 
êàê îïðåäåëÿåìîãî ïîëîæåíèÿìè êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû, îñòàåòñÿ 
àêòóàëüíûì è â óñëîâèÿõ âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ åå ñîñòîÿíèÿ. Äàííîå 
ïîíÿòèå ïðèìåíèìî ê àðìèðîâàííûì ñðåäàì ðåãóëÿðíîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî 
ñòðîåíèé è êóñî÷íî-îäíîðîäíûì ñðåäàì ðåãóëÿðíîãî è íåðåãóëÿðíîãî 
ñòðîåíèé. 

3. Êîíöåïöèÿ ìåòîäà êàðêàñíûõ áëîêîâ 

Ïðè àíàëèçå íà áàçå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîÿíèÿ 
äåôîðìèðóåìîé ñðåäû åå ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà áëîêè (êàðêàñíûå áëîêè). Â 
êà÷åñòâå áëîêîâ ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ 
öåëåñîîáðàçíî ïðèíèìàòü áëîêè, êîòîðûå ñîñòîÿò èç îäíîãî èëè íåêîòîðîãî 
÷èñëà áëîêîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåðèàëà âìåñòå ñ èõ «îòñåêàåìûìè» 
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ ñðåäû ÷àñòÿìè. Â ñëó÷àå ñðåäû ñî ñòðóêòóðîé 
äîñòàòî÷íî ìåëêîãî ìàñøòàáà ÷èñëî áëîêîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåðèàëà, 
âêëþ÷àåìûõ áëîêàìè ñðåäû, ìîæåò áûòü âåñüìà áîëüøèì (îñîáåííî äëÿ 
íàíîêîìïîçèòíîé ñðåäû). 

Â êà÷åñòâå êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû ïðèíèìàåì âåðøèíû âûäåëåííûõ 
îïðåäåëåííûì îáðàçîì åå êàðêàñíûõ áëîêîâ. Ïîëå ïåðåìåùåíèé, 
çàäàâàåìîå ïåðåìåùåíèÿìè êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû, íàçûâàåì ïîëåì 
êàðêàñíûõ èëè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé ñðåäû. Ðàñïîëîæåíèå 
êàðêàñíûõ òî÷åê èìååò ðåãóëÿðíûé èëè íåðåãóëÿðíûé õàðàêòåð, 
îïðåäåëÿåìûé ñòðîåíèåì ñðåäû. Â ïðåäñòàâëÿåìîì ìåòîäå âû÷èñëèòåëüíîé 
ìåõàíèêè êîìïîçèòíûõ ñðåä ñ âûñîêèìè ãðàäèåíòàìè ñîñòîÿíèÿ ïîëþ 
ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê, êàê è â ñëó÷àå òåîðèè [1, 2], ïðèíàäëåæèò 
êëþ÷åâàÿ (îïðåäåëÿþùàÿ) ðîëü. 

Ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ âêëþ÷àåò ìàêðî- è ìèêðîìåõàíè÷åñêèé 
óðîâíè àíàëèçà, íà áàçå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ 
ìèíèìàëèçàöèÿ (ýêñòðåìàëèçàöèÿ) ôóíêöèîíàëà ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. 
Ìàêðîìåõàíè÷åñêèé óðîâåíü àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ïîëÿ 

iˆû( , t)θ  ìàêðîñêîïè÷åñêèõ (êàðêàñíûõ) ïåðåìåùåíèé ñðåäû, ðàçäåëåííîé íà 

êàðêàñíûå áëîêè, çàäàâàåìîãî ïåðåìåùåíèÿìè å¸ êàðêàñíûõ òî÷åê â 
âåðøèíàõ áëîêîâ (ñì. ðèñ.2). Êàðêàñíûå òî÷êè ñëóæàò óçëîâûìè òî÷êàìè 
äèñêðåòíîé ñõåìû ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. Íà 
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ìèêðîìåõàíè÷åñêîì (ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîì) óðîâíå àíàëèçà ïðè 
îïðåäåëåííûõ íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå ïåðåìåùåíèÿõ êàðêàñíûõ 
òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê, ñîñòîÿùèõ èç ñëîåâ áëîêîâ âîêðóã íèõ (ñì. ï. 4). 
Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê ðåøàþòñÿ íà 
áàçå ìîäåëè êóñî÷íî-îäíîðîäíîãî òåëà ìåòîäàìè âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè 
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà (ÌÄÒÒ) ñ èñïîëüçîâàíèåì óçëîâûõ òî÷åê 
äèñêðåòíîé ñõåìû ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. Â èòîãå ðåøåíèÿ 
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê âûÿâëÿþòñÿ 
âíóòðåííèå ïîëÿ êàðêàñíûõ áëîêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñðåäó, è, òàêèì 
îáðàçîì, âíóòðåííèå ïîëÿ ñðåäû â öåëîì. 

Îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê è óçëîâûõ òî÷åê 
ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà îñóùåñòâëÿåì íà îñíîâå ýêñòðåìàëèçàöèè 
òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, êàê ôóíêöèîíàë ïîëíîé ýíåðãèè 
(ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à), ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ (äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à) ëèáî 
èíîé ôóíêöèîíàë, ñâÿçûâàåìûé ñ ðåøàåìîé äëÿ ñðåäû çàäà÷åé. Ïðè 
î÷åðåäíîì øàãå ïî èñòîðèè íàãðóæåíèÿ (äåôîðìèðîâàíèÿ) ñðåäû èç 
óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà ñîñòîÿíèÿ íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì 
(âåðõíåì) óðîâíå àíàëèçà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
(êàðêàñíûõ) ïåðåìåùåíèé êàê ñîâîêóïíîñòü ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê 
ñðåäû. Êàðêàñíîå ïîëå ïåðåìåùåíèé äîëæíî ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿòü 
ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà ìàòåðèàëüíûå 
ïåðåìåùåíèÿ ñðåäû â äàííîé èñòîðèè å¸ íàãðóæåíèÿ. Íà îñíîâå 
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî (íèæíåãî) óðîâíÿ 
àíàëèçà äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ 
âíóòðåííèå ïîëÿ ñðåäû – ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â 
åå ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, êàê îòâå÷àþùèå ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ 
òî÷åê, íàéäåííûõ íà âåðõíåì óðîâíå àíàëèçà ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ è 
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ: 

 

i i i ii i i j i j
ni i nij ij

ij i ij i i
i j i jn n n 0 к

ˆ ˆ ˆ ˆu ( , t) u ( , t) , q ( , t) q ( , t) ,

ˆ ˆ ˆJ ( , t) J ( , t) , n 1,2,... , V , t t t ,

θ = θ θ = θ

σ θ = σ θ = θ ∈ ≤ ≤

� � � � � �

� � � �

r r r r r r

r r r r

,  (3.1) 

ãäå nV − îáëàñòü ñðåäû, çàíèìàåìàÿ n −é ñòðóêòóðíîé ñîñòàâëÿþùåé; 

n −èíäåêñ èäåíòèôèêàöèè ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ìàòåðèàëà ñðåäû, 
êàê-òî: ìàòðèöû, ñèñòåì ìàòðè÷íûõ âêëþ÷åíèé, ñèñòåì âîëîêîí è ò.ï.; 

iu −êîìïîíåíòû (êîâàðèàíòíûå) âåêòîðà ïåðåìåùåíèé; ijq −êîìïîíåíòû 

(êîâàðèàíòíûå) ìåðû äåôîðìàöèè Êîøè-Ãðèíà; ijJσ −êîìïîíåíòû 
(êîíòðàâàðèàíòíûå) îáîáùåííîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé (ñèììåòðè÷íîãî 

òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà-Êèðõãîôà); i
i ,
� �
r r – îñíîâíûå è âçàèìíûå 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

ISSN 1991-7848  55 

áàçèñíûå âåêòîðû ïðèìåíÿåìîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ êîîðäèíàò iθ̂  â 

îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè ñðåäû. 
Èíôîðìàöèÿ î âíóòðåííèõ ïîëÿõ (3.1) ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêè 

äåôîðìèðóåìîé ñðåäû íàéòè ôóíêöèîíàë å¸ ïîëíîé ýíåðãèè â âèäå âêëàäîâ 
ôóíêöèîíàëîâ ïîëíûõ ýíåðãèé áëîêîâ ñðåäû. Äàííûé ôóíêöèîíàë ïðè 
áîëüøèõ ïåðåìåùåíèÿõ è äåôîðìàöèÿõ ñëåäóåò îïðåäåëÿòü íà îñíîâå 
ïîøàãîâîé ïðîöåäóðû, ïðîèçâîäèìîé â ñîîòâåòñòâèå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 
íàãðóæåíèÿ ñðåäû, êîãäà t  âûïîëíÿåò ðîëü ïàðàìåòðà èëè ñîâîêóïíîñòè 

ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ ñðåäû. Â óñëîâèÿõ îáðàòèìîé (óïðóãîé) 
äåôîðìèðóåìîñòè êîìïîíåíò ìàòåðèàëà è êîíñåðâàòèâíîãî 
(ïîòåíöèàëüíîãî) õàðàêòåðà âíåøíèõ ñèë ôóíêöèîíàë ïîëíîé ýíåðãèè 
àðìèðîâàííîé ñðåäû ïðåäñòàâëÿåì â âèäå 

en

en ( )en

s e s en s n ij s en
e e n e n V

n i s en n i s ( )en
e ne n V A

ij i j j i i jij

I I I Ф [q ] dV

P [u ]dV П [u ]dA ,

q q u u u u , s 1,2,...

σ

σ

α
α

= = = +

+ ρ +

= + + + =∇ ∇ ∇ ∇

∑ ∑∑ ∑∑ ∫

∑∑ ∑∑∫ ∫

� � � ��

 (3.2) 

Çäåñü sI − çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè ñðåäû â îáúåìå V  ñ 

ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ А  íà s −øàãå íàãðóæåíèÿ (äåôîðìèðîâàíèÿ); 

e sI −çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè е − áëîêà ñðåäû â îáúåìå eV  íà 

s −øàãå íàãðóæåíèÿ; en sI − çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè n –é 

êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà â ïðåäåëàõ e − áëîêà ñðåäû â îáúåìå enV  íà s −øàãå 

íàãðóæåíèÿ; nФ −óïðóãèé ïîòåíöèàë n −é êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà; 

ijq −êîìïîíåíòû ìåðû äåôîðìàöèè Êîøè–Ãðèíà; i−∇
�

ñèìâîë êîâàðèàíòíîé 

ïðîèçâîäíîé ïî êîîðäèíàòå iθ̂  â ìåòðèêå îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè; 

nP −ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë äëÿ n −é êîìïîíåíòû 

ìàòåðèàëà; nП −ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, 

îòíåñåííûõ ê åäèíèöå ïëîùàäè â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè äëÿ n −é 
êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà ñ ãðàíüþ ( )enA σ  â ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè 

ñðåäû Аσ , ÷åðåç êîòîðóþ ñðåäà íàãðóæàåòñÿ. Âåëè÷èíû íà s −øàãå 

íàãðóæåíèÿ ñðåäû îòìå÷åíû «s» â êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà. Äëÿ 

êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ iu  è ìåðû äåôîðìàöèè ijq  íîìåð n −é 

êîìïîíåíòû (ôàçû) ìàòåðèàëà êàê è â (3.1) óïóñêàåòñÿ. 
Â óñëîâèÿõ íåîáðàòèìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîíåíòîâ ñòðóêòóðû ïîä 

âîçäåéñòâèåì êîíñåðâàòèâíûõ è íåêîíñåðâàòèâíûõ âíåøíèõ ñèë ñëåäóåò 
ïåðåéòè ê èíêðåìåíòàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè, 
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ïîçâîëÿþùåìó ïîìèìî èñòîðèè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) äåôîðìèðîâàíèÿ 
ñðåäû ó÷èòûâàòü è èñòîðèþ äåôîðìèðîâàíèÿ åå ìàòåðèàëà [9]. 
Èíêðåìåíòàëüíûé ôóíêöèîíàë äëÿ ñðåäû â öåëîì çàïèñûâàåì êàê ñóììó 
ñîîòâåòñòâóþùèõ èíêðåìåíòàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ áëîêîâ ñðåäû, à â 
ñâîþ î÷åðåäü ïîñëåäíèå ôóíêöèîíàëû – â âèäå ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ 
âêëàäîâ äëÿ êîìïîíåíòîâ áëîêîâ: 

s 1 e s 1 en s 1
e e n

I I I+ + +∆ = ∆ = ∆ =∑ ∑∑
  

en

ij ij
s s 1 ij s 1 en

e n
V

1
J (J ) dV

2
+ +

  σ + ∆ σ ∆ε −=    
∑∑ ∫

 

( )en
en

i i i i
n s f s 1 i s 1 en s s 1 i s 1 ( )en

AV

F k F u dV k u dA
σ

+ + σ + + σ
   − ρ + ∆ ∆ − σ + ∆σ ∆ −   ∫ ∫

 

(c)en

s s 1 s 1 s s 1 s 1 (c)еn
A

( ) u ( ) u dAν ν + ν + τ τ + τ +
 − σ + ∆σ ∆ + σ +∆σ ∆  ∫
,  (3.3) 

ij ij i j j i i j i j

1 1
q ( u ) ( u ) ( u ) u u ( u )

2 2

α α
α α

∆ε = ∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ +∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇
� � � � � �

 

i j( u ) ( u )α
α

+ ∆ ∆∇ ∇ 
� �

, s 0,1,...=  . 

Çäåñü ijJσ  è ij(J )∆ σ − êîìïîíåíòû îáîáùåííîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé íà 

s −øàãå èíêðåìåíòàëüíîãî íàãðóæåíèÿ è èõ ïðèðàùåíèÿ íà ïîñëåäóþùåì 

s 1+ −øàãå íàãðóæåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì èñòîðèè 

ïðåäøåñòâóþùåãî äåôîðìèðîâàíèÿ; i
iu (u )  è i

iu ( u )∆ ∆ −êîìïîíåíòû âåêòîðà 

ïåðåìåùåíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå íàãðóæåíèÿ è èõ ïðèðàùåíèÿ íà 

ïîñëåäóþùåì øàãå íàãðóæåíèÿ; ij∆ε  è ijq∆ −ïðèðàùåíèÿ êîìïîíåíò ijε  è 

ijq  òåíçîðà äåôîðìàöèè Êîøè–Ãðèíà è òåíçîðà ìåðû äàííîé äåôîðìàöèè 

íà s 1+ −øàãå íàãðóæåíèÿ; iF  è iF∆ −êîìïîíåíòû âåêòîðà ìàññîâûõ ñèë íà 

ïðåäûäóùåì øàãå íàãðóæåíèÿ è èõ ïðèðàùåíèÿ íà ïîñëåäóþùåì øàãå; iσ  

è i∆σ −êîìïîíåíòû âåêòîðà èíòåíñèâíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ ñèë â ÷àñòè 
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ( )A σ  íà ïðåäûäóùåì øàãå íàãðóæåíèÿ è èõ 

ïðèðàùåíèÿ íà ïîñëåäóþùåì øàãå, îòíåñåííûå ê ïëîùàäè â îòñ÷åòíîì 

ñîñòîÿíèè; fk  è kσ −êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå õàðàêòåðîì îáúåìíûõ è 

ïîâåðõíîñòíûõ ñèë ñîîòâåòñòâåííî; νσ , τσ , uν , uτ  è ν∆σ , τ∆σ , uν∆ , uτ∆ −  

íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ â ïîâåðõíîñòè è èç ïîâåðõíîñòè êîíòàêòíîãî 

âçàèìîäåéñòâèÿ (c)A  íà ïðåäûäóùåì øàãå è èõ ïðèðàùåíèÿ íà 

ïîñëåäóþùåì øàãå (ïîâåðõíîñòü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (c)A  ñðåäû ñ 

äðóãèìè òåëàìè èòåðàöèîííî óòî÷íÿåòñÿ íà îñíîâå ïðèìåíÿåìîãî çàêîíà 
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êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â ò.÷. ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ). (Ïîäðîáíåå îá 

èíêðåìåíòàëüíîì ôóíêöèîíàëå s 1I +∆  ñì. [9].) 

Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêè äåôîðìèðóåìîé ñðåäû èññëåäîâàíèå å¸ 
äâèæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ (âàðèàöèîííûé 
ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà). Â îáùåì ñëó÷àå íåîáðàòèìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïîä 
âîçäåéñòâèåì êîíñåðâàòèâíûõ è íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèë â óñëîâèÿõ 
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæàþùèìè òåëàìè äàííûé ôóíêöèîíàë 
ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü â èíêðåìåíòàëüíîì âèäå, âûäåëèâ âêëàäû áëîêîâ è 
âêëàäû êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà â áëîêàõ: 
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i
s s 1
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A Aσ σ= ∪ , 

[ ]
(c)en

3 (c)en
e n A

L ( ) u ( ) u dAν ν ν τ τ τ∆ = σ + ∆σ ∆ + σ + ∆σ ∆∑∑ ∫ , 

i
(c) s s 1

ˆ( , t) A [t , t ]+θ ∈ × , (c) (c)ene,n
A A= ∪ , s 0,1,...=  . 

Ìàòåðèàëüíûå (âíóòðåííèå) ïåðåìåùåíèÿ ñðåäû ïðè çàäàííûõ 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ïîëåì 
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ (êàðêàñíûõ) ïåðåìåùåíèé, çàäàþùèì ïåðåìåùåíèÿ åå 
êàðêàñíûõ òî÷åê: 

 
max

i i i ii
(k )(1) (2) (k)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , t) ( , t), ( , t),..., ( , t),..., ( , t) θ ⇒ θ θ θ θ u u u u u . (3.5) 

Ýòèì îáóñëîâëèâàåòñÿ îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà (3.2) êàê 
ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû: 

 i i i
( )(k) (1) ks s s s s s

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆI I ( ) I ( ) ,..., ( ) ,...   = θ = θ θ   u u u , (3.6) 

 s 0,1,...,=  maxk 1,2,..., k ,=  

ãäå k −èíäåêñ íóìåðàöèè êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû, çàêëþ÷àåìûé â êðóãëûå 
ñêîáêè; maxk − ÷èñëî òî÷åê ñðåäû, ïðèíÿòûõ â êà÷åñòâå êàðêàñíûõ, â òîì 

÷èñëå ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû. 
Ôóíêöèîíàë (3.6) îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå øàãîâîé ïðîöåäóðû 

ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ïàðàìåòðàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
íàãðóæåíèÿ ñðåäû. Äàíàÿ ïðîöåäóðà ó÷èòûâàåò èñòîðèþ íàãðóæåíèÿ 
ñðåäû, íî íå ìàòåðèàëà (íå ÿâëÿåòñÿ èíêðåìåíòàëüíîé). 
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Èíêðåìåíòàëüíûé ôóíêöèîíàë ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè (3.3) îïðåäåëÿåì 

êàê ôóíêöèþ ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê íà ( s 1+ )–øàãå 
äåôîðìèðîâàíèÿ: 

 i i i i
s 1 s 1 (k) s (k) s 1 s 1 (1) s (1) s 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆI I ( ) , ( ) I ( ) , ( ) ,+ + + + +
  ∆ = ∆ θ ∆ θ = ∆ θ ∆ θ  u u u u  

 i i
(k) s (k) s 1

ˆ ˆˆ ˆ..., ( ) , ( ) ,...+
θ ∆ θ u u , s 0,1,...,= maxk 1,2,...,k= . (3.7) 

Èíêðåìåíòàëüíûé ôóíêöèîíàë ïðèðàùåíèÿ äåéñòâèÿ (3.4) îïðåäåëÿåì 
êàê ôóíêöèîíàë òåêóùèõ ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé (òðàåêòîðèé) 

êàðêàñíûõ òî÷åê íà ïðîìåæóòêå s s 1t t t +≤ ≤  äëÿ s 1+ – øàãà 

äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû: 

 
s 1

s

t
i i i i

s 1 s 1 (k) s (k) s 1 (1) s (1)t
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆI I ( , t ), ( , t) I ( , t ), ( , t),

+

+ + +
  ∆ = ∆ θ ∆ θ = ∆ θ ∆ θ  u u u u  

 
s 1

s

t
i i
(k) s (k)

t

ˆ ˆˆ ˆ..., ( , t ), ( , t), ... ,
+θ ∆ θ u u   (3.8) 

 s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  maxk 1,2,...,k .=  

Ïðè ýòîì îáà ôóíêöèîíàëà (3.7) è (3.8) îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò 
ïðåäûñòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû è å¸ ìàòåðèàëà, êîòîðàÿ ïðåäøåñòâóåò 

ìîìåíòó âðåìåíè st . 

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå àíàëèç êîìïîçèòíîé ñðåäû 
ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ïåðåìåùåíèé å¸ êàðêàñíûõ òî÷åê, äîñòàâëÿþùèõ 
ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè (3.6), ôóíêöèîíàëó 
èíêðåìåíòàëüíîãî ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè (3.7) èëè ôóíêöèîíàëó 
èíêðåìåíòàëüíîãî ïðèðàùåíèÿ äåéñòâèÿ (3.8). Ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ 
âíóòðåííèå ïîëÿ ñðåäû (ïîëÿ â êîìïîíåíòàõ ìàòåðèàëà ñðåäû), îòâå÷àþùèå 
ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ 
óñëîâèÿõ è âíåøíèõ âîçäåéñòâóþùèõ ïîëÿõ. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà 
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [10] èëè ìåòîäà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé (ÌËÂ) 
[11] â ìåòîäå êàðêàñíûõ áëîêîâ (ÌÊÁ) âìåñòî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èç 
îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ïðèñóòñòâóþò êàðêàñíûå áëîêè ñðåäû. Ïðè ýòîì 
ôóíêöèîíàëû ýíåðãèè èëè äåéñòâèÿ äëÿ áëîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèé 
ôîðìèðóåìûõ äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, à íå íà îñíîâå 
àïïðîêñèìàöèè ïîëåé ïåðåìåùåíèé ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ ôóíêöèé, êàê ýòî 
èìååò ìåñòî äëÿ ÌÊÝ. Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå íå 
ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà â ñèëó ñòðóêòóðíîãî ñòðîåíèÿ áëîêîâ, êîãäà ïîëÿ èõ 
âíóòðåííèõ ïåðåìåùåíèé èìåþò ëîêàëüíûé õàðàêòåð ñ ðàçðûâàìè 
ãðàäèåíòîâ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Äàëåå 
ïðåäñòàâèì ñõåìû ìåòîäà êàðêàñíûõ áëîêîâ â ôîðìàõ äèôôåðåíöèàëüíîé è 
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷ íà âåðõíåì óðîâíå àíàëèçà. 

4. Ìàêðîìåõàíè÷åñêèé óðîâåíü àíàëèçà 

Ðàññìîòðèì ñõåìó ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà â ñëó÷àå 
ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà áàçå âû÷èñëåíèÿ 
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ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè (3.2) êàê ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ 
òî÷åê 

 
max(k )(1) (2) (k) en e

e n e

ˆ ˆ ˆ ˆI I , ,..., ,..., I I = = =  ∑∑ ∑u u u u , (4.1) 

 

( )enen en

e n ij en n i en n i ( )en

n n n AV V

I Ф [q ]dV P [u ]dV П [u ]dA

σ

σ= + +∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ , s 1, 2,...= . 

(èíäåêñ íóìåðàöèè s −øàãà íàãðóæåíèÿ ñðåäû óïóñêàåì), ãäå 

eI −ôóíêöèîíàë ýíåðãèè äëÿ áëîêà «å» ñðåäû. Ïðåäñòàâëÿåìàÿ äàëåå ñõåìà 

ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî àíàëèçà ïðèìåíèìà è äëÿ ñëó÷àÿ îïèñàíèÿ 
äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà îñíîâå èíêðåìåíòàëüíîãî ôóíêöèîíàëà (3.3) ñ 
òåì îòëè÷èåì, ÷òî îïåðàöèè ìåòîäà ÌÊÁ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ 

èíêðåìåíòàëüíûìè ïðèðàùåíèÿìè ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê (k)
ˆ∆u  

âìåñòî ñàìèõ ïåðåìåùåíèé (k)û . Äàííàÿ ñõåìà ïðèìåíèìà è â ñëó÷àå 

îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà 
èíêðåìåíòàëüíîãî äåéñòâèÿ (3.4) ñ òîé ïîïðàâêîé, ÷òî îïåðàöèè ìåòîäà 
ïðîèçâîäÿòñÿ íå íà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ ïåðåìåùåíèé, à íà òåêóùèõ 
ïðèðàùåíèÿõ ïåðåìåùåíèé (òðàåêòîðèÿõ) êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû íà 

èíêðåìåíòàëüíûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè s s 1t t t +≤ ≤ , s 0, 1,...= . 

Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè ñðåäû (4.1) (ôóíêöèîíàë (3.2)) âû÷èñëÿåì íà 
îñíîâå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âñåõ е − áëîêîâ ñðåäû â óñëîâèÿõ èõ 
ñîâìåñòíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïåðåìåùåíèÿõ êàðêàñíûõ òî÷åê  

 ( )max

i
(1) (2) (k) (k ) k max

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,..., ,..., ( ); k 1,2,...,k⇒ θ =u u u u u ,  (4.2) 

êîòîðûå îïðåäåëåíû íà ñîîòâåòñòâóþùåì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è 
äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû â êà÷åñòâå îïòèìèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàë 
ïðèáëèæåíèÿ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî 
ôóíêöèîíàëà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ 
ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû (4.2) êàê îáðàùàþùèå â íóëü 
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè (4.1) ïî ïåðåìåùåíèÿì ýòèõ æå 
êàðêàñíûõ òî÷åê: 

 ( )(1) (2) (k)
(1)

I
ˆ ˆ ˆ, ,..., ,... 0

ˆ

∂
=

∂
u u u

u
, ( )(1) (2) (k)

(2)

I
ˆ ˆ ˆ, ,..., ,... 0

ˆ

∂
=

∂
u u u

u
, (4.3) 

 …, ( )(1) (2) (k)
(k)

I
ˆ ˆ ˆ, ,..., ,... 0

ˆ

∂
=

∂
u u u

u
,… .  

Êàæäóþ èç âåêòîðíûõ ïðîèçâîäíûõ (4.3) ðàññìàòðèâàåì êàê 

ñîâîêóïíîñòü òðåõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîìïîíåíòàì (k)iû  âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ 

i
(k) (k)i

ˆ û= �
u r . Ê óðàâíåíèÿì (4.3) ìîæíî ïðèéòè è íà îñíîâå ïðèíöèïà 

âîçìîæíûõ (âèðòóàëüíûõ) ïåðåìåùåíèé (i)
ˆI ( I /δ = ∂ ∂u ) (i)

ˆ 0δ =u . 
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Ïîëàãàåì, ÷òî âàðèàöèÿ (ïðèðàùåíèå) (k)
ˆ∆u  ïåðåìåùåíèÿ (k)û  

êàðêàñíîé òî÷êè (k)  èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå ñðåäû äëÿ òåõ å¸ áëîêîâ, êîòîðûå 

ñîñòàâëÿþò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü äàííîé êàðêàñíîé òî÷êè. Òàêóþ 
îêðåñòíîñòü íàçûâàåì îêðåñòíîñòüþ âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè. Íîâîå 
çíà÷åíèå ýíåðãèè ñðåäû (4.1), îáóñëîâëåííîå èçìåíåíèåì ïåðåìåùåíèÿ 

êàðêàñíîé òî÷êè, îïðåäåëèòñÿ íîâûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè (k)I  îêðåñòíîñòè 

âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k)  êàê ñóììîé ýíåðãèé 
ekI  áëîêîâ, 

ñîñòàâëÿþùèõ äàííóþ îêðåñòíîñòü: 

 
e

e

(k) k

k

I I=∑ ; 
ek eI I= , ee k→ ,   (4.4) 

ãäå 
ekI  íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (4.1) äëÿ ýíåðãèè eI  áëîêà ñ íîìåðîì ek  â 

êà÷åñòâå å. 
Â ñèëó ïîíÿòèÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè èìååò ìåñòî 

ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãèè ñðåäû (3.2) è èíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ 
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, êàê (3.3), (3.4), â àääèòèâíîì âèäå 

 (k) (k)I I I= + ; (k) (k) (k)
ˆI I ( )= u ,   (4.5) 

ãäå (k)I − ýíåðãèÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k) , (k)I − ýíåðãèÿ 

ñðåäû çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k) . Ïðè 

èçìåíåíèè ïîëîæåíèÿ òî÷êè (k)  èçìåíÿåòñÿ ýíåðãèÿ (k)I  (ÿâëÿåòñÿ 

ôóíêöèåé (k)û ), ýíåðãèÿ (k)I  îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Íîâûå çíà÷åíèÿ 

ýíåðãèé áëîêîâ eI  èç îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k)  

îïðåäåëÿåì íà îñíîâå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îêðåñòíîñòè èç ýòèõ 

áëîêîâ ïðè íîâîì (âàðüèðîâàííîì) ïåðåìåùåíèè (k) (k)
ˆ ˆ+ ∆u u  äàííîé 

êàðêàñíîé òî÷êè.  
Ìîæíî ïðèìåíÿòü îäíî– , äâóõ– , òðåõñëîéíûå è ò.ä. ñõåìû 

îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê. Â ñëó÷àå îäíîñëîéíîé ñõåìû 
ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåùåíèå êàðêàñíîé òî÷êè âëèÿåò íà ñîñòîÿíèå å¸ 
îêðåñòíîñòè, îáðàçîâàííîé îäíèì ñëîåì áëîêîâ âîêðóã êàðêàñíîé òî÷êè. 
Òàêàÿ îêðåñòíîñòü, ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ñðåäû, ñîäåðæèò 2õ2õ2=8 
áëîêîâ è 3õ3õ3=27 êàðêàñíûõ òî÷åê. (Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîìåðíîé 
çàäà÷è îäíîñëîéíàÿ îêðåñòíîñòü âëèÿíèÿ ñîäåðæèò 2 áëîêà è 3 êàðêàñíûõ 
òî÷åê (ïîâåðõíîñòåé), äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè äâóõìåðíîé çàäà÷è – 2õ2=4 
áëîêîâ è 3õ3=9 êàðêàñíûõ òî÷åê (ëèíèé)). Íà ðèñ. 3,à â ïëîñêîñòè ïëàíà 
ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû 4 áëîêà èç 8 áëîêîâ, âêëþ÷àåìûõ îäíîñëîéíîé 

îêðåñòíîñòüþ òî÷êè (k ). Ïðè äâóõñëîéíîé ñõåìå îêðåñòíîñòü âëèÿíèÿ 
êàðêàñíîé òî÷êè ñîäåðæèò 4õ4õ4=64 áëîêîâ è 5õ5õ5=125 êàðêàñíûõ 
òî÷åê. (Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîìåðíîé çàäà÷è äâóõñëîéíàÿ îêðåñòíîñòü 
âëèÿíèÿ ñîäåðæèò 4 áëîêà è 5 êàðêàñíûõ òî÷åê (ïîâåðõíîñòåé), äëÿ 
ìàêðîñêîïè÷åñêè äâóõìåðíîé çàäà÷è – 4õ4=16 áëîêîâ è 5õ5=25 êàðêàñíûõ 
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òî÷åê (ëèíèé)). Èç 64 áëîêîâ, âêëþ÷àåìûõ äâóõñëîéíîé îêðåñòíîñòüþ 

òî÷êè (k ), íà ðèñ. 3,b â ïëîñêîñòè ïëàíà ïîêàçàíû 16 áëîêîâ. 
Â îáùåì ñëó÷àå р − ñëîéíîé îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè 

÷èñëî âêëþ÷àåìûõ îêðåñòíîñòüþ áëîêîâ 2ðõ2ðõ2ð è êàðêàñíûõ òî÷åê 
(2ð+1)õ(2ð+1)õ(2ð+1) (ïðè ïëîñêîé èëè îñåñèììåòè÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è 
íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå – 2ðõ2ð áëîêîâ è (2ð+1)õ(2ð+1) êàðêàñíûõ 
òî÷åê). 

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.3), îïðåäåëÿþùåå ïåðåìåùåíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê, íàõîäèì íà îñíîâå äèñêðåòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà [12]. Â 
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà ïðèõîäèì ê èòåðàòèâíîé 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé ìåòîäà êàðêàñíûõ áëîêîâ, 
ðåàëèçóåìîãî â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è: 

 ( )
n n
m m( ) ( )

2
n 1 n
( ) ( )

ˆ ˆ(k)(k) ( )

II
ˆ ˆ 0

ˆˆ ˆ l l
l

+ ∂∂
+ =−

∂∂ ∂ u u

u u
uu u

, k, 1,2,... ,l =   (4.6) 

ãäå n
( )

ˆ
lu , n 1

( )
ˆ

l
+ −u ïðåäûäóùåå (óòî÷íÿåìîå) è ïîñëåäóþùåå (óòî÷íåííîå) 

ïðèáëèæåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ( )l −êàðêàñíîé òî÷êè; (k)
ˆI∂ ∂u è 

2
(k) ( )

ˆ ˆI l∂ ∂ ∂ −u u ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåùåíèþ (k) −  êàðêàñíîé òî÷êè 

è ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåùåíèÿì (k) −  è ( )l −  êàðêàñíûõ 
òî÷åê îò ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ ñîâîêóïíîñòè 

óòî÷íÿåìûõ ïðèáëèæåíèé ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû n
(m)û , 

m 1,2,...=  . 

Ïðîèçâîäíûå îò ýíåðãèè ïî ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê (4.3) 
îïðåäåëÿåì ÷èñëåííûì ñïîñîáîì íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé 
âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ ó÷åòîì (4.5) êàê  

 
(k) (k) (k) (k) (k) (k)

(k) (k)

ˆ ˆ ˆ ˆI ( ) I ( )I

ˆ ˆ2

+ ∆ − − ∆∂
=

∂ ∆

u u u u

u u
, k 1,2,...=  .  (4.7) 

Çäåñü (k) (k) (k) (k) (k) (k)
ˆ ˆ ˆ ˆI ( ), I ( )+ ∆ − ∆ −u u u u çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà 

ýíåðãèè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé òî÷êè, ïîëó÷àåìûå èì ïðè 

èçìåíåíèè (âàðüèðîâàíèè) ïåðåìåùåíèÿ (k)û  êàðêàñíîé òî÷êè ñ íîìåðîì k  

íà âåëè÷èíû (k)
ˆ∆u  è (k)

ˆ−∆u  ñîîòâåòñòâåííî, êîãäà ïåðåìåùåíèÿ îñòàëüíûõ 

êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû íå èçìåíÿþòñÿ. 
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a     á 

Ðèñóíîê 3 – Ñõåìû îäíîñëîéíîé (à) è äâóõñëîéíîé (á) îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ 
êàðêàñíîé òî÷êè (k) â ïëîñêîñòè ïëàíà. 

 
Ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè (4.1) ïî 

ïåðåìåùåíèÿì (k) −  è ( )l −  êàðêàñíûõ òî÷åê 2
(k) ( )

ˆ ˆI 0l∂ ∂ ∂ ≠u u  â òîì 

ñëó÷àå, åñëè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  è ( )l  ïåðåñåêàþòñÿ 

ìåæäó ñîáîé. Ïðèìåì âî âíèìàíèå ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãèè ñðåäû â âèäå  

 (k ) (k )I I Il l= + , (k ) (k ) (k) ( )
ˆ ˆI I ( , )l l l= u u ,   (4.8) 

ãäå (k )I l − ýíåðãèÿ îáúåäèíåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé îêðåñòíîñòåé 

âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  è ( )l , (k )I l − ýíåðãèÿ ñðåäû çà èñêëþ÷åíèåì 

îáúåäèíåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  

è ( )l . Èçìåíåíèå ïîëîæåíèé òî÷åê (k)  è ( )l  îáóñëîâëèâàåò èçìåíåíèå 

ýíåðãèè (k )I l , ýíåðãèÿ (k )I l  ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ. 

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ýíåðãèè âû÷èñëÿåì íà 

îñíîâå ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ ó÷åòîì (4.8) êàê (k l≠ ): 

  
2

(k) ( ) (k) (k) ( ) ( )(k ) (k )(k) ( )

(k) ( ) (k) ( )
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ˆ ˆ ˆ ˆ4

l l ll ll
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+ ∆ + ∆ − − ∆ + ∆ −∂
=

∂ ∂ ∆ ∆

u u u u u u u u

u u u u
   (4.9) 

 
(k) ( ) ( ) (k) (k) ( ) ( )(k)(k ) (k )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆI ( , ) I ( , )l l l ll l− + ∆ − ∆ + − ∆ − ∆u u u u u u u u
, 

 k, 1,2,...l =  

(îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷åê (k)  è ( )l  ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé). Çäåñü 

(k ) (k) (k) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆI ( , )l l l+ ∆ + ∆u u u u ,…, (k ) (k) (k)

ˆ ˆI ( ,l − ∆u u  ( ) ( )
ˆ ˆ )l l− ∆ −u u  çíà÷åíèÿ 

ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè îáúåäèíåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé 

îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ (k) −  è ( )l −  êàðêàñíûõ òî÷åê, êîòîðûå ïîñëåäíèé 

ïîëó÷àåò ïðè èçìåíåíèè ïåðåìåùåíèÿ (k)û  òî÷êè (k)  íà âåëè÷èíû (k)
ˆ∆u  è 

(k)
ˆ−∆u  ïðè îäíîâðåìåííîì èçìåíåíèè ïåðåìåùåíèÿ ( )ˆ lu  òî÷êè ( )l  íà 
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âåëè÷èíû ( )
ˆ

l∆u  è ( )
ˆ

l−∆u . Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (4.6) îò 

ôóíêöèîíàëà I  ïî ïåðåìåùåíèÿì òî÷åê (k)  è ( )l  ïîíèìàåòñÿ êàê 

ñîâîêóïíîñòü åãî äåâÿòè ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî êîìïîíåíòàì 

(k)iû , i 1,..,3=  è ( ) jû l , j 1,..,3=  äàííûõ âåêòîðîâ. Ýíåðãèÿ îáúåäèíåíèÿ 

ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ äâóõ êàðêàñíûõ òî÷åê 
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìèêðîêðàåâîé çàäà÷è 
äëÿ äàííîãî îáúåäèíåíèÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ. 

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà â (4.6) 

ïî ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  è ( )l  ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìåæäó 

ñîáîé îêðåñòíîñòÿìè âëèÿíèÿ ðàâíÿþòñÿ íóëþ. Ïðèìåíÿÿ êîíå÷íóþ 

ðàçíîñòü ïî ˆ
lu  îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé (k)

ˆI∂ ∂u  êàê ðàçíèöó çíà÷åíèé ýòîé 

ïðîèçâîäíîé ïðè ( ) ( )
ˆ ˆ

l l+ ∆u u  è ( ) ( )
ˆ ˆ

l l− ∆u u  è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.5), â 

ñèëó íåçàâèñèìîñòè ýíåðãèè k −îêðåñòíîñòè îò ñîñòîÿíèÿ l − îêðåñòíîñòè, 
íàéäåì: 

 
( )( )

2
(k) (k) (k) (k) (k) (k)

ˆˆ(k) ( ) ( ) (k)

ˆ ˆ ˆ ˆI ( ) I ( )I 1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2
lll l +∆

 + ∆ − − ∆∂
= −∂ ∂ ∆ ∆ uu

u u u u
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 (4.10) 
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(k) (k) (k) (k) (k) (k)

ˆˆ
(k)

ˆ ˆ ˆ ˆI ( ) I ( )
0

ˆ2 ll
− ∆

+ ∆ − − ∆
− =∆ uu

u u u u

u
, k, 1,2,...l =  

(îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷åê (k)  è ( )l  íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé). 

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïðè k l=  â (4.6) îïðåäåëÿåì èñõîäÿ èç çíà÷åíèÿ 

ýíåðãèè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷êè (k)  ïðè èñõîäíîì ïåðåìåùåíèè (k)û  è 

äâóõ çíà÷åíèé ýíåðãèè, îáóñëîâëåííûõ èçìåíåíèÿìè êàðêàñíîãî 

ïåðåìåùåíèÿ íà âåëè÷èíû (k)
ˆ∆u  è (k)

ˆ−∆u : 

 
2

(k) (k) (k) (k) (k) (k) (k) (k)

2
(k) (k)(k)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆI ( ) 2I ( ) I ( )I

ˆ ˆˆ

+ ∆ − + − ∆∂
=

∆ ∆∂

u u u u u

u uu
,  (4.11) 

 k 1,2,...=  . 
Äëÿ êàðêàñíûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ñðåäû ñ 

êèíåìàòè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, çàäàþòñÿ èõ ïåðåìåùåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå 
äàííûìè óñëîâèÿìè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äèñêðåòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà (4.6) 

ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ, îòâå÷àþùèå êàðêàñíûì òî÷êàì (k ), êîòîðûå 
ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè ñðåäû è íà ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñ 

çàäàííûìè ñèëîâûìè óñëîâèÿìè. Ìàòðèöà n
(m)

2
(k) ( ) ˆ

ˆ ˆI l∂ ∂ ∂
u

u u , k, 1,2,...l =  

ñèñòåìû äàííûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿåìàÿ êàê (4.9) – (4.11), ñèììåòðè÷íà 
è èìååò ëåíòî÷íûé õàðàêòåð. Øèðèíà ëåíòû íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ 
ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ñëîåâ áëîêîâ â îêðåñòíîñòÿõ âëèÿíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê.  
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Â ñëó÷àå îäíîñëîéíûõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ ïðîèçâîäíûå 
2

(k) ( )
ˆ ˆI l∂ ∂ ∂u u  îòëè÷íû îò íóëÿ ïî ïåðåìåùåíèÿì òîëüêî òåõ ( )l −êàðêàñíûõ 

òî÷åê, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé òî÷êè. 

Äëÿ âíóòðåííåé êàðêàñíîé òî÷êè (k) , íå ïðèíàäëåæàùåé ãðàíè÷íîé 

ïîâåðõíîñòè ñðåäû, ñ îäíîñëîéíîé îêðåñòíîñòüþ âëèÿíèÿ èç 8 áëîêîâ ñ 27-
þ êàðêàñíûìè òî÷êàìè, îòëè÷íûìè îò íóëÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå 
ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà: 

 
2

2
(k)

I
0

ˆ

∂
≠

∂ u
, 

1

2

(k )(k)

I
0

ˆ ˆ

∂
≠

∂ ∂u u
,…,

26

2

(k )(k)

I
0

ˆ ˆ

∂
≠

∂ ∂u u
,   (4.12) 

ãäå k , 1k , 2k ,…, 26k −íîìåðà êàðêàñíûõ òî÷åê èç îäíîñëîéíîé îêðåñòíîñòè 

âëèÿíèÿ òî÷êè (k) . Êàæäîå èç ñîîòíîøåíèé (4.12), çàïèñàííîå â âåêòîðíîé 

ôîðìå, óñòàíàâëèâàåò îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû, ÿâëÿþùèåñÿ 

âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè îò ýíåðãèè I  ïî êîìïîíåíòàì ïåðåìåùåíèé (k)1û , 

(k)2û , (k)3û ; … ; 
26(k )1û , 

26(k )2û , 
26(k )3û . Òàêèì îáðàçîì, øèðèíà ëåíòû 

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.6) 
èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû äèñêðåòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ âíóòðåííèõ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû ðàâíÿåòñÿ 27õ3=81. Äëÿ êàðêàñíûõ òî÷åê íà 
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû øèðèíà ëåíòû íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ 
ìàòðèöû ìåíüøå. Åñëè êàðêàñíàÿ òî÷êà ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè òðåõ 
ãëàäêèõ ÷àñòåé íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû (ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé), òî å¸ 
îêðåñòíîñòü âëèÿíèÿ ñîñòîèò èç îäíîãî áëîêà ñ 8-þ êàðêàñíûìè òî÷êàìè è 
ñîîòâåòñòâóþùàÿ øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû 8õ3=24. Äëÿ êàðêàñíîé òî÷êè íà 
ïåðåñå÷åíèè äâóõ ãëàäêèõ ÷àñòåé íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòü 
âëèÿíèÿ âêëþ÷àåò äâà áëîêà ñ 12-þ êàðêàñíûìè òî÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû 12õ3=36. Åñëè êàðêàñíàÿ òî÷êà ðàñïîëàãàåòñÿ íà 
÷àñòè íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ãëàäêîé èëè 
êóñî÷íî-ãëàäêîé, òî å¸ îäíîñëîéíàÿ îêðåñòíîñòü âëèÿíèÿ ñîäåðæèò 4 áëîêà 
ñ 18 êàðêàñíûìè òî÷êàìè è øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû ðàâíÿåòñÿ 18õ3=54. 

Â ñëó÷àå äâóõñëîéíûõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê 

îòëè÷íûìè îò íóëÿ ïðîèçâîäíûìè îò ïðîèçâîäíîé (k)
ˆI∂ ∂u  ÿâëÿþòñÿ 

ïðîèçâîäíûå íå òîëüêî ïî ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèåñÿ 

â îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé òî÷êè. Îòëè÷íû îò íóëÿ òàêæå è 

ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê èç îäíîãî (òðåòüåãî) ñëîÿ, 
îêðóæàþùåãî äàííóþ äâóõñëîéíóþ îêðåñòíîñòü. Îáùåå ÷èñëî êàðêàñíûõ 
òî÷åê â äâóõñëîéíîé îêðåñòíîñòè è å¸ îêðóæàþùåì (òðåòüåì) ñëîå 
7õ7õ7=343. Ïîýòîìó â óðàâíåíèÿõ (4.6) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êàðêàñíîé 

òî÷êè (k)  íå ðàâíû íóëþ ñëåäóþùèå âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèîíàëà 

ýíåðãèè: 
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Çäåñü 1(k ) ,…, 342(k ) −íîìåðà êàðêàñíûõ òî÷åê, êîòîðûå ïîìèìî ñàìîé 

òî÷êè (k ) ðàñïîëîæåíû â îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ äàííîé òî÷êè è ñëîå, 
êîòîðûé ê íåé ïðèìûêàåò. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â 
ñòðîêå ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ñõåìû 
ìåòîäà ðàâíÿåòñÿ 343õ3=1029 – äëÿ âíóòðåííèõ êàðêàñíûõ òî÷åê íà 
ãëóáèíå òðåõ è áîëåå ñëîåâ îò ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. 

Â îáùåì ñëó÷àå р − ñëîéíîé ñõåìû äëÿ ôèêñèðîâàííîé êàðêàñíîé 

òî÷êè (k)  ïðîèçâîäíûå 2
(k) ( )

ˆ ˆI l∂ ∂ ∂u u  îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïî 

ïåðåìåùåíèÿì òåõ êàðêàñíûõ òî÷åê, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ êàê â 

îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷êè (k)  èç р  ñëîåâ, òàê è â р 1−  îêðóæàþùèõ 

ñëîÿõ. ×èñëî êàðêàñíûõ òî÷åê ( )l  â р − ñëîéíîé îêðåñòíîñòè è 

ïðèìûêàþùèõ ê íåé ñëîÿõ, ïî ïåðåìåùåíèÿì êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå 
2

( )(k)
ˆ ˆI l∂ ∂ ∂u u , k const=  îòëè÷íû îò íóëÿ, ðàâíÿåòñÿ 

(4р 1)x(4р 1)x(4р 1)− − − . Ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â 

ñòðîêå ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.4) ðàâíî 3(4р 1) x3− . 

Îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê, ïðèìûêàþùèå ê ãðàíè÷íîé 
ïîâåðõíîñòè ñðåäû, è èõ ñëîè «ïðèòÿæåíèÿ» ñîñòîÿò èç ìåíüøåãî ÷èñëà 
áëîêîâ è ÷àñòåé áëîêîâ, îòñåêàåìûõ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ ñðåäû. Òàêèå 
îêðåñòíîñòè ñîäåðæàò ìåíüøåå ÷èñëî êàðêàñíûõ òî÷åê, ïî ïåðåìåùåíèÿì 
êîòîðûõ âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè 

2
(k) ( )ˆ ˆI l∂ ∂∂ u u îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ. 

Äëÿ òî÷åê (k ) ñ îäíîñëîéíûìè îêðåñòíîñòÿìè, ðàñïîëîæåííûõ íà 
÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû ñ âíåøíåé íàãðóçêîé, ÷èñëî íåíóëåâûõ 
ýëåìåíòîâ â ñòðîêå ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) áóäåò ìåíüøèì, ÷åì 
äëÿ êàðêàñíîé òî÷êè â «ãëóáèíå» ñðåäû. Â ñëó÷àå äâóõñëîéíûõ 
îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî óæå äëÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â òðåõ ïðèãðàíè÷íûõ ñëîÿõ êàðêàñíûõ 
òî÷åê. Ïðè р − ñëîéíûõ îêðåñòíîñòÿõ âëèÿíèÿ øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû äëÿ 

òî÷åê èç 2р 1−  ïðèãðàíè÷íûõ ñëîåâ êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû ìåíüøå, ÷åì 

øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû äëÿ áîëåå «ãëóáîêî» ðàñïîëîæåííûõ êàðêàñíûõ 
òî÷åê (çäåñü â êîíòåêñòå èçëîæåíèÿ óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ñëîè 
(ïîâåðõíîñòè) ðàñïîëîæåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê âìåñòî ñëîåâ áëîêîâ). 

Äëÿ òî÷åê (k ), êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ íà ÷àñòè ãðàíè÷íîé 
ïîâåðõíîñòè ñðåäû ñ êèíåìàòè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèå 
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) íå ôîðìèðóþòñÿ. ×èñëî ñëîåâ 

êàðêàñíûõ òî÷åê (k ), äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ 
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2
(k) ( )ˆ ˆI l∂ ∂∂ u u ìåíüøå, ÷åì äëÿ «ãëóáîêî» ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê, íà 

åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåâ êàðêàñíûõ òî÷åê âîçëå 
«ñèëîâîé» ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. 

Â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ìåòîäà êàðêàñíûõ áëîêîâ â ôîðìå ýêñòðåìàëüíîé 
çàäà÷è ïðîèçâîäèòñÿ ïðÿìàÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè 
ñðåäû (4.1) íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîãî âàðüèðîâàíèÿ ïåðåìåùåíèé åé 
êàðêàñíûõ òî÷åê. Äëÿ êàæäîãî âíîâü âàðüèðîâàííîãî (èçìåíåííîãî) 
çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè ðåøàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ å¸ 
îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ äàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ 

îïðåäåëÿþòñÿ íîâûå âíóòðåííèå ïîëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé 

òî÷êè è èçìåíåííîå (íîâîå) çíà÷åíèå å¸ ýíåðãèè (k)I . Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.5) 

ýíåðãèÿ ñðåäû ïðè ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå îáóñëîâëèâàåòñÿ ëèøü 
èçìåíåíèåì ýíåðãèè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè, òî èçìåíåííîå 

(íîâîå) çíà÷åíèå ýíåðãèè ñðåäû (k) (k)I I I= + , ãäå (k)I − çíà÷åíèå ýíåðãèè 

ñðåäû çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷êè (k ), êîòîðîå ïðè 
âàðüèðîâàíèè å¸ ïåðåìåùåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. 

Âàðüèðîâàíèå ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ïðîèçâîäèòñÿ ñ ó÷åòîì 
ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèé (êèíåìàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé). Åñëè 
âàðüèðîâàíèå ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ 
ýíåðãèè å¸ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (4.4), òî âàðèàöèÿ êàðêàñíîãî 
ïåðåìåùåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ àêòóàëüíîé. Åñëè ýíåðãèÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ 
óâåëè÷èâàåòñÿ, òî âàðèàöèÿ ïåðåìåùåíèÿ àííóëèðóåòñÿ, ò.å. ïðîèçâîäèòñÿ 
âîçâðàò ê ïðåäøåñòâóþùèì çíà÷åíèÿì ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè è 
ýíåðãèè åå îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ âàðèàöèîííîé 
ïðîöåäóðû äëÿ äàííîé êàðêàñíîé òî÷êè ïðîèçâîäèòñÿ âûïîëíåíèå 
ïðîöåäóðû äëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ ñìåæíîé ñ íåé äðóãîé êàðêàñíîé 
òî÷êè è ò.ä., â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíîé ñõåìîé ÌËÂ [11]. Îòëè÷èå îò 
èçâåñòíîé ñõåìû â òîì, ÷òî âíóòðåííèå ïîëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ 
êàðêàñíîé òî÷êè ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ìèêðîêðàåâûõ 
çàäà÷, à íå íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè ïîëåé ïåðåìåùåíèé ñ ïîìîùüþ 
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. 

Ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ ïðè åãî ðåàëèçàöèè â ýêñòðåìàëüíîé ôîðìå 
ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ ñðåä 
(êàê, âïðî÷åì, è îäíîðîäíûõ) â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ îãðàíè÷åíèé íà 
ïåðåìåííûå çàäà÷è â âèäå íåðàâåíñòâ (êîíòàêòíûå çàäà÷è, ó÷åò ñèë òðåíèÿ 
è ò.ï.). 

Îäíîñëîéíàÿ ñõåìà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìíîãîñëîéíûìè áîëåå ïðîñòî 
ðåàëèçóåòñÿ, òðåáóåò íàèìåíüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé è, âìåñòå ñ òåì, ïî 
òî÷íîñòè àíàëèçà òàêàÿ, êàê ìíîãîñëîéíûå ñõåìû. Ïîñëåäíåå âïîëíå 
î÷åâèäíî èç ðåàëèçàöèè ïîäõîäà â ôîðìå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. 
Ïîãðåøíîñòü àíàëèçà êîìïîçèòíîé ñðåäû íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî 
ïîäõîäà, ðåàëèçóåìîãî êàê â äèôôåðåíöèàëüíîé, òàê è ýêñòðåìàëüíîé 
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ôîðìàõ, íå çàâèñèò îò ñòåïåíè äèñêðåòèçàöèè íà âåðõíåì óðîâíå àíàëèçà 
(ìàñøòàáà ðàçáèåíèÿ ñðåäû íà áëîêè, çàäàþùåì ãóñòîòó êàðêàñíûõ òî÷åê). 
Ïîãðåøíîñòü ïîäõîäà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî òî÷íîñòüþ ðåøåíèÿ êðàåâûõ 
(ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíûõ) çàäà÷ äëÿ áëîêîâ ñðåäû íà îñíîâå óðàâíåíèé 
ÌÄÒÒ, òî åñòü çàâèñèò òîëüêî îò ñòåïåíè äèñêðåòèçàöèè íèæíåãî óðîâíÿ 
àíàëèçà (äèñêðåòèçàöèè áëîêîâ ñðåäû). 

Ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê ðàñ÷åòó 
(àíàëèçó) îäíîðîäíîé ñðåäû. Ýíåðãèÿ áëîêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ 
îäíîðîäíàÿ ñðåäà, ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè âû÷èñëèòåëüíîé 
ìåõàíèêè, êàê-òî: ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ), ìåòîäîì êîíå÷íûõ 
ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), ìåòîäàìè íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äð. Ïðè ýòîì 
òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ñðåäû áóäåò çàâèñåòü íå îò ðàçìåðîâ áëîêîâ (÷èñëà 
êàðêàñíûõ òî÷åê), à îò ïëîòíîñòè äèñêðåòíîé ñåòêè (ñòåïåíè 
äèñêðåòèçàöèè) áëîêîâ â ðàñ÷åòå ñ ïîìîùüþ ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà. 
(Ôîðìàëüíî îäíîðîäíàÿ ñðåäà, êàê è ñòðóêòóðíàÿ, ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà 
íåñêîëüêî áëîêîâ ñ åäèíñòâåííîé êàðêàñíîé òî÷êîé âíóòðè ñðåäû, 
ÿâëÿþùåéñÿ èõ îáùåé âåðøèíîé). 

5. Ìèêðîìåõàíè÷åñêèé (ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíûé) óðîâåíü àíàëèçà 

Íà ìèêðîìåõàíè÷åñêîì (ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîì) óðîâíå àíàëèçà ñðåäû 
äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ åå êàðêàñíûõ òî÷åê ôîðìèðóþòñÿ êðàåâûå 
(ìèêðîêðàåâûå) çàäà÷è. Ñîîòâåòñòâåííî ñòàòè÷åñêîìó èëè äèíàìè÷åñêîìó 
õàðàêòåðó ìàêðîìåõàíè÷åñêîé (â öåëîì äëÿ ñðåäû) êðàåâîé çàäà÷è íà 
ìèêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå ðåøàþòñÿ ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è â ñòàòè÷åñêîé 
èëè äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêàõ. Ðåøåíèÿ ìèêðîêðàåâûõ çàäà÷ âûÿâëÿþò 
âíóòðåííèå ïîëÿ â îêðåñòíîñòÿõ âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê. Â èòîãå èõ 
ðåøåíèé âíóòðåííèå ïîëÿ âûÿâëÿþòñÿ â öåëîì äëÿ âñåé ñðåäû. Íà îñíîâå 
íàéäåííûõ âíóòðåííèõ ïîëåé îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ 
ôóíêöèîíàëû ýíåðãèè, ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè èëè äåéñòâèÿ äëÿ 
îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ (äëÿ ñðåäû â öåëîì äàííûå ôóíêöèîíàëû çàäàþòñÿ 
(3.2), (3.3) è (3.4) ñîîòâåòñòâåííî). Ôóíêöèîíàëû ñîñòîÿíèÿ ñðåäû 
âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ðåàëèçàöèÿõ ïîäõîäà êàê â äèôôåðåíöèàëüíîé, òàê è 
ýêñòðåìàëüíîé ôîðìàõ. Â ñëó÷àå ÌÊÁ â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è 
ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ òàêæå äëÿ îáúåäèíåíèé ïîïàðíî 
ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê 
ñðåäû (ñì. ï.4). 

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû ïðåäñòàâëÿåì â âèäå 

 
k

1/2 ij k k k n
i jn j n n n
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(q / q) ( u ) F 0
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 ∂ ∇ σ δ +∇ +ρ − =     ∂ 
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ãäå (k)nV −îáëàñòü îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k )–òî÷êè, çàíèìàåìàÿ n −é 

ñòðóêòóðíîé ñîñòàâëÿþùåé; i k i
n n

ˆ ˆ( ), F ( , t)ρ θ θ −ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà è 

êîìïîíåíòû âíåøíåé ìàññîâîé ñèëû äëÿ n −é ñîñòàâëÿþùåé ñðåäû; 
k k k
n n nu , v u / t= ∂ ∂ −êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèÿ è ñêîðîñòè n −é ñîñòàâëÿþùåé 

ñðåäû; i∇ −
�

êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ìåòðèêå ijq
�  èñõîäíîé 

êîíôèãóðàöèè ñðåäû ïî êîîðäèíàòíîé ïåðåìåííîé iθ̂ . 

Â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ èññëåäîâàíèÿ ñðåäû íåîáõîäèìî èñõîäèòü 
íåïîñðåäñòâåííî èç âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñðåäû 
â öåëîì íà áàçå êîíå÷íîãî ôóíêöèîíàëà (3.2) èëè èíêðåìåíòàëüíîãî 
ôóíêöèîíàëà (3.3) â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è è íà áàçå èíêðåìåíòàëüíîãî 
ôóíêöèîíàëà (3.4) â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÌÊÁ 
ïðèìåíÿåòñÿ â ôîðìå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Ñëåäóåò èñõîäèòü èç 
ñîîòâåòñòâóþùèõ âàðèàöèîííûõ ôîðìóëèðîâîê êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ 
îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê. Äëÿ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è, 
ôîðìóëèðóåìîé íà áàçå (3.2), âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà êðàåâîé çàäà÷è 

äëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k)  ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ýòîé 

çàäà÷è ïðîèçâîäèòü íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ ýòîé òî÷êè äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî 

ïîëÿ ïåðåìåùåíèé iˆ( , t)θu : 

 

(k)n (k)n

(k) s (k)n s n ij s (k)n n i s (k)n
n n Vn V

I I Ф [q ]dV P [u ]dV= = + ρ +∑ ∑ ∑∫ ∫
�

 (5.2) 

 

(k)n

n i s (k)n

n A

П [u ]dА+ =∑ ∫ extremum, (k) (k)n
n

V V= ∪ , s 1,2,...= , k 1, 2,...=  . 

Çäåñü è äàëåå (k)I  è (k)nI −ôóíêöèîíàëû ïîëíîé ýíåðãèè îêðåñòíîñòè 

âëèÿíèÿ â îáúåìå (k)V  êàðêàñíîé òî÷êè (k ) è n −é êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà 

â îáúåìå (k)nV  â ïðåäåëàõ îêðåñòíîñòè òî÷êè (k ); 
(k)nA − ãðàíü n −é 

êîìïîíåíòû îêðåñòíîñòè (k) − òî÷êè â ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû 

Aσ , ÷åðåç êîòîðóþ ñðåäà íàãðóæàåòñÿ. 

Â êà÷åñòâå âíåøíèõ óñëîâèé ìèêðîêðàåâîé çàäà÷è çàäàåì 

ïåðåìåùåíèå êàðêàñíîé òî÷êè (k ) è åãî âàðüèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ïî 
íàéäåííîìó èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) èëè ïðÿìîé 
ýêñòðåìàëèçàöèåé ôóíêöèîíàëà (4.1) êàðêàñíîìó ïîëþ ïåðåìåùåíèé (3.5) 
êàê: 

 i i
(k) s (k) s

ˆ ˆˆ( , t ) ( , t )θ = θu u , i i
(k) s (k) (k) s (k)

ˆ ˆˆ ˆ( , t ) ( , t )θ + ∆ = θ + ∆u u u u ,  (5.3) 

 i i
(k) s (k) (k) s (k)

ˆ ˆˆ ˆ( , t ) ( , t )θ − ∆ = θ − ∆u u u u , s 1,2,...=  , k 1,2,... ,=  
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ãäå st − çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ t  â ñîîòâåòñòâèè ñ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàãðóæåíèÿ ñðåäû. 
Óñëîâèÿ íà ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ, 

âêëþ÷àåìîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ ñðåäû, îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿìè 
è ïëîòíîñòÿìè â íåé âíåøíèõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë: 

 i i
s s

ˆ ˆ( , t ) ( , t )θ = θu u , i
(k) u

ˆ A A ,θ ∈ ∩  (5.4) 

 i i i
s s (k)

ˆ ˆ ˆ( , t ) ( , t ) , A A , s 1,2,...σθ = θ θ ∈ =σ σσ σσ σσ σ ∩ , k 1,2,...=  ,  

ãäå (k)A −ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé 

òî÷êè; uA , Aσ − ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû À ñ çàäàííûìè 

âåêòîðàìè ïåðåìåùåíèÿ u  è íàïðÿæåíèÿ σσσσ  ñîîòâåòñòâåííî (äëÿ 

îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ âíóòðè ñðåäû òàêèå óñëîâèÿ îòñóòñòâóþò). 

Ìèêðîêðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k ) 
ðåøàåòñÿ ïðè çàäàâàåìûõ äëÿ îêðåñòíîñòè óñëîâèÿõ (5.3), (5.4) è 
ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè òîé ÷àñòè âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè 
âëèÿíèÿ, êîòîðàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ âíóòðè ñðåäû. Òàêîå ïîëîæåíèå äàííîé 
÷àñòè âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè 
âûïîëíåíèè òîé ÷àñòè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû àíàëèçà ñðåäû, êîòîðàÿ 
ïðåäøåñòâóåò âàðüèðîâàíèþ ïîëîæåíèÿ äàííîé êàðêàñíîé òî÷êè. 
Ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åíèÿ îêðåñòíîñòè 
êàðêàñíîé òî÷êè, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà âíóòðè ñðåäû, ïðåäñòàâèì â âèäå 

 i (r) i i
s s (k)

ˆ ˆ ˆ( , t ) ( , t ), A \ A, s 1,2,...θ = θ θ ∈ =u u , k 1,2,... .=  (5.5) 

Çäåñü (r) i
s

ˆ( , t )θ −u ïîëå ïåðåìåùåíèé ñðåäû, íàéäåííîå íà îñíîâå 

èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû âàðüèðîâàíèÿ ïîëîæåíèÿìè êàðêàñíûõ òî÷åê 

ñðåäû äî âûïîëíåíèÿ âàðüèðîâàíèÿ ïîëîæåíèåì äàííîé (k) −êàðêàñíîé 
òî÷êè íà s −øàãå íàãðóæåíèÿ ñðåäû. 

Âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè áåçäåôåêòíîì êîíòàêòå 
ñîñòàâëÿþùèõ ïðåäñòàâëÿþò ðàâåíñòâà ìåæäó ñîáîé ïåðåìåùåíèé è 
íàïðÿæåíèé â ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íà ãðàíèöàõ èõ ðàçäåëà â 
ðàññìàòðèâàåìîé êàðêàñíîé îêðåñòíîñòè: 

 i i
m s n s

ˆ ˆ( , t ) ( , t ),θ = θu u  i i
m s n s

ˆ ˆ( , t ) ( , t ),θ = θσ σσ σσ σσ σ  (5.6) 

 i
(k)mn

ˆ A , s 1,2,...θ ∈ = , k 1,2,...=  , 

ãäå (k)mnA − ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ìàòðèöû ñ íîìåðîì «m» è âîëîêîí èëè 

ìàòðè÷íûõ âêëþ÷åíèé ñèñòåìû àðìèðîâàíèÿ ñ íîìåðîì «n » â îêðåñòíîñòè 

âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k) ; m m, σσσσu  è n n, −σσσσu âåêòîðû ïåðåìåùåíèé è 

íàïðÿæåíèé â êîìïîíåíòàõ «m» è «n » êîìïîçèòíîé ñðåäû. 
Ðåøåíèÿ «ìèêðîêðàåâûõ» çàäà÷ (5.2) – (5.6) ïðè îïðåäåëÿþùèõ 

óðàâíåíèÿõ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà ïîçâîëÿþò íàéòè âíóòðåííèå ïîëÿ 

ñðåäû i
ni s

ˆu ( , t )θ , i
nij s

ˆ( , t )ε θ , ij i
n n s

ˆJ ( , t )σ θ , îòâå÷àþùèå ïîëþ åå êàðêàñíûõ 
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ïåðåìåùåíèé i
s

ˆˆ ( , t )θu  íà s −øàãå íàãðóæåíèÿ (ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ 

òî÷åê i
(k) s max

ˆˆ ( , t ), k 1,2,...,kθ =u ). 

Â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ ñðåäû íà áàçå èíêðåìåíòàëüíîãî ôóíêöèîíàëà 
(3.3) ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê 
òàêæå áàçèðóþòñÿ íà óðàâíåíèÿõ è óñëîâèÿõ, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ 
âìåñòî (5.2) – (5.6) â ñîîòâåòñòâóþùåì èíêðåìåíòàëüíîì âèäå. Â òàêîé 
ïîñòàíîâêå çàäà÷è âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà t  âûïîëíÿåò ðîëü ïàðàìåòðà 
ïðîäîëæåíèÿ ñ èíêðåìåíòàëüíûìè ïî íåìó øàãàìè, îòâå÷àþùèìè 

äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì st t= , s 1,2,...= ; 0t t= −îòâå÷àåò îòñ÷åòíîìó 

ñîñòîÿíèþ ñðåäû. 
Â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà áàçå 

ôóíêöèîíàëà (3.4) ðåøåíèå çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ïðîèçâîäèòñÿ íà áàçå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòðåìàëüíûõ 
ôîðìóëèðîâîê äëÿ äàííûõ îêðåñòíîñòåé: 

 
(k) s 1 (k)n s 1

n

I I+ +∆ = ∆∑ [ ]
s 1

s

t

1 2 3

t

T U L L L dt extremum,
+

= ∆ − ∆ + ∆ + ∆ + ∆ =∫
 

 
s 1 s 1 s 1

s s s

t t t

i
1 (k) s s 1

t t t

ˆTdt, Udt, L dt , ( , t) V [t , t ]
+ + +

+

 
 ∆ ∆ ∆ θ ∈ ×
 
 
∫ ∫ ∫ ,  (5.7) 

 
s 1

s

t

i
2 (k) s s 1

t

ˆL dt, ( , t) A A [t , t ]
+

σ +

 
 ∆ θ ∈ ×
 
 
∫ ∩ , 

 
s 1

s

t

i
3 (k) c s s 1

t

ˆL dt, ( , t) A A [t , t ]
+

+

 
 ∆ θ ∈ ×
 
 
∫ ∩ , s 0, 1,... ,=  k 1,2,...=  . 

Çäåñü kI∆  è (k)nI∆ −èíêðåìåíòàëüíûå ôóíêöèîíàëû äåéñòâèÿ äëÿ 

îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k ) è n −é êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà â 
ïðåäåëàõ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷êè (k ), êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ 
ôóíêöèîíàëîì äëÿ ñðåäû â öåëîì (3.4). 

Â êà÷åñòâå âíåøíåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ èñõîäíîå èëè óòî÷íÿåìîå 
(âàðüèðóåìîå) ïîëå êàðêàñíûõ ïåðåìåùåíèé (3.5) çàäàåò ïðèðàùåíèÿ 
ïåðåìåùåíèé (òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ) êàðêàñíûõ òî÷åê â èíêðåìåíòàëüíîì 

ïðîìåæóòêå âðåìåíè s s 1t t t +≤ ≤ : 

 i i
k k

ˆ ˆˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θu u , s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  maxk 1,2,...,k= .  (5.8) 

Íà ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ, âêëþ÷àåìîé 
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ ñðåäû, â êà÷åñòâå âíåøíèõ óñëîâèé çàäàþòñÿ 
òåêóùèå ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé è ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âíåøíèõ 
ñèë íà èíêðåìåíòàëüíîì øàãå: 
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 i iˆ ˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θu u , i
(k) u

ˆ A Aθ ∈ ∩ , s s 1t t t +≤ ≤ , (5.9) 

 i iˆ ˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θσ σσ σσ σσ σ , i
(k)

ˆ A Aσθ ∈ ∩ , s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  k 1,2,...=  . 

Îñòàâøååñÿ âíåøíåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäàåò íåèçìåíÿåìîå äëÿ 
ðàññìàòðèâàåìîãî øàãà íàãðóæåíèÿ òåêóùåå ïîëîæåíèå ÷àñòè ãðàíè÷íîé 
ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà 
âíóòðè ñðåäû: 

 iˆ( , t) 0∆ θ =u , i
(k)

ˆ A \ Аθ ∈ , s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  k 1,2,...=   (5.10) 

(òåêóùåå ïîëîæåíèå äàííîé ÷àñòè âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè 
âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè òîé ÷àñòè ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ 
ïðåäøåñòâóåò âàðüèðîâàíèþ òðàåêòîðèåé äàííîé êàðêàñíîé òî÷êè). 

Âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè áåçäåôåêòíîì êîíòàêòå 
êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëÿþò ðàâåíñòâà ìåæäó ñîáîé ïðèðàùåíèé 
ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â êîìïîíåíòàõ íà ãðàíèöàõ èõ ðàçäåëà â 
ðàññìàòðèâàåìîé êàðêàñíîé îêðåñòíîñòè íà òåêóùåì èíêðåìåíòàëüíîì 
øàãå: 

  i i
m n

ˆ ˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θu u , i i
m n

ˆ ˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θσ σσ σσ σσ σ ,  (5.11) 

 i
(k)mn

ˆ Aθ ∈ , s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  k 1,2,...=  . 

Ê âíåøíèì (5.8) – (5.10) è âíóòðåííèì (5.11) óñëîâèÿì ñëåäóåò 
ïðèñîåäèíèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, çàäàþùèå ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé è 
ñêîðîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò èíêðåìåíòàëüíîãî øàãà 
íàãðóæåíèÿ. Ïðè íåïðåðûâíîì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èçìåíåíèè 
ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé ñðåäû ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò î÷åðåäíîãî øàãà íàãðóæåíèÿ ðàâíû íóëþ: 

 i
s

ˆ( , t ) 0∆ θ =u , i
(k)

ˆ Vθ ∈ , s s s 1t [t , t ], s 0,1,...,+∈ =  k 1,2,...=  . 

Ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò î÷åðåäíîãî øàãà íàãðóæåíèÿ 
îïðåäåëÿþòñÿ êàê 

 
s s

i i
s s s 1s (k)

t t

d dˆ ˆ t [t , t ]( , t ) , V , , s 0,1,... ,
dt dt

+
∆

∈θ = = θ ∈ =
u u

v k 1,2,...=  . 

Ìèêðîìåõàíè÷åñêèé àíàëèç ñðåäû ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå âûäåëåíèÿ 
îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê, îáðàçóåìûõ îäíèì ñëîåì áëîêîâ, 
èìåþùèõ êàðêàñíóþ òî÷êó â êà÷åñòâå îáùåé äëÿ íèõ âåðøèíû. Ìîæíî 
òàêæå ïðèìåíÿòü ñ äâóìÿ, òðåìÿ è áîëüøèì ÷èñëîì ñëîåâ îêðåñòíîñòè 
âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê (ñì. ï. 4). Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ îêðåñòíîñòåé 
âëèÿíèÿ ñ äâóìÿ è áîëåå ñëîÿìè áëîêîâ, äðóãèå êàðêàñíûå òî÷êè â 

îêðåñòíîñòè «áàçîâîé» òî÷êè (k)  âûïîëíÿþò òàêóþ æå ðîëü, êàê òî÷êè 

äèñêðåòíîé ñõåìû ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà (ðàçóìååòñÿ, ê 

ñàìîé òî÷êå (k)  ýòî íå îòíîñèòñÿ). 

Ïðè èçìåíåíèè (âàðüèðîâàíèè) íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå àíàëèçà 
ïåðåìåùåíèé ëèáî òðàåêòîðèé êàðêàñíûõ òî÷åê ïðîèçâîäèòñÿ 
ïåðåâû÷èñëåíèå âíóòðåííèõ ïîëåé èõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ íà áàçå 
ðåøåíèÿ ìèêðîêðàåâûõ çàäà÷ (5.1) èëè (5.2), (5.3) – (5.6) (ñòàòè÷åñêîå 
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íàãðóæåíèå) ëèáî (5.7) – (5.11) (äèíàìè÷åñêîå íàãðóæåíèå). Ðåøåíèå 
äàííûõ ìèêðîêðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îêðåñòíîñòåé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû 
ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íà áàçå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîäà 
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ìåòîäà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé è äðóãèõ èçâåñòíûõ 
ìåòîäîâ ÌÄÒÒ. 

Åñëè ìåòîä ÌÊÁ ïðèìåíÿåòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, òî íàðÿäó ñ 
ìèêðîêðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê 
ðåøàþòñÿ òàêæå è ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáúåäèíåíèé ïîïàðíî 
ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé èõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ. Ìèêðîêðàåâûå 
çàäà÷è äëÿ îáúåäèíåíèé ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ 
òî÷åê ôîðìóëèðóþòñÿ òàê, êàê è äëÿ îòäåëüíûõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ. 
Îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ëèøü òî, ÷òî âìåñòî ïåðåìåùåíèÿ (5.3) îäíîé 

êàðêàñíîé òî÷êè (k)  çàäàþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ äâóõ êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  è 

( )l  ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè âëèÿíèÿ íà îñíîâå íàéäåííîãî ïîëÿ 

êàðêàñíûõ ïåðåìåùåíèé iˆˆ ( , t)θu , êàê-òî: 

 i i
(k) s (k) s

ˆ ˆˆ( , t ) ( , t )θ = θu u , i i
( ) s ( ) s

ˆ ˆˆ( , t ) ( , t )l lθ = θu u , 

 i i
(k) s (k) (k) s (k)

ˆ ˆˆ ˆ( , t ) ( , t )θ ± ∆ = θ ± ∆u u u u ,  

 i i
( ) s ( ) ( ) s ( )

ˆ ˆˆ ˆ( , t ) ( , t )l l l lθ ± ∆ = θ ± ∆u u u u , 

 s 1,2,...,=  k, 1,2,...l =  . 

Áëàãîäàðÿ çàäàíèþ ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê è 
ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî óðîâíÿ àíàëèçà 
äëÿ îòäåëüíûõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ ñðåäû, à íå â öåëîì äëÿ ñðåäû, 
âû÷èñëåíèå âíóòðåííèõ ïîëåé ñðåäû ïðèîáðåòàåò óñòîé÷èâûé õàðàêòåð. 
Äëÿ çàäà÷ ñ ýêñòðåìàëüíîé ôîðìóëèðîâêîé ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ 
âíóòðåííèõ ïîëåé â óñëîâèÿõ, êîãäà ïåðåìåùåíèÿ (ìîäóëè âåêòîðîâ) 
çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñìåæíûìè òî÷êàìè äèñêðåòíîé 
ñõåìû ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî àíàëèçà, òðåáóåò íàìíîãî ìåíüøåãî îáúåìà 
âû÷èñëåíèé. Ýòî èìååò ìåñòî èç-çà âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ áîëüøèõ 
øàãîâ ïî èñòîðèè íàãðóæåíèÿ ñðåäû íà áàçå èñïîëüçîâàíèÿ ïîëÿ 
ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû. Âçàèìíûå ïåðåìåùåíèÿ ñìåæíûõ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ìîãóò ïðè ýòîì íà ïîðÿäîê è áîëåå ïðåâîñõîäèòü 
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñìåæíûìè òî÷êàìè ëîêàëüíîé äèñêðåòèçàöèè áëîêîâ 
(îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ). Òîãäà ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê îïðåäåëÿþò 
ñîîòâåòñòâåííî áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ ìèêðîòî÷åê êàðêàñíûõ áëîêîâ â 
êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî âûïîëíåíèÿ 
âàðèàöèîííîé ïðîöåäóðû ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî óðîâíÿ àíàëèçà ïðè 
ðåàëèçàöèè ïîñëåäíåãî íà åå îñíîâå. 

6. Çàêëþ÷åíèå 

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ (ÌÊÁ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
äâóõóðîâíåâûé ìàêðî–ìèêðîìåõàíè÷åñêèé ïîäõîä â ìåõàíèêå 
êîìïîçèòíûõ ñðåä ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ êîìïîíåíòîâ 
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ìàòåðèàëà ñðåäû. Ìåòîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ñëàáûõ è âûñîêèõ 
ãðàäèåíòàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, à òàêæå äëÿ ñðåä, 
ñòðîåíèå êîòîðûõ íå ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü òàêóþ êëàññèôèêàöèþ èõ 
ñîñòîÿíèÿ. Äàííûé ïîäõîä ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòî ìèêðîìåõàíè÷åñêèì 
(ìîäåëüþ êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäû), êîãäà êàæäûé èç ýëåìåíòîâ 
ñòðóêòóðû ðàññ÷èòûâàåòñÿ â óñëîâèÿõ åãî ñîâìåñòíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñî 
âñåé îñòàëüíîé ñðåäîé â öåëîì (à íå â ïðåäåëàõ áëîêà), èìååò âàæíûå 
ïðåèìóùåñòâà. 

Áëî÷íûé õàðàêòåð ïîäõîäà ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ýôôåêòèâíûé 
àëãîðèòì íà áàçå ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ ëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ 
îêðåñòíîñòåé êàðêàñíûõ òî÷åê èç áëîêîâ ñðåäû â ñëó÷àå ÌÊÁ â ôîðìå 
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è è äëÿ îêðåñòíîñòåé è îáúåäèíåíèé ïîïàðíî 
ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé êàðêàñíûõ òî÷åê â ñëó÷àå ÌÊÁ â ôîðìå 
äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. 

Äâóõóðîâíåâûé ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ óñòîé÷èâî è ñ ìåíüøèì îáúåìîì 
âû÷èñëåíèé íà îñíîâå êàðêàñíîãî ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, çàäàþùåãî 
ìàòåðèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû. Ýòî îáóñëîâëèâàåòñÿ 
âîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå äîñòàòî÷íî 
áîëüøèõ øàãîâ ïî íàãðóæåíèþ ñðåäû, îáóñëîâëèâàþùèõ êàðêàñíûå 
ïåðåìåùåíèÿ è âìåñòå ñ íèìè ïåðåìåùåíèÿ ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî óðîâíÿ, 
êîòîðûå ìîãóò íà ïîðÿäêè ïðåâîñõîäèòü ðàçìåðû ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà 
ñðåäû. Êàðêàñíûå òî÷êè ïðè ýòîì âûïîëíÿþò ðîëü áàçîâûõ (îïîðíûõ) 
òî÷åê ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àíàëèçà ñðåäû. 

Â ïîäõîäå ìîæíî ïðèìåíÿòü óêðóïíåííûå áëîêè àðìèðîâàííîé 
(êóñî÷íî-îäíîðîäíîé) ñðåäû, âêëþ÷àþùèå òî èëè èíîå ÷èñëî áëîêîâ 
ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Òîãäà ïëîòíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû óìåíüøàåòñÿ, à ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñìåæíûìè 
êàðêàñíûìè òî÷êàìè óâåëè÷èâàþòñÿ. Ýòî öåëåñîîáðàçíî ïðè àíàëèçå ñðåä 
ñî ñòðóêòóðîé ìåëêîãî ìàñøòàáà (íàïðèìåð, íàíîòåõíîëîãè÷åñêîé), êîãäà 
ïåðåìåùåíèÿ äåôîðìèðóåìîé ñðåäû íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïðåâîñõîäÿò 
õàðàêòåðíûå ðàçìåðû åå ñòðóêòóðû. Ïîãðåøíîñòü àíàëèçà ñðåäû ïðè ýòîì 
çàâèñèò íå îò ïëîòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê, à îò òî÷íîñòè 
ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ 
ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâûõ òî÷åê äèñêðåòíîé ñõåìû äàííîãî óðîâíÿ. 

Ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü èññëåäîâàíèå ïîòåðè 
âíóòðåííåé (è ïðèïîâåðõíîñòíîé) óñòîé÷èâîñòè ñ ïîâåäåíèåì ìàòåðèàëà 
ñðåäû ïðè çàêðèòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ. Ýòî ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå 
âàðüèðîâàíèÿ ðàçáèåíèåì ñðåäû íà áëîêè òåõ èëè èíûõ ðàçìåðîâ 
(âàðüèðîâàíèÿ ðàñïîëîæåíèåì êàðêàñíûõ òî÷åê êàê óçëîâûõ âåðøèí 
âûäåëÿåìûõ áëîêîâ ñðåäû). Íà îñíîâå âàðüèðîâàíèÿ ðàçìåðàìè áëîêîâ è 
ñîîòâåòñòâóþùåé îðãàíèçàöèè ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî óðîâíÿ èõ àíàëèçà ïî 
êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ìîäåëè âûÿâëÿåòñÿ ïîòåðÿ âíóòðåííåé óñòîé÷èâîñòè è 
ýâîëþöèÿ çàêðèòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ñðåäû (ïåðåõîäû ê 
óñòîé÷èâûì ôîðìàì ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëà). 
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ÀÍÀËÈÇ ÂËÈßÍÈß ÌÈÊÐÎËÅÃÈÐÎÂÀÍÈß ÒÈÒÀÍÎÌ  
ÍÀ ÔÀÇÎÂÛÅ ÏÐÅÂÐÀÙÅÍÈß Â  

ÏÎËÎÂÈÍ×ÀÒÛÕ ËÈÒÅÉÍÛÕ ×ÓÃÓÍÀÕ 

Ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíî-òåðìè÷åñêîãî àíàëèçà èññëåäîâàëè ïðîöåññû, 
ïðîèñõîäÿùèå ïðè íàãðåâå â ìèêðîëåãèðîâàííîì òèòàíîì ÷óãóíå. Ïîäòâåðæäåíû 
äàííûå ïî âëèÿíèþ äèñïåðñíîñòè ìåòàëëè÷åñêîé ìàòðèöû, ôîðìû è 
ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàôèòà íà òåìïåðàòóðû ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî 
òèòàí â èññëåäóåìûõ ïðåäåëàõ (0,017…0,044 %) ñäâèãàë îáðàçîâàíèå îêèñíîé 
ïëåíêè â îáëàñòü áîëåå íèçêèõ òåìïåðàòóð. Â îïûòíûõ ÷óãóíàõ ïðîöåññû 
èíòåíñèâíîãî îêèñëåíèÿ íà÷èíàëèñü óæå ïðè òåìïåðàòóðàõ 460…500 °Ñ. Ïîýòîìó 
ïðèìåñè òèòàíà â èññëåäóåìîì èíòåðâàëå êîíöåíòðàöèé ìîãóò îòðèöàòåëüíî 
âëèÿòü íà æàðîñòîéêîñòü îòëèâîê.  

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ×ÓÃÓÍ, ÒÈÒÀÍ, ÌÈÊÐÎËÅÃÈÐÎÂÀÍÈÅ, 
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÒÅÐÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ, ÆÀÐÎÑÒÎÉÊÎÑÒÜ. 

 

Ìåòîäîì äèôåðåíö³éíî-òåðì³÷íîãî àíàë³çó äîñë³äæóâàëè ïðîöåñè, ùî 
â³äáóâàþòüñÿ ïðè íàãð³âàíí³ ó ì³êðîëåãîâàíîìó òèòàíîì ÷àâóí³. Çíàéøëè 
ï³äòâåðäæåííÿ äàíí³ ïî âïëèâó äèñïåðñíîñò³ ìåòàëåâî¿ ìàòðèö³, ôîðìè òà 
ðîçïîä³ëó âóãëåöþ íà òåìïåðàòóðè ôàçîâèõ ïåðåõîä³â. Âñòàíîâëåíî, ùî òèòàí ó 
ìåæàõ, ùî äîñë³äæóþòüñÿ (0,017…0,044 %) çñóâàâ óòâîðåííÿ îêèñíî¿ ïë³âêè â 
îáëàñòü á³ëüø íèçüêèõ òåìïåðàòóð. Ó äîñë³äíèõ ÷àâóíàõ ïðîöåñè ³íòåíñèâíîãî 
îêèñëåííÿ ïî÷èíàëèñÿ âæå ïðè òåìïåðàòóðàõ 460…500 °Ñ. Ñàìå òîìó äîì³øêè 
òèòàíó â ³íòåðâàë³ êîíöåíòðàö³é, ùî äîñë³äæóºòüñÿìîæå ìàòè íåãàòèâíèé 
âïëèâ íà æàðîñò³éê³ñòü âèëèâê³â.  

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ×ÀÂÓÍ, ÒÈÒÀÍ, Ì²ÊÐÎËÅÃÓÂÀÍÍß, ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÉÍÎ-
ÒÅÐÌ²×ÍÈÉ ÀÍÀË²Ç, ÆÀÐÎÑÒ²ÉÊ²ÑÒÜ. 

 

By differentialthermal analysisprocesses occurringduring heating in themicro-
alloyediron of titanium.Validateddata on the influence of dispersionof the metal 
matrix, shape and distributionof graphite onthe temperaturephase transition. Found 
thatthe titanium inthe rangeinvestigated(0.017...0.044%) shifts the formationof the 
oxide filmin theregion of lower temperatures. In experienced cast ironsintensive 
oxidationprocessesstartedalreadyat 460... 500 ̊C.Thereforetitaniumimpuritiesin the 
investigatedrange of concentrationscan adversely affectthe heat resistanceof the 
castings. 

Key words: CAST IRON, TITANIUM, MICRO-ALLOYING, DIFFERENTIAL 
THERMAL ANALYSIS, HEAT RESISTANCE. 

 

Èññëåäîâàíèÿ ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû è ìåõàíèçìà ïðîöåññîâ 
ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóð Fe-Ñ ñïëàâîâ èìåþò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ 
ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè ñïëàâîâ è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèòåéíîãî 
ïðîèçâîäñòâà, â ÷àñòíîñòè ïðîèçâîäñòâà îòëèâîê èç ÷óãóíîâ. Òèòàí âñåãäà 
ïðèñóòñòâóåò â ÷óãóíå, ïîñêîëüêó åãî ñîäåðæàò æåëåçíûå ðóäû, êðîìå òîãî 
îí ìîæåò ïîïàäàòü â ðàñïëàâ èç øèõòîâûõ ìàòåðèàëîâ (ñòàëüíûõ è 
÷óãóííûõ îòõîäîâ). Ïðèìåñè òèòàíà â øèõòîâûõ ìàòåðèàëàõ íå òîëüêî 
óñèëèâàþò ýíåðãåòè÷åñêóþ íåðàâíîöåííîñòü ðàçëè÷íûõ ìåæàòîìíûõ 
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âçàèìîäåéñòâèé, íî è ïðèâîäÿò ê çàìåòíûì ñòðóêòóðíûì îñîáåííîñòÿì â 
òâåðäîì ñîñòîÿíèè ÷óãóíà. 

Àíàëèç ñîñòîÿíèÿ âîïðîñà. Íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî òèòàíà â æèäêîì 

÷óãóíå ñïîñîáñòâóåò åãî ãðàôèòèçàöèè [1]. Ïî äàííûì ðàáîòû [2] îí 
íåñêîëüêî ñíèæàåò ïðî÷íîñòü ÷óãóíà, òàê êàê íåéòðàëèçóåò (ñâÿçûâàåò) 
àçîò. Òèòàí ÿâëÿåòñÿ ðàñêèñëèòåëåì è ìîäèôèêàòîðîì, êîòîðûé 
ñïîñîáñòâóåò èçìåëü÷åíèþ ïåðâè÷íûõ çåðåí, ïîâûøàåò äèñïåðñíîñòü 

ñòðóêòóðû è àíòèêîððîçèîííûå ñâîéñòâà [3, 4]. Òèòàí â êîëè÷åñòâàõ  
0,03 – 0,10 % ââîäÿò â ñïåöèàëüíûå êîíñòðóêöèîííûå ñåðûå ÷óãóíû äëÿ 
ïîâûøåíèÿ èõ èçíîñîñòîéêîñòè, çà ñ÷åò îáðàçîâàíèÿ êàðáèäîâ èëè 

êàðáîíèòðèäîâ [5]. Òàêæå îòìå÷àåòñÿ ïåðñïåêòèâíîñòü åãî èñïîëüçîâàíèÿ 

êàê îñíîâíîãî êàðáèäîîáðàçóþùåãî ýëåìåíòà â áåëûõ èçíîñîñòîéêèõ 

÷óãóíàõ [6]. 
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò äàííûå î ïðîöåññàõ 

ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ÷óãóíàõ ñ ìèêðîäîçàìè òèòàíà, ïðîèñõîäÿùèõ â 
îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð, êîòîðûå îïðåäåëÿþò íà÷àëî ãàçîïîãëîùåíèÿ, 
÷òî âàæíî ïðè àíàëèçå æàðîñòîéêîñòè îòëèâîê. 

Öåëüþ íàñòîÿùèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ïðèìåñåé 
òèòàíà íà ôàçîâûå ïåðåõîäû â ïîëîâèí÷àòûõ ëèòåéíûõ ÷óãóíàõ, à òàêæå 
íà ýêñïëóàòàöèîííûå ñâîéñòâà îòëèâîê, ñôîðìèðîâàííûå â ðåçóëüòàòå ýòèõ 
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. 

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îïûòíûå ïëàâêè ïðîâåäåíû íà 
âûñîêî÷àñòîòíîé óñòàíîâêå Â×È10-10/0,44. Ìàññà åäèíîâðåìåííîé 

çàãðóçêè 0,2 ± 0,01 êã. Õèìè÷åñêèé ñîñòàâ áàçîâîãî ÷óãóíà (%, ïî ìàññå):  

Ñ 3,14; Si 2,20; Ìn 0,61; Cr 0,20; S0,03; P 0,05. Âðåìÿ ïëàâêè â ðàçîãðåòîì 

òèãëå 100 ± 10 ñ. Òåìïåðàòóðó ìåòàëëà â ïå÷è îïðåäåëÿëè òåðìîïàðîé 
Pt/Pt ñ çàïèñüþ íà ïîòåíöèîìåòðå ÊÑÏ-4. 

Ëþáîå èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ (ôàçîâîå, 
âíóòðèôàçîâîå èëè ñòðóêòóðíîå ïðåâðàùåíèÿ) âûçûâàåò èçìåíåíèå 
ýíòàëüïèè, à ïîòîìó äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ òåïëîâûì ýôôåêòîì – 
âûäåëåíèåì èëè ïîãëîùåíèåì òåïëà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ 
ðåàêöèé è ïðåâðàùåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ ïîä âëèÿíèåì íàãðåâà èëè 
îõëàæäåíèÿ ñïëàâîâ, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî òåðìè÷åñêîãî 
àíàëèçà, ïîçâîëÿþùèé èçìåðÿòü íåçíà÷èòåëüíûå òåïëîâûå ýôôåêòû, è 
ìåòîä òåðìîãðàâèìåòðèè, ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ, îïðåäåëÿþùèé èçìåíåíèå 

ìàññû èññëåäóåìîãî îáðàçöà â ïðîöåññå ïðåâðàùåíèÿ [7]. 
Êðèâàÿ òåðìîãðàâèìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà (ÒÃ) ïîçâîëÿåò ñëåäèòü çà 

ïðåâðàùåíèÿìè èññëåäóåìîãî ìåòàëëà è ïðîèçâåñòè ðàñ÷åòû ñ 
îïðåäåëåííûì êîëè÷åñòâîì ïðîäóêòîâ ðåàêöèè. Òðóäíîñòè îöåíêè êðèâîé 
ÒÃ ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé òåðìîãðàôèè. Êðèâàÿ ñêîðîñòè 
èçìåíåíèÿ ìàññû îáðàçöà âî âðåìåíè (ÄÒÃ) äàåò äîñòàòî÷íî íàäåæíûå 
äàííûå î ïðåâðàùåíèÿõ â èññëåäóåìîì ìåòàëëå. Îäíîâðåìåííîå 
îïðåäåëåíèå èçìåíåíèÿ ìàññû è ýíòàëüïèè ïîçâîëÿåò ïîëíåå àíàëèçèðîâàòü 
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ïðîèñõîäÿùèå ïðåâðàùåíèÿ. Ñîâìåñòíûå òåðìè÷åñêèé è 
òåðìîãðàâèìåòðè÷åñêèé àíàëèçû îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ 

äåðèâàòîãðàôà. Ìåòîäèêà ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ îïèñàíà â ðàáîòå [8]. 
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.  

Â ñåðèè ïëàâîê ïî èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ òèòàíà íà ôàçîâûå ïåðåõîäû â 
íàâåñêó èñõîäíîãî ÷óãóíà ïîìåùàëè åãî âîçðàñòàþùåå êîëè÷åñòâî,  
äàëåå ìåòàëë ðàñïëàâëÿëè â ïå÷è, âûäåðæèâàëè òåìïåðàòóðó  

ïåðåãðåâà 1390 – 1410 °Ñ. Ðåçóëüòàòû õèìè÷åñêîãî àíàëèçà ÷óãóíà 

îïûòíûõ ïëàâîê ïðèâåäåíû â òàáë. 1. 
Òàáëèöà 1 

Õèìè÷åñêèé ñîñòàâ ìåòàëëà îïûòíûõ ïëàâîê 
Ýëåìåíò, % ïî ìàññå (Fe îñòàëüíîå) ¹¹  

ï/ï Ñ Si Mn S P Ti 
Èñõ. ÷óãóí 3,75-3,80 2,00-2,10 0,61-0,65 0,03-0,04 0,04-0,05 - 
1 3,73-3,77 1,79-1,86 0,61-0,65 0,02-0,03 0,04-0,05 0,017-0,019 
2 3,60-3,68 2,00-2,15 0,61-0,68 0,03-0,04 0,04-0,05 0,022-0,024 
3 3,75-3,80 1,80-1,86 0,60-0,68 0,02-0,03 0,04-0,05 0,030-0,032 
4 3,51-3,60 1,72-1,78 0,60-0,68 0,02-0,03 0,04-0,05 0,041-0,044 

 
Àíàëèç òåðìîãðàâèìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ (ÒÃ) ïîêàçàë, ÷òî ñ 

ïîâûøåíèåì ñîäåðæàíèÿ òèòàíà â îïûòíîì ÷óãóíå, òåìïåðàòóðû íà÷àëà 
ïðèðàùåíèÿ ìàññû îáðàçöà è åå èíòåíñèâíîãî ïðèðîñòà ñíèæàëèñü 
(òàáë. 2). Â îáðàçöå èñõîäíîãî ÷óãóíà àíàëîãè÷íûå ïðîöåññû ïðîèñõîäèëè 
ïðè áîëåå âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî òèòàí ñäâèãàåò 
îáðàçîâàíèå îêèñíîé ïëåíêè â îáëàñòü áîëåå íèçêèõ òåìïåðàòóð. 

Òàáëèöà 2 

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà êðèâûõ òåðìîãðàâèìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà 
Òåìïåðàòóðà, îÑ 

Ïàðàìåòð 
èñõ.÷óã. Ò1 Ò2 Ò3 Ò4 

Íà÷àëî ïðèðàùåíèÿ ìàññû 460 450 410 390 370 
Èíòåíñèâíûé ðîñò ìàññû 750 500 485 480 460 

 
Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ êðèâûõ èçìåíåíèå âåëè÷èíû òåïëîâîãî ýôôåêòà 

ïðîöåññà (ÄÒÀ) óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè (ðèñ. 1):  
- íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ âñåõ îáðàçöîâ âûäåëåíû ïÿòü 

òåìïåðàòóðíûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðûå õàðàêòåðèçîâàëè ðàçëè÷íûå ïðîöåññû, 
ïðîèñõîäÿùèå â ÷óãóíå ïðè íàãðåâå – I, II, III, IVèV (òàáë. 3);  

- èçìåíåíèÿ íà êðèâûõ ÄÒÀ äëÿ âñåõ îáðàçöîâ ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå 
300 îÑ áëèçêè ïî õàðàêòåðó;  

- õàðàêòåð èçìåíåíèÿ êðèâûõ Ò1 è Ò4 â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð  
300… 600îÑ àíàëîãè÷åí; 

- õîä êðèâîé ÄÒÀ â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð 600…800îÑ äëÿ îáðàçöà 
èñõîäíîãî ÷óãóíà ïîäîáåí êðèâîé ÄÒÀ äëÿ îáðàçöà Ò3; 

- íà êðèâûõ Ò2 è Ò3 èìåþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå ïëîùàäêè, ÷òî 
ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàâåíñòâå òåïëîâûõ ýôôåêòîâ ïðîõîäÿùèõ ïðîöåññîâ.  



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

78  ISSN 1991-7848 

300I
II

III

680

850

330

360

410

700
720

IV
V

 
à 

320
I

II

330

365

410

III

630 730
IV

V

950

 
á 

Ðèñóíîê – 1. Êðèâûå ÄÒÀ ìåòàëëà îïûòíûõ ïëàâîê: 
à – 0,017…0,019 % Ò³;  
á – 0,022…0,024 % Ò³ 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

ISSN 1991-7848  79 

200

I

II250

350

385

390

580

715

785

970

III

IV

V

 
â 

200
I

II

330

300

350

365

640

685

980

III

IV

V

610

 
ã 

Ðèñóíîê – 1. Êðèâûå ÄÒÀ ìåòàëëà îïûòíûõ ïëàâîê: 
â – 0,030…0,032 % Ò³; 
ã – 0,041…0,044 % Ò³ 
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Òàáëèöà 3 

Àíàëèç êðèâûõ ÄÒÀ 
Èíòåðâàë òåìïåðàòóð è Q* ïðîöåññà ¹ îáðàçöà 
I II III IV V 
0-40-60 60-130-340 340-610 610 - 710 - 820 820-900 Èñõ.îáð. 
Q + Q - Q - Q - Q 
0-(250)-300 300-360 410-680 680 - 700 - 720 720-850 Ò1 
 + Q - Q - Q + Q - Q 
0-320 320-355 355-630 630-730 730-950 Ò2 
+ Q - Q  - Q Q - Q 
0-200 250-350 350-580 580-715;715-785 785-970 Ò3 
 + Q - Q  - Q + Q - Q - Q 
100-200-300 300-330 330-610 610-640; 640-685 685-980 Ò4 
 Q Q  - Q Q + Q - Q 

Ïðèìå÷àíèå. 
 -  Q - ïðîöåññ èäåò ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû è ïîãëîùåíèåì òåïëà; 
   Q - ïðîöåññ èäåò ñ ïîãëîùåíèåì òåïëà ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå;  
 + Q - ïðîöåññ èäåò ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû è âûäåëåíèåì òåïëà. 
 
Ñòðóêòóðà èñõîäíîãî îáðàçöà – ñåðûé ÷óãóí ñ ïëàñòèí÷àòûì ãðàôèòîì 

è ôåððèòî-ïåðëèòíîé ìàòðèöåé. Ó÷àñòîê IV (ñì. ðèñ. 1, à) íà êðèâîé ÄÒÀ 
äëÿ ýòîãî îáðàçöà ñâÿçàí ñ ïðîöåññàìè àóñòåíèòèçàöèè ïåðëèòà. 
Àóñòåíèòèçàöèÿ â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð ýâòåêòîèäíîãî ðàâíîâåñèÿ 
íà÷èíàåòñÿ, êîãäà ôåððèò ïåðåñûùàåòñÿ óãëåðîäîì è òåðìîäèíàìè÷åñêè 

âîçìîæåí ïåðåõîä α→γ. Ïî ìåðå α→γ ïðåâðàùåíèÿ èäåò ïîñëåäîâàòåëüíîå 

ðàñòâîðåíèå öåìåíòèòà ïåðëèòà. Ïðè äàëüíåéøåì íàãðåâå (ó÷àñòîê V) 
ðàçâèâàþòñÿ ïðîöåññû ðàñòâîðåíèÿ ãðàôèòà è ïîëèìîðôíîå ïðåâðàùåíèå 

α→γ, â êîòîðîì ó÷àñòâóåò α òâåðäûé ðàñòâîð ìàòðèöû ÷óãóíà, 

îáðàçîâàííûé ïðè îõëàæäåíèè ïî ðåàêöèè À → Ô + Ã. Äëÿ íà÷àëà ýòèõ 

ïðåâðàùåíèé òðåáóåòñÿ áîëüøàÿ ñòåïåíü ïåðåãðåâà, óâåëè÷åíèå ðàçíîñòè 
ñâîáîäíûõ ýíåðãèé ôàç, ïîýòîìó îíè ðåàëèçóþòñÿ ïðè áîëåå âûñîêèõ 
òåìïåðàòóðàõ, ÷åì ïðîöåññ àóñòåíèòèçàöèè ïåðëèòà. Àóñòåíèòèçàöèÿ â 
ó÷àñòêàõ ñ ïåðëèòíîé ìàòðèöåé ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì â 
ó÷àñòêàõ ñ ôåððèòíîé ìàòðèöåé [9]. Âûøå ýâòåêòîèäíîãî èíòåðâàëà 
(ìåòàñòàáèëüíîãî è ñòàáèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ) ïåðëèò è ôåððèò ïåðåõîäÿò â 
àóñòåíèò, êîòîðûé ïðè äàëüíåéøåì íàãðåâå îáîãàùàåòñÿ óãëåðîäîì 
(ïîâûøàåòñÿ ðàñòâîðèìîñòü óãëåðîäà â àóñòåíèòå) â ðåçóëüòàòåðàñòâîðåíèÿ. 

Ó÷àñòêè Iíà êðèâûõ ÄÒÀ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû êàê ñ ïðîöåññàìè 
ãàçîïîãëàùåíèÿ, òàê è ñ ðåëàêñàöèåé íàïðÿæåíèé âîçëå âêëþ÷åíèé 
ãðàôèòà. Íàèáîëåå áûñòðî ðåëàêñàöèÿ ïèêîâûõ íàïðÿæåíèé 
îñóùåñòâëÿåòñÿ â ÷óãóíå ñ ãðóáûìè ïëàñòèíàìè ãðàôèòà è ìåäëåííåå â 

÷óãóíå ñ ãðàôèòîì êîìïàêòíîé ôîðìû[10]. Ïðè ââåäåíèè 0,041% 

Ò³êîëè÷åñòâî ãðóáûõ ïëàñòèí ãðàôèòà ñíèæàëîñü è â îñíîâíîì ïðåîáëàäàë 
ãðàôèòçàâèõðåííîé ôîðìû ñìåæäåíäðèòíûìðàñïðåäåëåíèåì. 
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Âîçìîæíîñòü ýòîãî ïðîöåññà ïîäòâåðæäàåò êðèâàÿ ÄÒÀ íà ó÷àñòêå I â 
îáðàçöå Ò4 – îíà áîëåå ïîëîãàÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñíèæåíèè åãî 
èíòåíñèâíîñòè. 

Ó÷àñòêè II è IIIèäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîöåññàìè, ïðîèñõîäÿùèìè ïðè 
èçìåíåíèè äèñïåðñíîñòè ïåðëèòà, IVè V - ñ ïðîöåññàìè àóñòåíèòèçàöèè 
ïåðëèòà è ðàñòâîðåíèåì ãðàôèòà. 

Ñîãëàñíî ëèòåðàòóðíûõ äàííûõ [9] â ñòàáèëüíîé ñèñòåìå òèòàí âëèÿåò 
íà ïîëîæåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê Ñ/, Å/,S/, îíè ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó 
ìåíüøèõ êîíöåíòðàöèé óãëåðîäà. Ïîëîæèòåëüíîå âëèÿíèå ìàëûõ 
êîëè÷åñòâ òèòàíà (ìåíåå 0,1%) íà ãðàôèòèçàöèþ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êàðáèä 
TiÑ ñëóæèò ïîäëîæêîé äëÿ çàðîäûøåé ãðàôèòà. 

Ïðè ââåäåíèè òèòàíà â ÷óãóíû çàìåäëÿåòñÿ ïðîöåññ ïåðëèòíîãî 
ïðåâðàùåíèÿ, óâåëè÷èâàÿ óñòîé÷èâîñòüïåðåîõëàæäåííîãî àóñòåíèòà. 
Ïðèðîäà óâåëè÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðåîõëàæäåííîãî àóñòåíèòà ïîä 
âëèÿíèåì ëåãèðóþùèõ ýëåìåíòîâ äîâîëüíî ñëîæíàÿ. Ëåãèðóþùèå 
ýëåìåíòû ìîãóò çàìåäëÿòü ïåðëèòíîå ïðåâðàùåíèå ïî íåñêîëüêèì 
ïðè÷èíàì: 

- â ðåçóëüòàòå îáðàçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ êàðáèäîâ, ïðè ýòîì â 
àóñòåíèòå íåîáõîäèìî äèôôóçèîííîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ëåãèðóþùèõ 
ýëåìåíòîâ, àòîìû êîòîðûõ ìåíåå ïîäâèæíû, ÷åì àòîìû óãëåðîäà; 

- çàìåäëåíèå äèôôóçèè óãëåðîäà; 

- óìåíüøåíèÿ ñêîðîñòè ïîëèìîðôíîãî γ→� ïðåâðàùåíèÿ. 

Ïî äàííûì [11] òèòàí óêðóïíÿåò ïåðëèò ïðè ýâòåêòîèäíîì 
ïðåâðàùåíèè. Â èññëåäîâàíèÿõ [12] òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè 
ñîäåðæàíèè Ti 0,041…0,044% ïåðëèò ñòàë îäíîðîäíåå. 

Ìèêðîñòðóêòóðà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ÷óãóíîâ ñîñòîèò èç ãðàôèòà, 
ïåðëèòà è î÷åíü íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà öåìåíòèòà (ìåíåå 0,5 %). Îäíàêî, 
êîëè÷åñòâî, ôîðìà, ðàñïðåäåëåíèå ãðàôèòà, à òàê æå äèñïåðñíîñòü è 
îäíîðîäíîñòü ïåðëèòà îòëè÷àëèñü. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû õàðàêòåðíûå 
ñòðóêòóðû. 

 

   
à         á 

Ðèñóíîê – 2. Ìèêðîñòðóêòóðà ìåòàëëè÷åñêîé ìàòðèöû  
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ÷óãóíîâ, × 300:  

à – Ti 0,017…0,019 %; á – Ti 0,041…0,044 % 
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Â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ÷óãóíàõ ãðàôèò ôîðìèðîâàëñÿ, êàê ïðè 
êðèñòàëëèçàöèè (ãðàôèò ýâòåêòè÷åñêèé è âîçìîæíî â îáðàçöàõ Ò1 è Ò4 
ãðàôèò ïåðâè÷íûé), òàê è â òâåðäîì ñîñòîÿíèè (ãðàôèò âòîðè÷íûé, à â 
íåáîëüøèõ îáúåìàõ è ýâòåêòîèäíûé). Îäíàêî ñàìîñòîÿòåëüíûõ 
ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ãðàôèò âòîðè÷íûé è ãðàôèò ýâòåêòîèäíûé íå 
îáðàçóþò, îíè íàñëàèâàþòñÿ íà ãðàôèò óæå ïðèñóòñòâóþùèé â ñòðóêòóðå.  

Àóñòåíèòèçàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ïðè ïåðåñûùåíèè ôåððèòà óãëåðîäîì, 
êîãäà ñòàíîâèòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè âîçìîæíà ïåðåóïàêîâêà àòîìîâ æåëåçà 

(ïåðåõîä � → γ). Àóñòåíèò çàðîæäàåòñÿ è ðàñòåò â ïåðëèòå, ïðè  

ýòîì àóñòåíèò ñíà÷àëà íàñûùàåòñÿ óãëåðîäîì, êîòîðûé ïîñòóïàåò â 
îñíîâíîì èç ðàñòâîðÿþùåãîñÿ öåìåíòèòà. Ïî ìåðå îñóùåñòâëåíèÿ 
ïîëèìîðôíîãî ïðåâðàùåíèÿ ïðîèñõîäèò ðàñòâîðåíèå öåìåíòèòà, à  
çàòåì è ãðàôèòà. Ïðè äàëüíåéøåì íàãðåâå (ó÷àñòîê V) ïðîèñõîäèò 
ðàñòâîðåíèå ãðàôèòà âòîðè÷íîãî. 

Ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ ñåðîãî ÷óãóíà ñ ïåðëèòíîé ìàòðèöåé â 
èíòåðâàëå òåìïåðàòóð ýâòåêòîèäíîãî ïðåâðàùåíèÿ ñâÿçàíû ñ 
àóñòåíèòèçàöèåé ïåðëèòà è íàóãëåðîæèâàíèåì ìàòðèöû. Ñêîðîñòü ýòèõ 
ïðîöåññîâ çàâèñèò îò ñîñòàâà ÷óãóíà, ñòðóêòóðû ìàòðèöû, êîëè÷åñòâà è 
ðàçâåòâëåííîñòè ãðàôèòíûõ âêëþ÷åíèé, ñòåïåíè ìèêðîëèêâàöèè ïðèìåñåé. 
Â ðàáîòå [9] îïèñàíî âëèÿíèå ôîðìû ãðàôèòà íà ïðîöåññû àóñòåíèòèçàöèè 
÷óãóíà. Â ÷óãóíàõ ñ ãðóáîïëàñòèí÷àòûì ãðàôèòîì åãî ðàñòâîðåíèå 
çàòðóäíåííî èç-çà ïîòåðè êîíòàêòà ñ ìàòðèöåé â ðåçóëüòàòå ïðåâðàùåíèÿ. 
Â ÷óãóíàõ ñ ñèëüíî ðàçâåòâëåííûì ãðàôèòîì âåðîÿòíîñòü ïîòåðè êîíòàêòà 

ìåíüøå, ñòåïåíü ëèêâàöèè ïðèìåñåé (êðåìíèÿ) ìåíüøå, öåíòðîâ � → γ – 

ïðåâðàùåíèÿ âîçíèêàåò áîëüøå, ïóòè äèôôóçèè óãëåðîäà ìåíüøå. 
Áëàãîäàðÿ ýòîìó äîñòèãàåòñÿ áîëüøàÿ ñêîðîñòü àóñòåíèòèçàöèè è 
íàóãëåðîæèâàíèÿ àóñòåíèòà, à òàêæå ñóæåíèå èíòåðâàëà ýòîãî ïðîöåññà. 

Èçìåíåíèå òåìïåðàòóð íà÷àëà îáðàçîâàíèÿ àóñòåíèòà è íà÷àëà 
ðàñòâîðåíèÿ ãðàôèòà âòîðè÷íîãî ïðè ïîâûøåíèè ñîäåðæàíèÿ òèòàíà 
ïðèâåäåíî â òàáë. 4. Ïðîâåäåííûé àíàëèç ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî óâåëè÷åíèå 
ñîäåðæàíèÿ òèòàíà â ÷óãóíå äî 0,032 % ïîíèæàåò òåìïåðàòóðó íà÷àëà 
àóñòåíèòèçàöèè ïåðëèòà è ïîâûøàåò òåìïåðàòóðó íà÷àëà ðàñòâîðåíèÿ 
âòîðè÷íîãî ãðàôèòà, òàêèì îáðàçîì, ðàñøèðÿåò èíòåðâàë ïðåâðàùåíèÿ 
ïåðëèòà. Äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå ñîäåðæàíèÿ òèòàíà äî 0,041…0,044 % 
ïðèâîäèò ê ñóæåíèþ ýòîãî òåìïåðàòóðíîãî èíòåðâàëà. 
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Òàáëèöà 4 

Òåìïåðàòóðû íà÷àëà îáðàçîâàíèÿ àóñòåíèòà è ðàñòâîðåíèÿ  
ãðàôèòà âòîðè÷íîãî 

Ñîäåðæàíèå òèòàíà, % (ïî ìàññå) Òåìïåðàòóðà, °Ñ 
èñõ. 
÷óãóí 

0,017…0,019 0,022…0,024  0,030…0,032  0,041…0,044  

Íà÷àëî 
îáðàçîâàíèÿ 
àóñòåíèòà 

610 680 630 580 610 

Íà÷àëî 
ðàñòâîðåíèÿ 
ãðàôèòà 
âòîðè÷íîãî 

770 720 730 785 685 

 
Ðàçëè÷èÿ â õîäå êðèâûõ ÄÒÀ íà ó÷àñòêàõ IV è V ìîæíî îáúÿñíèòü 

ðàçëè÷èåì ôîðìû è ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàôèòà, êîòîðûå áûëè îòìå÷åíû â 

îáðàçöàõ ñ ðàçëè÷íûì ñîäåðæàíèåì òèòàíà [3]. 
Ñ óâåëè÷åíèåì äèñïåðñíîñòè ñòðóêòóðû, êàê ãðàôèòà, òàê è ïåðëèòà 

âðåìÿ àóñòåíèòèçàöèè óìåíüøàåòñÿ. Ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà 
ïðîïîðöèîíàëüíà êîýôôèöèåíòó äèôôóçèè óãëåðîäà è ãðàäèåíòó 
êîíöåíòðàöèè âáëèçè ãðàíèö ðàçäåëà ôàç Ô/À è Ô/Ö, à òàêæå â ó÷àñòêàõ ñ 
ãðàôèòîì. Ïîýòîìó ïîâûøåíèå ñîäåðæàíèÿ òèòàíà äî 0,041…0,044 % 
ïðèâîäÿùåå ê óâåëè÷åíèþ äîëè ãðàôèòà â âèäå ìåëêèõ çàâèõðåíèé 
ïñåâäîýâòåêòè÷åñêîãî òèïà ñïîñîáñòâóåò àóñòåíèòèçàöèè è óìåíüøåíèþ 
ðàçíèöû òåìïåðàòóð íà ó÷àñòêå IV. Òðóäíîñòè â ðàçäåëåíèè ãðàôèòà 
ýâòåêòîèäíîãî è âòîðè÷íîãî íå ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü èõ îáúåìíóþ äîëþ â 
ñòðóêòóðå ÷óãóíà ïðè ðàçëè÷íîì ñîäåðæàíèè òèòàíà. Ìîæíî 
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçëè÷èå â õîäå êðèâûõ ÒÄÀ íà ó÷àñòêàõ IV è V 
ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷èåì ôîðìû è ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàôèòà, âëèÿíèåì ýòèõ 
ïàðàìåòðîâ íà êèíåòèêó ïðîöåññà àóñòåíèòèçàöèè è ðàñòâîðåíèÿ ãðàôèòà, 
÷òî ïðèâîäèò ê ðàçíîé ñóììàðíîé âåëè÷èíå òåïëîâîãî ýôôåêòà ïðè íàãðåâå 

â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð 680…980 °Ñ. 

Âûâîäû 

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü, ÷òî 
ýêñïåðèìåíòàëüíûå êîíöåíòðàöèè òèòàíà íå îêàçûâàëè âëèÿíèÿ íà 
ïðîöåññû ãàçîïîãëîùåíèÿ è ðåëàêñàöèþ íàïðÿæåíèé âîçëå âêëþ÷åíèé 

ãðàôèòà â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð äî 300 °Ñ. 
Ïîäòâåðæäåíû äàííûå ïî âëèÿíèþ äèñïåðñíîñòè ìåòàëëè÷åñêîé 

ìàòðèöû, ôîðìû è ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàôèòà íà òåìïåðàòóðû ôàçîâûõ 
ïåðåõîäîâ. Ñîäåðæàíèå òèòàíà äî 0,032 % ïîíèæàåò òåìïåðàòóðó íà÷àëà 
àóñòåíèòèçàöèè ïåðëèòà è ïîâûøàåò òåìïåðàòóðó íà÷àëà ðàñòâîðåíèÿ 
âòîðè÷íîãî ãðàôèòà, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñøèðÿåò èíòåðâàë ïåðëèòíîãî 
ïðåâðàùåíèÿ. Äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå ñîäåðæàíèÿ òèòàíà äî  
0,041…0,044 % ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ èçìåëü÷åííîãî ìåæäåíäðèòíîãî 
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ãðàôèòà, îãðóáëåíèþ ïåðëèòà è ñîîòâåòñòâåííî ê ñóæåíèþ ýòîãî 
òåìïåðàòóðíîãî èíòåðâàëà. 

Òèòàí â èññëåäóåìûõ ïðåäåëàõ (0,017…0,044 %) ñäâèãàë îáðàçîâàíèå 
îêèñíîé ïëåíêè â îáëàñòü áîëåå íèçêèõ òåìïåðàòóð, â îïûòíûõ ÷óãóíàõ 
ïðîöåññû èíòåíñèâíîãî îêèñëåíèÿ íà÷èíàëèñü óæå ïðè òåìïåðàòóðàõ 
460…500 °Ñ. Ïîýòîìó ïðèìåñè òèòàíà â èññëåäóåìîì èíòåðâàëå 
êîíöåíòðàöèé ìîãóò îòðèöàòåëüíî âëèÿòü íà æàðîñòîéêîñòü îòëèâîê. 
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÔÓÍÊÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß 
ÀÊÊÓÌÓËÈÐÓÞÙÅÃÎ ÁÓÍÊÅÐÀ Â ÐÅÆÈÌÅ ÏÎÄÄÅÐÆÀÍÈß Â 

ÍÅÌ ÎÁÚÅÌÀ ÃÐÓÇÀ Â ÇÀÄÀÍÍÛÕ ÏÐÅÄÅËÀÕ 

Íà îñíîâàíèè êóñî÷íî-ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è 
äèñêðåòíûì ñîñòîÿíèåì ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àêêóìóëèðóþùåãî áóíêåðà â ðåæèìå ïîääåðæàíèÿ â íåì îáúåìà 
ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî îáúåìà ãðóçà â áóíêåðå 
îò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïèòàòåëÿ. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé 
äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÀÊÊÓÌÓËÈÐÓÞÙÈÉ ÁÓÍÊÅÐ, ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß 
ÌÎÄÅËÜ, ÐÅÆÈÌ ÔÓÍÊÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß, ÎÁÚÅÌ ÃÐÓÇÀ, ËÅÍÒÎ×ÍÛÉ 
ÊÎÍÂÅÉÅÐ ÓÃÎËÜÍÎÉ ØÀÕÒÛ. 

 

Íà îñíîâ³ êóñêîâî-ìàðê³âñüêèõ ïðîöåñ³â ç áåçïåðåðâíèì ÷àñîì ³ äèñêðåòíèì 
ñòàíîì ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ôóíêö³îíóâàííÿ àêóìóëþþ÷èõ áóíêåð³â 
â ðåæèì³ ï³äòðèìêè â íüîìó îá'ºìó âàíòàæó â çàäàíèõ ìåæàõ. Îäåðæàíî 
çàëåæí³ñòü ñåðåäíüîãî îá'ºìó âàíòàæó â áóíêåð³ â³ä ïðîäóêòèâíîñò³ æèâèëüíèêà. 
Ðåçóëüòàòè àíàë³òè÷íèõ äîñë³äæåíü äîñòàòíüî äîáðå ñï³âïàäàþòü ç 
ðåçóëüòàòàìè ³ì³òàö³éíîãî ìîäåëþâàííÿ. 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÀÊÓÌÓËÞÞ×ÈÉ ÁÓÍÊÅÐ, ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ, 
ÐÅÆÈÌ ÔÓÍÊÖ²ÎÍÓÂÀÍÍß, ÎÁ'Ì ÂÀÍÒÀÆÓ, ÑÒÐ²×ÊÎÂÈÉ ÊÎÍÂÅªÐ 
ÂÓÃ²ËÜÍÎ¯ ØÀÕÒÈ 

 

Based on piecewise-markovian processes with continuous time and discrete state was 
developed and mathematical model of functioning of accumulative hopper in the mode 
of keeping cargo volume within prescribed limits. Dependence of average cargo volume 
in hopper on productivity of batcher was obtained. Results of analytical researches 
have good coincidence with simulation results.  

Keywords: ACCUMULATIVE HOPPER, MATHEMATICAL MODEL, MODE OF 
FUNCTIONING, CARGO VOLUME, COAL MINE BELT CONVEYER. 

 
Àêêóìóëèðóþùèå áóíêåðû ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â 

ñèñòåìàõ ïîäçåìíîãî êîíâåéåðíîãî òðàíñïîðòà óãîëüíûõ øàõò. 
Àêêóìóëèðóþùèå áóíêåðû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îáåñïå÷åíèÿ 

íåçàâèñèìîé ðàáîòû ñìåæíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ çâåíüåâ òðàíñïîðòà â 
ïåðèîäû èõ àâàðèéíûõ îòêàçîâ â ðàáîòå èëè îñòàíîâîê ïî òîé èëè èíîé 
ïðè÷èíå, à òàêæå äëÿ óìåíüøåíèÿ âëèÿíèÿ ïðîñòîåâ êîíâåéåðíûõ ëèíèé 
íà ðàáîòó î÷èñòíûõ è ïîäãîòîâèòåëüíûõ çàáîåâ. 

Ïðèìåíåíèå àêêóìóëèðóþùèõ áóíêåðîâ â ñèñòåìàõ ïîäçåìíîãî 
êîíâåéåðíîãî òðàíñïîðòà ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ïðîïóñêíóþ 
ñïîñîáíîñòü è íàäåæíîñòü èõ ðàáîòû. 

Äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû àêêóìóëèðóþùèõ áóíêåðîâ â ñèñòåìå 
ïîäçåìíîãî êîíâåéåðíîãî òðàíñïîðòà óãîëüíûõ øàõò íåîáõîäèìî 
ïîääåðæèâàòü â áóíêåðå îáúåì ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ. Ïðè÷åì 
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âåëè÷èíà ýòèõ ïðåäåëîâ çàâèñèò îò ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ áóíêåðà â ñèñòåìå 
êîíâåéåðíîãî òðàíñïîðòà.  

Íà óãîëüíûõ øàõòàõ ðàçãðóçêà áóíêåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ïèòàòåëÿ (ðèñ. 1) Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðàçãðóçêè áóíêåðà 
ìîæåò ðåãóëèðîâàòüñÿ ïóòåì èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïèòàòåëÿ èëè ðàçìåðîì 
âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ.  

Îäíàêî â óñëîâèÿõ óãîëüíûõ øàõò èç-çà ñóùåñòâåííîé 
íåðàâíîìåðíîñòè ïîñòóïàþùåãî â áóíêåð ãðóçîïîòîêà è íèçêîé íàäåæíîñòè 
óïðàâëÿþùåãî îáîðóäîâàíèÿ íåïðåðûâíîå ïîääåðæàíèå â áóíêåðå îáúåìà 
ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïèòàòåëÿ èëè 
ðàçìåðà âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ íåâîçìîæíî. 

 
Ðèñóíîê – 1. Ñõåìà ðàáîòû àêêóìóëèðóþùåãî áóíêåðà â ðåæèìå  

ïîääåðæàíèÿ â íåì îáúåìà ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ 

Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ïîääåðæàíèå â àêêóìóëèðóþùåì áóíêåðå îáúåìà 
ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âêëþ÷åíèÿ è 
âûêëþ÷åíèÿ ïèòàòåëÿ. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïîääåðæàíèÿ îáúåìà ãðóçà â áóíêåðàõ â 
çàäàííûõ ïðåäåëàõ âêëþ÷åíèå è âûêëþ÷åíèå ïèòàòåëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ 
âðó÷íóþ. 

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè óïðàâëåíèÿ ïîääåðæàíèåì â 
àêêóìóëèðóþùåì áóíêåðå îáúåìà ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ íåîáõîäèìî 
ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé íà îñíîâå êîíòðîëëåðîâ. Äëÿ ýòîãî 
íåîáõîäèìî íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ 
àêêóìóëèðóþùåãî áóíêåðà â ðåæèìå ïîääåðæàíèÿ îáúåìà ãðóçà â 
çàäàííûõ ïðåäåëàõ ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì åãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. 
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Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà 
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àêêóìóëèðóþùåãî áóíêåðà â ðåæèìå ïîääåðæàíèÿ â 
íåì îáúåìà ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòóïàþùèé â áóíêåð è 

ðàçãðóæàåìûé èç íåãî ãðóçîïîòîêè Qç è Qð ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëÿþò 
ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ âûñîòîé, ðàâíîé 

ñðåäíåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè çàãðóçêè è ðàçãðóçêè ãðóçîïîòîêà mQ è Qn 

ñîîòâåòñòâåííî, è èíòåðâàëîâ ðàáîòû t1, t2 è ïðîñòîÿ τ1, τ2 êîíâåéåðíîãî 
îáîðóäîâàíèÿ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó (ðèñ. 2). 

 
Ðèñóíîê – 2. Ãðàôèêè ïîñòóïàþùåãî â àêêóìóëèðóþùèé áóíêåð ãðóçîïîòîêà (à) è 

âûõîäÿùåãî èç àêêóìóëèðóþùåãî áóíêåðà ãðóçîïîòîêà (á) 

Îáîçíà÷èì èíòåíñèâíîñòü ïîòîêîâ îòêàçîâ è âîññòàíîâëåíèé 

íàäáóíêåðíîé è ïîäáóíêåðíîé êîíâåéåðíûõ ëèíèé ÷åðåç λ1, µ1 è λ2, µ2 
ñîîòâåòñòâåííî. 

Â ðåæèìå ïîääåðæàíèÿ â áóíêåðå îáúåìà ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ 
íàäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ ðàáîòàåò ïîñòîÿííî. Â ñëó÷àå äîñòèæåíèÿ 

çàäàííîãî ìèíèìàëüíîãî îáúåìà ãðóçà â áóíêåð Vç1 (ì3) ïèòàòåëü 
îòêëþ÷àåòñÿ è ïîäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ðàáîòàåò 
òîëüêî íàäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ. Ïðè äîñòèæåíèè çàäàííîãî 

ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà ãðóçà â áóíêåðå Vç2 (ì
3) ïèòàòåëü ñíîâà âêëþ÷àåòñÿ 

è ïðîèñõîäèò ðàçãðóçêà áóíêåðà äî îáúåìà Vç1. Ïðè ýòîì íàäáóíêåðíàÿ 
êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ âûêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå àâàðèéíîãî ïåðåïîëíåíèÿ 
áóíêåðà. 

Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîñòîÿííîãî ïåðåïîëíåíèÿ àêêóìóëèðóþùåãî 

áóíêåðà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïèòàòåëÿ Qn äîëæíà áûòü áîëüøå ñðåäíåé 

ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïîñòóïàþùåãî ãðóçîïîòîêà mQ (Qn > mQ). 

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñðåäíèé îáúåì Vñ ãðóçà â áóíêåðå. 
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Â ðàáîòå [1] áûëà ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àêêóìóëèðóþùåãî áóíêåðà â ðåæèìå ïåðåãðóçêè, êîãäà 
íàäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ è ïèòàòåëü íå îòêëþ÷àþòñÿ. Ýòîò ðåæèì 

èìååò ìåñòî ïðè mQ < Qn è äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáúåìå àêêóìóëèðóþùåãî 
áóíêåðà. Ýòà ìîäåëü îñíîâàíà íà óðàâíåíèÿõ Õîâàðäà [2], ñïðàâåäëèâûõ 
äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è äèñêðåòíûìè 
ñîñòîÿíèÿìè, êîòîðûå èìåþò âèä:  
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V1, V2, V3, V4 – îáúåìû ãðóçà â áóíêåðå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t, 
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó, âòîðîìó, òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó ñîñòîÿíèÿì 
ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ãðóçà â áóíêåðå, ì3. 

Ïðè ïåðâîì ñîñòîÿíèè íàäáóíêåðíàÿ è ïîäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíûå 
ëèíèè ðàáîòàþò; ïðè âòîðîì ñîñòîÿíèè íàäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ 
íå ðàáîòàåò, à ïîäáóíêåðíàÿ ðàáîòàåò; ïðè òðåòüåì ñîñòîÿíèè íàäáóíêåðíàÿ 
êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ ðàáîòàåò, à ïîäáóíêåðíàÿ íå ðàáîòàåò; ïðè ÷åòâåðòîì 
ñîñòîÿíèè íàäáóíêåðíàÿ è ïîäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíûå ëèíèè íå ðàáîòàþò.  

Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä: ïðè t = 0  

V1 = V2 = V3= V4 = 0. 
Åñëè ïðîñòîé îäíîâðåìåííî íàäáóíêåðíîé è ïîäáóíêåðíîé 

êîíâåéåðíûõ ëèíèé ÿâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì ñîáûòèåì, òî ñèñòåìà 
óðàâíåíèé Õîâàðäà (1) ïðèìåò âèä: 

 

λ λ λ λ

µ µ

µ µ

 = − + + +



= + −



= + −

1
1 1 2 1 1 2 2 3

2
2 1 1 1 2

3
3 2 1 2 3

( ) ,

,

,

dV
q V V V

dt
dV

q V V
dt

dV
q V V

dt

 (2) 

ãäå 
γ

−
=1

Q nm Q
q ; 

γ
= −2

nQ
q ; 

γ
=3

Qm
q . 

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: ïðè t = 0 V1 = V2 = V3 = 0. 
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Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t (t → ∞) 
èìååò âèä: 

 

( ) ( )
( )

( )

µ λ µ µ λ µ λ µ λ µ λ µ
µ µ λ µ λ µ µ µ λ µ λ µ

λ µ λ µ λ µ

µ µ λ µ λ µ

+ − + + −
= + −

+ + + +

+ −
−

+ +

2
1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2 1

1 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2
2 1 1 1 1 2

2

1 2 1 2 2 1

( )
( )

( )
;

Q n
Q

n

m Q
V t t m

Q

 

 

( ) ( )
( )

( )

µ λ µ µ λ µ µ λ λ µ µ λ λ
µ µ λ µ λ µ µ µ λ µ λ µ

λ µ λ µ λ µ

µ µ λ µ λ µ

+ − + + + +
= − −

+ + + +

+ + +
−

+ +

2 2
1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2

2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 1 1 1 2 2
2

1 2 1 2 2 1

( 2 )
( )

( )
;

Q n
Q

n

m Q
V t t m

Q

 (3) 

( ) ( )
( )

( )

µ λ µ µ λ µ λ µ λ µ λ µ
µ µ λ µ λ µ µ µ λ µ λ µ

µ λ λ µ µ λ λ

µ µ λ µ λ µ

+ − + + + +
= + +

+ + + +

+ + +
+

+ +

1 2 2 2 1 1 1 2 1 1 2 2
3 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2
2 1 1 1 1 1 2

2

1 2 1 2 2 1

( )
( )

( 2 )
.

Q n
Q

n

m Q
V t t m

Q

 

Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ãðóçà â áóíêåðå, íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíîãî 
ñîñòîÿíèÿ íàäáóíêåðíîãî è ïîäáóíêåðíîãî êîíâåéåðîâ, ñîãëàñíî ôîðìóëå 
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè [3] îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

 = + +1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )cV PV t P V t P V t , (4) 

ãäå P1 – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàäáóíêåðíàÿ è ïîäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíûå 

ëèíèè ðàáîòàþò îäíîâðåìåííî; P2 – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàäáóíêåðíàÿ 
êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ ïðîñòàèâàåò, à ïîäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ 

ðàáîòàåò; P3 – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ 
ðàáîòàåò, à ïîäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ ïðîñòàèâàåò. 

Âåëè÷èíû P1, P2, P3 îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé 
ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ïîñëåäîâàòåëüíî íåçàâèñèìûõ íàäáóíêåðíîé è 
ïîäáóíêåðíîé êîíâåéåðíûõ ëèíèé.  

Ñîãëàñíî [4], ïðè t → ∞ èìååì 

 
( ) ( )

µ µ
λ µ λ µ

=
+ +

1 2
1

1 1 2 2

P ; 
( ) ( )

λ µ
λ µ λ µ

=
+ +

1 2
2

1 1 2 2

P ; 
( ) ( )

λ µ
λ µ λ µ

=
+ +

2 1
3

1 1 2 2

P . (5) 

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà (5) â âûðàæåíèå (4), ïîñëå 
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì 

µ µ
λ µ γ λ µ γ

 
= ⋅ − ⋅ + + 

1 2

1 1 2 2

Q n
c

m Q
V t  

èëè  

 ( )
γ

= −
1

c Q nV m Q t , (6) 

ãäå 
µ

λ µ
= =

+
1

1 1

[ ]Q ç Qm M Q m ;  
µ

λ µ
= =

+
2

2 2

[ ]n p nQ M Q Q . 
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíèé îáúåì ãðóçà â àêêóìóëèðóþùåì áóíêåðå 
ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 
ïðîèçâîäèòåëüíîñòåé ïîñòóïàþùåãî è ðàçãðóæàåìîãî ãðóçîïîòîêîâ è 

âðåìåíè ðàáîòû áóíêåðà. Êðîìå òîãî, èç (7) ñëåäóåò, ÷òî åñëè >Q nm Q , òî  

Vc > 0, åñëè ≤Q nm Q , òî Vc ≤ 0, ò.å. åñëè ≤Q nm Q , òî áóíêåð ïóñò. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé äëÿ 
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àêêóìóëèðóþùåãî áóíêåðà â ðåæèìå ïåðåãðóçêè 
äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 
èññëåäîâàíèé [5]. 

Â ñëó÷àå, åñëè àêêóìóëèðóþùèé áóíêåð ðàáîòàåò â ðåæèìå 
ïîääåðæàíèÿ â íåì îáúåìà ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ, ïðîöåññ 
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áóíêåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóñî÷íî-ìàðêîâñêèé 
ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé èç çàãðóçêè (íå ðàáîòàåò ïèòàòåëü) è ðàçãðóçêè áóíêåðà 
(ðàáîòàåò ïèòàòåëü) (ðèñ. 3). Ïðè ýòîì, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáúåì ãðóçà 

â áóíêåðå V(t) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì [3], òî ñðåäíèé 
îáúåì ãðóçà â áóíêåðå ìîæíî îïðåäåëèòü èç âûðàæåíèÿ 

 
ξξ

ξ ξ

 
= = + 

  
∫ ∫
0 0

1 1
[ ( )] ( ) ( )

ðç

c ç ð
c c

V M V t M V t dt V t dt , (7) 

ãäå V(t) = Vç(t) + Vp(t); Vç(t) – òåêóùèé îáúåì ãðóçà â áóíêåðå â ìîìåíò 

çàãðóçêè, ì3; Vð(t) – òåêóùèé îáúåì ãðóçà â áóíêåðå â ìîìåíò  

ðàçãðóçêè, ì3; ξñ – âðåìÿ öèêëà çàãðóçêè è ðàçãðóçêè áóíêåðà, ñ; ξç, ξð – 

âðåìÿ çàãðóçêè è ðàçãðóçêè áóíêåðà ñîîòâåòñòâåííî, ñ.  

Ïðè ýòîì ξñ, ξç, ξð ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, 

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ 

 ξñ = ξç + ξð. (8) 
 

 
Ðèñóíîê – 3. Ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îáúåìà ãðóçà â áóíêåðå  

â ðåæèìå ïîääåðæàíèÿ â íåì îáúåìà ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ 

 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

ISSN 1991-7848  91 

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò [3] 

 M[ξñ] = M[ξç] + M[ξð]  
èëè 

 tc = tç + tð, (9) 
ãäå tc – ñðåäíåå âðåìÿ öèêëà çàãðóçêè è ðàçãðóçêè áóíêåðà, ñ; tç, tð – 
ñðåäíåå âðåìÿ çàãðóçêè è ðàçãðóçêè áóíêåðà ñîîòâåòñòâåííî, ñ. 

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îáúåìîâ ãðóçà â áóíêåðå Vç(t) è Vp(t) ìîæíî 
îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëàì: 

 

 
γ

= + ⋅1[ ( )] Q
ç ç

m
M V t V t , åñëè 0 < t < ξç;  

 
γ
−

= + ⋅2

( )
[ ( )] Q n

p ç

m Q
M V t V t , åñëè ξç < t < ξp. (10) 

 

Ñîãëàñíî [3], ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y(t), 
ÿâëÿþùåéñÿ èíòåãðàëîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V(t) ñ ìàòåìàòè÷åñêèì 
îæèäàíèåì, ëèíåéíî çàâèñÿùèì îò âðåìåíè, è ñëó÷àéíûì âåðõíèì 

ïðåäåëîì ξ(t), ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå 

 

 ( )
ξ

ξ ξ ξσ
 

= = + + 
 
∫
( )

2 2

0

[ ( )] ( )
2

t a
M Y t M V t dt bm m , (11) 

 

ãäå = +[ ( )]M V t a bt ; ξ ξ= [ ( )]m M t ; ξσ ξ=2 [ ( )]D t . 

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (11), ñ ó÷åòîì (10), ðàâåíñòâî (7) ïîñëå 
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåò âèä: 

 

 
( ) ( )σ σ

γ

+ − − ++
= +

2 2 2 2

1 2
( )

2

Q ç ç n Q p pç ç ç p
c

c c

m t Q m tV t V t
V

t t
, (12) 

 

ãäå σç, σð – ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ âðåìåíè çàãðóçêè ξç è 

ðàçãðóçêè ξð áóíêåðà, ñ. 

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî σç<< tç è σð<< tð, ðàâåíñòâî (12) ïðèìåò âèä: 

 

 
γ

+ − −
= +

2 2
1 2 ( )

2
ç ç ç p Q ç n Q p

c
c c

V t V t m t Q m t
V

t t
. (13) 

 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè çàãðóçêè tç è ðàçãðóçêè áóíêåðà tð, 
àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì Õîâàðäà [2], ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî 

ñðåäíèõ âðåìåí äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî êîëè÷åñòâà ãðóçà â áóíêåðå θi ïðè 

ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ íàäáóíêåðíîé è ïîäáóíêåðíîé 
êîíâåéåðíûõ ëèíèé. 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

92  ISSN 1991-7848 

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 

 

θ
λ λ θ λ θ λ θ

θ
µ θ λ µ θ λ θ

θ
µ θ λ µ θ λ θ

θ
µ θ µ θ µ µ θ

 ′ = − + + +

 ′ = + − + +


 ′ = + − + +


 ′ = + + − +


1
1 1 2 1 1 2 2 3

2
2 1 1 2 1 2 2 4

3
3 2 2 1 2 3 1 4

4
4 2 2 2 3 1 2 4

1 ( ) ,

1 ( ) ,

1 ( ) ,

1 ( ) ,

d
q

dm
d

q
dm
d

q
dm
d

q
dm

 (14) 

ãäå ′ = −1 Q nq m Q ; ′ = −2 nq Q ; ′ =3 Qq m ; ′ =4 0q ; θ1, θ2, θ3, θ4 – ñðåäíèå âðåìåíà 

çàïîëíåíèÿ çàäàííîãî êîëè÷åñòâà ãðóçà â áóíêåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ â 
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðâîìó, âòîðîìó, òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó 

ñîñòîÿíèÿì íàäáóíêåðíîé è ïîäáóíêåðíîé êîíâåéåðíûõ ëèíèé; m – 
òåêóùåå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà ãðóçà â áóíêåðå. 

Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä: ïðè m = 0   

θ1 = θ2= θ3 = θ4 = 0. 
Åñëè îäíîâðåìåííûé ïðîñòîé íàäáóíêåðíîé è ïîäáóíêåðíîé 

êîíâåéåðíûõ ëèíèé ÿâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì ñîáûòèåì, òî ñèñòåìà 
óðàâíåíèé (14) ïðèìåò âèä: 

 

θ
λ λ θ λ θ λ θ

θ
µ θ µ θ

θ
µ θ µ θ

 ′ = − + + +

 ′ = + −

 ′ = + −

1
1 1 2 1 1 2 2 3

2
2 1 1 1 2

3
3 2 1 2 3

1 ( ) ,

1 ,

1 ,

d
q

dm
d

q
dm
d

q
dm

 (15) 

ãäå ′ = −1 Q nq m Q ; ′ = −2 nq Q ; ′ =3 Qq m .  

Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä: ïðè m = 0  θ1 = θ2 = =θ3= 0. 
Îïðåäåëèì ñðåäíåå âðåìÿ çàãðóçêè áóíêåðà tç ïðè íåðàáîòàþùåì 

ïèòàòåëå. Â ýòîì ñëó÷àå λ2 = 0, à óðàâíåíèå (14) ïðèìåò âèä: 

 

θ
λ θ λ θ

θ
µ θ µ θ

 ′ = − +

 ′ = + −


1
1 1 1 1 2

2
2 1 1 1 2

1 ,

1 ,

d
q

dm
d

q
dm

 (16) 

ãäå ′ =1 Qq m ; ′ =2 0q ; θ1 – ñðåäíåå âðåìÿ, çà êîòîðîå êîëè÷åñòâî ãðóçà â 

áóíêåðå óâåëè÷èòñÿ íà m ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 

íàäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ ðàáîòàåò; θ2 – ñðåäíåå âðåìÿ, çà êîòîðîå 
êîëè÷åñòâî ãðóçà â áóíêåðå óâåëè÷èòñÿ íà m ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò âðåìåíè íàäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ íå ðàáîòàåò. 

Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä: ïðè m = 0 θ1 = θ2 = 0. 
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Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (16), ïîëó÷èì: 

 θ θ
µ

= = +1 2

1

1
;

Q Q

m m

m m
. (17) 

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ( )γ= −2 1ç çm V V , â ðåçóëüòàòå èìååì 

 
( ) ( )γ γ

θ θ
µ

− −
= = +2 1 2 1

1 2

1

1
;ç ç ç ç

Q Q

V V V V

m m
. (18) 

Ñðåäíåå âðåìÿ çàãðóçêè áóíêåðà tç, ò.å. ñðåäíåå âðåìÿ, â òå÷åíèå 

êîòîðîãî îáúåì ãðóçà â áóíêåðå óìåíüøèòñÿ îò Vç2 äî Vç1 ïðè ïðîèçâîëüíîì 
íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè íàäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé ëèíèè, îïðåäåëèì ïî 
ôîðìóëå 

 θ θ′ ′= +1 1 2 2çt P P , (19) 

ãäå ′ ′
1 2,P P – âåðîÿòíîñòü ðàáîòû è ïðîñòîÿ íàäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé ëèíèè 

ñîîòâåòñòâåííî. 

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà, ò.å. ïðè t →∞ Ð1, Ð2 îïðåäåëÿþòñÿ 

ïî ôîðìóëàì 

 
µ λ

λ µ λ µ
′ ′= =

+ +
1 1

1 2

1 1 1 1

;P P . (20) 

Ïîäñòàâëÿÿ (18) è (20) â (19), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì: 

 
( )

( )
γ λ

λ µ µ
−

= +
+

2 1 1

1 1 1

ç ç
ç

Q

V V
t

m
, (21) 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ðàçãðóçêè áóíêåðà tð, ò.å. êîãäà âêëþ÷åí 
ïèòàòåëü, íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå (14). 

Îäíàêî ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (14) è (15) 
ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè. Ïîýòîìó ñíà÷àëà 
ïîëó÷èì àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (14) äëÿ ÷àñòíîé çàäà÷è ïðè 

íåïðåðûâíîé ðàáîòå ïîäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé ëèíèè, ò.å. ïðè λ2 = 0.  
À çàòåì, èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû 

óðàâíåíèé (14) ïðè λ2 ≠ 0.   
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò, êîãäà îáúåì ãðóçà â áóíêåðå äîñòèãàåò 

Vç2, âêëþ÷àþò ïèòàòåëü, à ïîäáóíêåðíàÿ êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ íåïðåðûâíî 

ðàáîòàåò, ò.å. λ2 = 0. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (14) ïðèìåò âèä: 

 

θ
λ θ λ θ

θ
µ θ µ θ

′ ′ ′ ′= − +
 ′ ′ ′ ′= + −


1
1 1 1 1 2

2
2 1 1 1 2

1 ,

1 ,

d
q

dm
d

q
dm

 (22) 

ãäå ′ = −1 Q nq m Q ; ′ = −2 nq Q . 

Çäåñü θ θ′ ′
1 2,  – ñðåäíåå âðåìÿ, çà êîòîðîå êîëè÷åñòâî ãðóçà â áóíêåðå 

óìåíüøàåòñÿ íà m (ò) ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàäáóíêåðíàÿ 
êîíâåéåðíàÿ ëèíèÿ ðàáîòàåò è íå ðàáîòàåò ñîîòâåòñòâåííî. Ðåøàÿ ñèñòåìó 
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óðàâíåíèé (22) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ m = 0, θ θ′ ′= =1 2 0 è ïîëàãàÿ  

m = γ(Vç2 – Vç1), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì: 
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 (23) 
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 (24) 

Åñëè ðàçãðóçêà èç áóíêåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî (λ2 = 0), ò.å. 
áåç îñòàíîâîê ïîäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé ëèíèè, òî âðåìÿ ðàçãðóçêè 
áóíêåðà áóäåò ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå îñòàíîâîê ïîäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé 

ëèíèè (λ2 ≠ 0). Åñëè îáúåì ãðóçà â áóíêåðå Vç2 óâåëè÷èòü íà îáúåì ñðåäíåãî 
êîëè÷åñòâà ãðóçà, íå ïðîïóùåííîãî ïîäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé ëèíèåé  
çà âðåìÿ åå ïðîñòîÿ tï â òå÷åíèå âðåìåíè tp, òî âðåìÿ ðàçãðóçêè áóíêåðà 

îáúåìîì ′
2çV  ïðè íåïðåðûâíî ðàáîòàþùåé ïîäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé  

ëèíèè (λ2 = 0) ïðèáëèçèòåëüíî ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì âðåìåíåì tp  
ðàçãðóçêè áóíêåðà îáúåìîì Vç2, íî ñ îñòàíîâêàìè ïîäáóíêåðíîé 

êîíâåéåðíîé ëèíèè (λ2 ≠ 0). 
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â ðàâåíñòâî (23) âìåñòî θ ′1  ïîäñòàâèòü tp, à âìåñòî 

Vç2 ïîäñòàâèòü ′
2çV , îïðåäåëåííîå èç âûðàæåíèÿ 

 
γ

′ = +2 2
n

ç ç n

Q
V V t , (25) 

ãäå 
λ

λ µ
=

+
2

2 2

n pt t  – ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ïîäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé 

ëèíèè â òå÷åíèå âðåìåíè tp, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî tp: 
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λ µ
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n Q n Q
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 (26) 

 

ãäå 
λ

λ µ γ
′ = +

+
2

2 2

2 2

n
ç ç p

Q
V V t . 

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ 

ïðèáëèæåíèé. Ïðè ýòîì çà íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå θ ′1  

èç (23), ò.å. θ ′= 1pt . 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçíîñòü ′ −2 1ç çV V  – áîëüøàÿ âåëè÷èíà, òîãäà èç 

ðàâåíñòâà (26), ïðåíåáðåãàÿ ýêñïîíåíòîé â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ïîëó÷èì 

ñðåäíåå âðåìÿ çàãðóçêè tp â âèäå: 
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ãäå 
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.  

Ïîäñòàâëÿÿ â (13) tç è tp, îïðåäåëåííûå ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì 

(21) è (27), à âìåñòî Vç2 çíà÷åíèå ′
2çV , îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (25), 

ïîëó÷èì ñðåäíèé îáúåì ãðóçà â áóíêåðå Vñ â ðåæèìå ïîääåðæàíèÿ â íåì 

îáúåìà ãðóçà â çàäàííûõ ïðåäåëàõ: 
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+ +
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Q ç n Q pç ç ç p
c

ç p ç p

m t Q m tV t V t
V

t t t t
, (28) 
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Q
V V t . 

Ïîäñòàâëÿÿ ′
2çV  â (28), ñ ó÷åòîì (9), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì 

 

 
( ) λ
γ λ µ γ

− −+
= + + ⋅ ⋅

+

2 2 2
1 2 2

2 22
Q ç n Q pç ç ç p pn

c
c c c

m t Q m tV t V t tQ
V

t t t
. (29) 

 
Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî îáúåìà ãðóçà â 

áóíêåðå îò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïèòàòåëÿ Qn ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 
èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà îòêàçîâ íàäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé ëèíèè  

λ1 = 0,025; 0,05; 0,1 ìèí-1. Ïðè ýòîì èñõîäíûå äàííûå ïðèíèìàëè 

çíà÷åíèÿ:  mQ = 3,7 ò/÷;  Vç1 = 4 ì
3; Vç2 = 100 ì

3; µ1 = 0,06139 ìèí-1;  
λ2 = 0,017 ìèí-1; µ2 = 0,069 ìèí-1. 

Òàì æå ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.  

Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïèòàòåëÿ Qn 

ñðåäíèé îáúåì ãðóçà â àêêóìóëèðóþùåì áóíêåðå Vc óìåíüøàåòñÿ è ïðè  

Qn → ∞ ñðåäíèé îáúåì ãðóçà â áóíêåðå 
+

→ =1 2 52
2

ç ç
ñ

V V
V  ì3. Êðîìå òîãî, 

ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ íàäáóíêåðíîé êîíâåéåðíîé ëèíèè 

λ1 ñðåäíèé îáúåì Vc óìåíüøàåòñÿ. 
 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

96  ISSN 1991-7848 

50

60

70

80

90

100

110

120

130

4 6 8 10 12 14 16 18 20
 

Ðèñóíîê – 4. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè Vc îò Qn ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ1: 
òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå:  

1 – λ1 = 0,025 ìèí
-1; 2 – λ1 = 0,05 ìèí

-1; 3 – λ1 = 0,1 ìèí
-1; 

ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:  
• – λ1 = 0,025 ìèí

-1; ▲ – λ1 = 0,05 ìèí
-1; ♦ – λ1 = 0,1 ìèí

-1  

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâå êóñî÷íî-ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ðàçðàáîòàíà 
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àêêóìóëèðóþùåãî 
áóíêåðà, ðàáîòàþùåãî â ðåæèìå ïîääåðæàíèÿ îáúåìà ãðóçà â çàäàííûõ 
ïðåäåëàõ. Ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î 
ñðåäíåì îáúåìå ãðóçà â áóíêåðå, êîòîðàÿ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàåò 
ñ ðåçóëüòàòàìè èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. 

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ 
óâåëè÷åíèåì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïèòàòåëÿ ñðåäíèé îáúåì ãðóçà â áóíêåðå 

óìåíüøàåòñÿ è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Qn → ∞ ñòðåìèòñÿ ê ïîëóñóììå 
ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çàäàííûõ îáúåìîâ ãðóçà â áóíêåðå. 
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ÎÖÅÍÊÀ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÌÅÒÎÄÎÂ ÄÈÀÃÍÎÑÒÈÐÎÂÀÍÈß 
ÄÅÔÅÊÒÎÂ ÏÎÄØÈÏÍÈÊÎÂ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÃÎ 

ÔÐÀÊÒÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ 

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ äèàãíîñòèðîâàíèþ 
ïîâðåæäåíèé ïîäøèïíèêîâ, à òàêæå êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ ðîòîðíîãî 
òèïà â àâàðèéíûå è ïðåæäå âñåãî â ïðåäàâàðèéíûå ïåðèîäû èõ ðàáîòû íà îñíîâå 
ìíîãîìåðíîãî ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà. Ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ î ñàìîïîäîáíîñòè 
ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðóþùåì îáúåêòå, 
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèàãíîñòèðîâàíèÿ ïîâðåæäåíèé  ïîäøèïíèêîâ ñ 
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ RS-àíàëèçà è ìàêñèìóìà ìîäåëåé âåéâëåò – 
ïðåîáðàçîâàíèÿ (ÌÌÂÏ). 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÔÐÀÊÒÀË, ÌÓËÜÒÈÔÐÀÊÒÀË, ÄÈÀÃÍÎÑÒÈÊÀ. 

 

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà îö³íêè åôåêòèâíîñò³ ìåòîä³â ä³àãíîñòóâàííÿ 
ïîøêîäæåíü ï³äøèïíèê³â, à òàêîæ êîíòðîëþ ñòàíó îá'ºêò³â ðîòîðíîãî òèïó â 
àâàð³éí³ ³ ïåðø çà âñå â ïåðåäàâàð³éí³ ïåð³îäè ¿õ ðîáîòè íà îñíîâ³ áàãàòîâèì³ðíîãî 
ôðàêòàëüíîãî àíàë³çó. Ç óðàõóâàííÿì ïðèïóùåííÿ ïðî ñàìîïîä³áí³ñòü ïðîöåñ³â, 
ùî ïðîò³êàþòü â íîðìàëüíî ôóíêö³îíóþ÷îìó îá'ºêò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à 
ä³àãíîñòóâàííÿ ïîøêîäæåíü ï³äøèïíèê³â ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîä³â RS-àíàë³çó 
òà ìàêñèìóìó ìîäåëåé âåéâëåò - ïåðåòâîðåííÿ (ÌÌÂÏ). 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÔÐÀÊÒÀË, ÌÓËÜÒÈÔÐÀÊÒÀËÀ, Ä²ÀÃÍÎÑÒÈÊÀ. 

 

This paper is devoted to assessing the effectiveness of methods for diagnostics of 
bearing damage, as well as monitoring of rotary-type objects into emergency and 
especially in times of near misses of their work based on the multidimensional fractal 
analysis. Based on the assumption of self-similarity of processes in normal operating 
facilities, the problem of diagnostics bearing damage using techniques RS-analysis 
models and maximum wavelet - transformation (WTMM). 

Keywords: FRACTAL, MULTIFRACTAL, DIAGNOSTICS. 

Ââåäåíèå 

Ïîèñê ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ 
óïðàâëåíèÿ ðîòîðíîãî òèïà (äâèãàòåëè, ýíåðãîóñòàíîâêè è ò.ä.) â 
àâàðèéíûå è ïðåæäå âñåãî â ïðåäàâàðèéíûå ïåðèîäû èõ ðàáîòû, ïî 
ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì [1]. Îñîáåííî ýòî âàæíî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ 
áåñïåðåáîéíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáîðóäîâàíèÿ ïðåäïðèÿòèé 
íåïðåðûâíîãî öèêëà òàêîãî êàê, íàïðèìåð, ïðîêàòíûå ñòàíû â 
ìåòàëëóðãèè, ãîðíîòðàíñïîðòíûå ñèñòåìû, àâòîìàòèçèðîâàííûå ëèíèè â 
ìàøèíîñòðîåíèè è ò. ï. 

Â äàííîé ðàáîòå ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ î ñàìîïîäîáíîñòè ïðîöåññîâ, 
ïðîòåêàþùèõ â íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðóþùåì îáúåêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ 
çàäà÷à äèàãíîñòèðîâàíèÿ ïîâðåæäåíèé  ïîäøèïíèêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ìåòîäîâ íîðìèðîâàííîãî RS-àíàëèçà è ìàêñèìóìà ìîäåëåé âåéâëåò – 
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáðàáàòûâàåìûå âèáðàöèîííûå ñèãíàëû ïîëó÷åíû ñ 

                                    
© Ìèõàëåâ À.È., Íåäîñïàñîâ À.À., 2012 
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ïîìîùüþ àêñåëåðîìåòðà, óñòàíîâëåííîãî ñî ñòîðîíû ïðèâîäà äâèãàòåëÿ â 
ïîçèöèè çîíû íàãðóçêè ïîäøèïíèêà âàëà. 

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ 
äèàãíîñòèðîâàíèÿ ïîâðåæäåííûõ ïîäøèïíèêîâ êà÷åíèÿ è ñðàâíåíèå 
äàííûõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè ìåæäó ñîáîé. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ 
èñïîëüçîâàëèñü ñèãíàëû, ñíÿòûå ñ îáúåêòà áåç ïîâðåæäåíèé è ñ òåñòîâûõ 
ïîäøèïíèêîâ ñî ñïåöèàëüíî íàíåñåííûìè òî÷å÷íûìè äåôåêòàìè, îòäåëüíî 
íà âíóòðåííþþ äîðîæêó êà÷åíèÿ, íà ýëåìåíò êà÷åíèÿ (ò.å. øàðèê) è íà 
âíåøíþþ äîðîæêó êà÷åíèÿ ðàçìåðîì 0.007, 0.014 è 0.021 äþéìîâ â 
äèàìåòðå ýëåêòðîýðîçèîííûì ñïîñîáîì. Äàííûå èçìåðÿëèñü ñ ÷àñòîòàìè 
äèñêðåòèçàöèè 12 êÃö è 48 êÃö [2]. 

Ìåòîä R/S – àíàëèçà 

Ïóñòü Õ(t) - èññëåäóåìàÿ âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü íåêîòîðîé âåëè÷èíû 
Õ, èçìåðåííîé â äèñêðåòíûå öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè t. 
Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî Õ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé íàêîïëåííîé âåëè÷èíîé è 
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ âêëàäîâ 

ξ (t). Íàïðèìåð, åñëè Õ - êîîðäèíàòà áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû, òî ξ  - ýòî 

ýëåìåíòàðíûå ñìåùåíèÿ ôëóêòóàöèè òàêîé ÷àñòèöû. 

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå âåëè÷èí Õ è ξ  â íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì 

èíòåðâàëå âðåìåíè t º [1;τ]. Äëÿ ýòîãî èíòåðâàëà âðåìåíè ìîæíî âû÷èñëèòü 

ñðåäíþþ âåëè÷èíó ïðèðàùåíèé ξ : 

1
( ).

1

t

t

τ
ξ ξτ τ

= ∑
=

                                         (1) 

Îäíîâðåìåííî ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ âåëè÷èíó Õ(t,τ), êîòîðàÿ áóäåò 
èìåòü ñìûñë íàêîïëåííûõ îòêëîíåíèé îò ñðåäíåãî çà äàííûé ïåðèîä: 

{ }( , ) ( ) .

1

t
X t u

u

τ ξ ξ τ= −∑
=

                                 (2) 

ïðè Õ(1,τ) = Õ(τ,τ) = 0.  

Ââåäåì ðàçìàõ R(τ) êàê ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå Õ(t,τ) çà 

ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðâàë âðåìåíè: 

( ) max ( , ) min ( , ).
11

R X t X t
tt

τ τ τ
ττ

= −
≤ ≤≤ ≤                         (3)

 

Òîãäà äëÿ àíàëèçà ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D èñõîäíîé êðèâîé Õ(t) 
äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü Õåðñòà (5), áåçðàçìåðíîãî 

îòíîøåíèÿ R/S îò âåëè÷èíû âðåìåííîãî èíòåðâàëà τ, ãäå S - 

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ξ  îò ñðåäíåãî çà òîò æå èíòåðâàë 

âðåìåíè: 

{ }21
( ) ( ) .

1

S t

t

τ
τ ξ ξ ττ

= −∑
=

                               (4) 
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( )
~ ,

( )

R HM
S

τ
λτ

τ
 
 
 

                                   (5) 

ãäå Ì – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, λ=const > 0, Í - ïîêàçàòåëü Õåðñòà. 

Ïðè ýòîì ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü: 

D=2-H.                                           (6) 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D 
èññëåäóåìîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü íîðìèðîâàíóþ çàâèñèìîñòü 

R(τ)/S(τ) â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå è ïðîâåñòè ëèíåéíóþ 

àïïðîêñèìàöèþ. Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà β íåïîñðåäñòâåííî äàñò çíà÷åíèå 

ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà Í=β, ñâÿçàííîãî ñ âåëè÷èíîé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè 

D ñîîòíîøåíèåì (6). 
Â èçëîæåííîì âûøå àëãîðèòìå ìåòîäà íîðìèðîâàíîãî R/S – àíàëèçà 

çàâèñèìîñòè R(τ) è S(τ) âñåãäà ðàññ÷èòûâàþòñÿ òîëüêî äëÿ íà÷àëüíîãî 

èíòåðâàëà âðåìåíè τ. Âìåñòå ñ òåì ìåòîä ìîæåò áûòü óñîâåðøåíñòâîâàí, 

åñëè ïðîâîäèòü óñðåäíåíèå R(τ) è S(τ) ïî íåñêîëüêèì âðåìåííûì îêíàì 
ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ τ, âçÿòûì â ðàçíûõ ïîëîæåíèÿõ íà àíàëèçèðóåìîé 

êðèâîé Õ(t) [3]. 

Ìåòîä ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò – ïðåîáðàçîâàíèÿ 

Àëãîðèòì ÌÌÂÏ ïðåäóñìàòðèâàåò ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèÿ 

íåðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè g(x) â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ïî ôîðìóëå: 

                       
1 0( , ) ( ) ( ) .

0

x x
W a x g x dx

a a

∞ −
= Ψ∫

−∞
                        (7) 

Ðåçóëüòàò âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîâåðõíîñòü â 
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 1à). Ïðè ýòîì âàæíàÿ èíôîðìàöèÿ 
ñîäåðæèòñÿ â ñêåëåòîíå, èëè ëèíèÿõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ïîâåðõíîñòè 

êîýôôèöèåíòîâ W(à,õ), ïîèñê êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ íà êàæäîì ìàñøòàáå à 
(ðèñ. 1á). 

Âûáîð áàçèñíîé âåéâëåò-ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêóþ 

èíôîðìàöèþ íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü èç ñèãíàëà g(õ). Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì 
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîáû âûáðàííûé âåéâëåò áûë áû íå ìåíåå øèðîïîëîñíûì, 

÷åì àíàëèçèðóåìûé ñèãíàë. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïàðàìåòðà m 

äëÿ mhat-âåéâëåòà â  
2

( )
( 1) exp

2

m xm m
mx

  ∂   Ψ = − −
  ∂   

 ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, ñ 

îäíîé ñòîðîíû, óâåëè÷åíèå m ïîçâîëÿåò ïðîèãíîðèðîâàòü 
êðóïíîìàñøòàáíûå ïîëèíîìèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå (óñòðàíèòü òðåíä) è 
àíàëèçèðîâàòü ìåëêîìàñøòàáíûå âàðèàöèè äàííîé ôóíêöèè, ñ äðóãîé 
ñòîðîíû, ìíîãîêðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà 
ëèíèé ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ âåéâëåò - êîýôôèöèåíòîâ è ïîÿâëåíèþ 
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äîïîëíèòåëüíûõ ëèíèé, îáðûâàþùèõñÿ íà ìàëûõ 
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ìàñøòàáàõ. Òàêèå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì êîðîòêèìè äëÿ òîãî, ÷òîáû 

ïðîâîäèòü ïî íèì îöåíêè ñòåïåííûõ çàâèñèìîñòåé âèäà  

( )
0( , ) ~

0

h x
W a x a

, 
è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîìåõè ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííîãî àíàëèçà 
ñèíãóëÿðíîñòåé, èññëåäóåìîãî ñèãíàëà g(x). 

 
Ðèñóíîê 1 - (à) Ðåçóëüòàò âåéâëåò - ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü àÎõ: 
áîëüøèå çíà÷åíèÿ âåéâëåò - êîýôôèöèåíòîâ W(a,x) ñîîòâåòñòâóþò áîëåå òåìíûì 
ó÷àñòêàì. (á) Ëèíèè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíòîâ W(a,x): 

ìèíèìóìîâ (ñâåòëûå êðóæêè) è ìàêñèìóìîâ (òåìíûå êðóæêè) 

Èçâåñòíî, ÷òî âåéâëåò - ïðåîáðàçîâàíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåãóëÿðíîé 

ôóíêöèåé W(à,õ0) äàæå ïðè íåðåãóëÿðíîñòè èññëåäóåìîãî ñèãíàëà g(õ). Ïðè 
ýòîì âñÿ èíôîðìàöèÿ î âîçìîæíîé îñîáåííîñòè g(õ), âêëþ÷àÿ åå 

ëîêàëèçàöèþ õ0 è ïîêàçàòåëü h(õ0), îòðàæàåòñÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì 

ïîâåäåíèè êîýôôèöèåíòîâ W(à,õ0) ïðè ìàëûõ ìàñøòàáàõ à. Åñëè 

êîýôôèöèåíòû íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ ðàñõîäÿòñÿ, òî ôóíêöèÿ g(õ) èìååò 
îñîáåííîñòü â õ0 è ýêñïîíåíòà Ã¸ëüäåðà h(x0) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïóòåì 

ïðåäñòàâëåíèÿ çàâèñèìîñòè 
)(

0
0~),(

xh
axaW  â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì 

ìàñøòàáå è âû÷èñëåíèÿ íàêëîíà çàâèñèìîñòè lnZ(q,a)/(lna). Åñëè 

êîýôôèöèåíòû W(à,õ0) áëèçêè ê íóëþ â îêðåñòíîñòè õ0 íà ìàëûõ 

ìàñøòàáàõ, òî ôóíêöèÿ g(õ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â ýòîé òî÷êå. 
Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òàêîå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðè 

ðàñ÷åòå ã¸ëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò, êîòîðîå ñîñòîèò â òðåáîâàíèè 
òåîðåòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê îò âûáîðà áàçèñíûõ 
ôóíêöèé âåéâëåò – ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü, â 
íåêîòîðîì ñìûñëå, îá óíèâåðñàëüíîñòè àíàëèçà ëîêàëüíûõ íåðåãóëÿðíîñòåé 
(õîòÿ ðàçëîæåíèå ïî âåéâëåòàì, ðàçóìååòñÿ, çàâèñèò îò âûáðàííîãî áàçèñà). 

Âûäåëåíèåì ñêåëåòîíà çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâûé øàã àëãîðèòìà ÌÌÂÏ. 
Àíàëèç âûäåëåííûõ ëèíèé ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ èëè ëîêàëüíûõ 
ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò - ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêè ïîçâîëÿåò 
âû÷èñëÿòü ã¸ëüäåðîâñêèå ýêñïîíåíòû, ò.å. àíàëèçèðîâàòü ñèíãóëÿðíîñòè 

èññëåäóåìîãî ïðîöåññà g(õ). Îäíàêî òàêîé ïîäõîä h(x0) ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íûì - 
ïðè óâåëè÷åíèè ìàñøòàáà ñêàçûâàåòñÿ âëèÿíèå ñîñåäíèõ íåðåãóëÿðíîñòåé, 
÷òî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì îøèáêàì. Â ìíîãîìåðíîì ôðàêòàëüíîì àíàëèçå 
ïðîâîäÿò ðàñ÷åòû íà îñíîâå òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì 
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Z(q,a), ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü áîëåå íàäåæíûå îöåíêè õàðàêòåðèñòèê 
èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ [4]. Îòñþäà âòîðîé øàã ìåòîäà ÌÌÂÏ çàêëþ÷àåòñÿ 
â ïîñòðîåíèè îáîáùåííûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ïî ôîðìóëå 

( , ) ( , ( ))

( )

q
Z q a W a x a

l
l L a

= ∑
∈

,                          (8) 

ãäå L(à) - ìíîæåñòâî âñåõ ëèíèé (l) ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé 
âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ, ñóùåñòâóþùèõ íà ìàñøòàáå à; õ1(à) õàðàêòåðèçóåò 
ïîëîæåíèå íà ýòîì ìàñøòàáå ìàêñèìóìà, îòíîñÿùåãîñÿ ê ëèíèè l. Â 
äàííîì ñëó÷àå ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì, îáåñïå÷èâàþùèì óñòîé÷èâîñòü 
ìåòîäà, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäóëè âåéâëåò - 
êîýôôèöèåíòîâ. Áåç ýòîãî (ñ ó÷åòîì èíôîðìàöèè î ôàçàõ) ìåòîä íå 
ïîçâîëèë áû ïîëó÷èòü óñòîé÷èâîå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå 
âû÷èñëåíèå ìàêñèìóìîâ ìîæåò ñîçäàâàòü ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ 
óñòîé÷èâîñòüþ ìåòîäà. Â òî æå âðåìÿ ñàìà ïðîöåäóðà âåéâëåò - 
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäðàçóìåâàåò âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ â ïðåäåëàõ 
÷àñòîòíî - âðåìåííîãî îêíà, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò óñðåäíåíèå. 
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (8) íå ïîäõîäèò äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé 

q, ïîñêîëüêó âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé W(a,x1(a))=0. Â ýòîé ñâÿçè íà 
ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ ôîðìóëà: 

  ( , ) ( sup ( ', ( ')) ) ,
1

( ) '

q
Z q a W a x a

l L a a a

= ∑
∈ ≤

                     (9) 

ò.å. âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ âäîëü êàæäîé ëèíèè íà ìàñøòàáàõ, ìåíüøèõ çàäàííîãî 

çíà÷åíèÿ à. Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü: 

   
( )

( , ) ~ ,
q

Z q a a
τ

                                           (10) 

ãäå âåëè÷èíó τ(q), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ q ïóòåì 
âû÷èñëåíèÿ íàêëîíà çàâèñèìîñòè lnZ(q,a)/(lna), íàçûâàþò ñêåéëèíãîâîé 
ýêñïîíåíòîé. Â ñâîþ î÷åðåäü, âàðèàöèÿ ñòåïåíåé q ïðè ïîñòðîåíèè 
÷àñòè÷íûõ ñóìì (9) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü äëÿ 

ìîíîôðàêòàëüíèõ îáúåêòîâ (H=dτ/dq=const) è íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü 

τ(q)=qh-D(h) ñ áîëüøèì ÷èñëîì ã¸ëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò h(q)=dτ/dq ≠  const 
â ñëó÷àå ìóëüòèôðàêòàëîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî [4]: 

( 1)
( , ) ~ .

q
Z q a a D

q
−                                         (11) 

Òîãäà ( ) ( 1)q q D
q

τ = − . 

Çäåñü Dq – îáîáù¸ííàÿ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü [5]. 

Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ q ñêåéëèíãîâûå ýêñïîíåíòû τ(q) èìååò 
ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ. Òàê, ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó τ(2) è 

ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè β ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè S(f) ~ 

1/f β èññëåäóåìîãî ñèãíàëà ñ ÷àñòîòîé f=1/T: 
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β=2+τ(2).                                      (12) 

Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñâÿçàíà ñ 
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Îòñþäà ïî 

èçâåñòíûì β ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ñïàäà êîððåëÿöèé ( ) γψ τ τ∼ , ò.å. 

ïîêàçàòåëü γ [4]. 
Ñïåêòð ñèíãóëÿðíîñòè f(a) ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè 

ìàñøòàáèðóåìîãî ïîêàçàòåëÿ τ(q) èç îáîáùåííûõ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé 

Z(q,a). Â ñëó÷àå, åñëè τ(q) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé 
ôóíêöèåé, òî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå [5]: 

   
,

( ) ( ).

df
q

da

q q fτ α α

 =

 = −

                                  (13) 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñîîòíîøåíèå (13) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì 
îáðàçîì: 

,

( ) ( )

d

dq

f q q

τ
α

α α τ

 =

 = −

                                  (14) 

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ñòðóêòóðíûõ ñêåëåòîíîâûõ ôóíêöèé, îñíîâàííûé 
íà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèè ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò 

èññëåäîâàòü ñèíãóëÿðíîñòè ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ q. Ïðè ýòîì 
îáîáùåííûå ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè Z(q,a) ïðè q<0 õàðàêòåðèçóþò îñîáåííîñòè 
ñêåéëèíãà äëÿ ñëàáûõ ñèíãóëÿðíîñòåé (ìàëûõ ôëóêòóàöèé), à ïðè q>0 – 
äëÿ ñèëüíûõ ñèíãóëÿðíîñòåé (áîëüøèõ ôëóêòóàöèé) [4]. 

Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü. Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå âûøåèçëîæåííûõ 
ìåòîäîâ äëÿ òåõíè÷åñêîãî äèàãíîñòèðîâàíèÿ ïîäøèïíèêîâ. 

1. Ìåòîä R/S – àíàëèçà 

1.1 Àíàëèç äàííûõ, èçìåðåííûõ ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 12 êÃö: 

Èñïûòàíèÿ îáúåêòà áåç ïîâðåæäåíèé ïîäøèïíèêà (ðèñ. 2a). 
Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà Õåðñòà ïîëó÷åíî: 

Í=0.5273. 
Êîýôôèöèåíò Õåðñòà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 0.5<H<1, ÷òî ãîâîðèò î 

ïåðñèñòåíòíîñòè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà. 
Çíàÿ êîýôôèöèåíò Õåðñòà, ìîæíî íàéòè ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü: 
D=2-0.5273=1.4721. 
Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèè ïîäøèïíèêîâ ñ ðàçìåðîì 0.007'' 

(ðèñ. 2b). 

Í=0.3621; D=1.6379. 

Êîýôôèöèåíò Õåðñòà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 0<H<0.5. Ýòî ãîâîðèò î 
àíòèïåðñèñòåíòíîñòè ïðîöåññà, ÷òî õàðàêòåðèçóåò îáúåêòà ñ õàîòè÷íîé 
äèñêðåòèçàöèåé. 
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Ðèñóíîê 2 - Çàâèñèìîñòè ln(R/S) îò ln(t) ïðè ðàçëè÷íûõ ïîâðåæäåíèÿõ 

ïîäøèïíèêà èññëåäóåìîãî îáúåêòà; (à) Èñïûòàíèÿ îáúåêòà áåç ïîâðåæäåíèé 
ïîäøèïíèêà; (b) Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèè øàðèêà ïîäøèïíèêà ñ 
äåôåêòîì ðàçìåðîì 0.007''; (c) Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèè øàðèêà 

ïîäøèïíèêà ñ äåôåêòîì ðàçìåðîì 0.014''; (d) Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè 
ïîâðåæäåíèè øàðèêà ïîäøèïíèêà ñ äåôåêòîì ðàçìåðîì 0.021'' 

Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèè ïîäøèïíèêîâ ñ ðàçìåðîì 0.014'' 
(ðèñ. 2c). 

Í=0.2691; D=1.7309. 
Ñ óâåëè÷åíèåì ïîâðåæäåíèÿ äî 0.014'', çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Õåðñòà 

ñòàëî åùå ìåíüøå, ò.å. âîçðàñòàåò õàîòè÷íîñòü ïðîöåññà, ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü âûøå. ×åì áëèæå ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ê äâóì, òåì íèæå 
ñòåïåíü ñàìîïîäîáíîñòè ñèãíàëà è â áîëüøåé ñòåïåíè íàáëþäàåòñÿ 
õàîòè÷íîñòü îáúåêòà. 

Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèè ïîäøèïíèêîâ ðàçìåðîì 0.021'' 
(ðèñ. 2d). 

Í=0.3198; D=1.6802. 
Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèÿõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ 

ïîäøèïíèêà ñâåäåíû â òàáëèöó 1. 
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Òàáëèöà 1 

Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè 12 êÃö 
Ðàçìåð 
ïîâðåæäåíèÿ, 
[äþéì] 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
øàðèêà 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
âíóòðåííåé 
äîðîæêè êà÷åíèÿ 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
âíåøíåé äîðîæêè 
êà÷åíèÿ 

0'' 1.4721 1.4721 1.4721 
0.007'' 1.6379 1.7706 1.7263 
0.014'' 1.7309 1.7299 1.6781 
0.021'' 1.6802 1.7503 1.7463 

 

 
Ðèñóíîê 3 – Çàâèñèìîñòü ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè îò ðàçìåðà ïîâðåæäåíèÿ ïðè 
÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè 12 êÃö; (a) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè 

øàðèêà; (b) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè âíóòðåííåé  
äîðîæêè êà÷åíèÿ; (c) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè  
âíåøíåé äîðîæêè êà÷åíèÿ; (d) Ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêàÿ ôðàêòàëüíàÿ  

ðàçìåðíîñòü ïîâðåæäåíèé ïîäøèïíèêà 

1.2 Àíàëèç äàííûõ èçìåðåííûõ ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 48 êÃö 

Òàáëèöà 2 

Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèÿõ ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 48 êÃö 
Ðàçìåð 
ïîâðåæäåíèÿ, 
[äþéì] 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D 
ïðè ïîâðåæäåíèè 
øàðèêà 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
âíóòðåííåé äîðîæêè 
êà÷åíèÿ 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
âíåøíåé äîðîæêè 
êà÷åíèÿ 

0'' 1.4317 1.4317 1.4317 
0.007'' 1.5478 1.6413 1.7487 
0.014'' 1.6291 1.4735 1.4993 
0.021'' 1.5799 1.7162 1.6662 
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Ðèñóíîê 4 – Çàâèñèìîñòü ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè îò ðàçìåðà ïîâðåæäåíèÿ ïðè 
÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè 48 êÃö; (a) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè 

øàðèêà; (b) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè âíóòðåííåé  
äîðîæêè êà÷åíèÿ; (c) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè  
âíåøíåé äîðîæêè êà÷åíèÿ; (d) Ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêàÿ ôðàêòàëüíàÿ  

ðàçìåðíîñòü ïîâðåæäåíèé ïîäøèïíèêà 

 

2. Ìåòîä ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò – ïðåîáðàçîâàíèÿ 

2.1 Àíàëèç äàííûõ, èçìåðåííûõ ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 12 êÃö: 

  

  
Ðèñóíîê 5 – Ñïåêòðû ñèíãóëÿðíîñòåé; (à) Èñïûòàíèÿ äâèãàòåëÿ áåç ïîâðåæäåíèé; 

(b) Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèè øàðèêà ïîäøèïíèêà ñ 0.007''; (c) 
Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèè øàðèêà ïîäøèïíèêà ñ 0.014''; (d) 
Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ïîâðåæäåíèè øàðèêà ïîäøèïíèêà ñ 0.021'' 
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Òàáëèöà 3 

Èñïûòàíèÿ îáúåêòà ïðè ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè 12 êÃö 
Ðàçìåð 
ïîâðåæäåíèÿ, 
[äþéì] 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D 
ïðè ïîâðåæäåíèè 
øàðèêà 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
âíóòðåííåé 
äîðîæêè êà÷åíèÿ 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
âíåøíåé äîðîæêè 
êà÷åíèÿ 

0'' 1.4077 1.4077 1.4077 
0.007'' 1.4694 1.4522 1.5317 
0.014'' 1.4263 1.4594 1.4655 
0.021'' 1.4966 1.4561 1.4809 

 

 
Ðèñóíîê 6 – Çàâèñèìîñòü ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè îò ðàçìåðà ïîâðåæäåíèÿ  

ïðè ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè 12 êÃö; (a) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè  
ïðè ïîâðåæäåíèè øàðèêà; (b) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè 

âíóòðåííåé äîðîæêè êà÷åíèÿ; (c) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè  
ïîâðåæäåíèè âíåøíåé äîðîæêè êà÷åíèÿ; (d) Ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêàÿ  

ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîâðåæäåíèé ïîäøèïíèêà 

 

2.2 Àíàëèç äàííûõ, èçìåðåííûõ ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 48 êÃö: 

Òàáëèöà 4 

Èñïûòàíèÿ äâèãàòåëÿ ïðè ïîâðåæäåíèÿõ ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 48 êÃö 
Ðàçìåð 
ïîâðåæäåíèÿ, 
[äþéì] 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D 
ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
øàðèêà 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
âíóòðåííåé 
äîðîæêè êà÷åíèÿ 

Ôðàêòàëüíàÿ 
ðàçìåðíîñòü D ïðè 
ïîâðåæäåíèè 
âíåøíåé äîðîæêè 
êà÷åíèÿ 

0'' 1.3470 1.3470 1.3470 
0.007'' 1.3544 1.3368 1.3545 
0.014'' 1.3587 1.3621 1.3595 
0.021'' 1.3773 1.3660 1.3654 
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Ðèñóíîê 7 – Çàâèñèìîñòü ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè îò ðàçìåðà ïîâðåæäåíèÿ ïðè 
÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè 48 êÃö; (a) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè 

øàðèêà; (b) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè âíóòðåííåé  
äîðîæêè êà÷åíèÿ; (c) Ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè ïîâðåæäåíèè  
âíåøíåé äîðîæêè êà÷åíèÿ; (d) Ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêàÿ ôðàêòàëüíàÿ  

ðàçìåðíîñòü ïîâðåæäåíèé ïîäøèïíèêà 

Âûâîäû 

Ìåòîäû ôðàêòàëüíîãî âåéâëåò – àíàëèçà ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ïðåäåë 
ïðåäñêàçóåìîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé âíóòðåííåå ñâîéñòâî äèíàìè÷åñêîé 
ñèñòåìû, ñâÿçàííîå ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ, õàîòè÷íîñòüþ, çàòóõàíèåì 
êîððåëÿöèé è å¸ äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè, ò.å. îïðåäåëÿþò òåêóùåå 
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà Õåðñòà ïîêàçûâàþò, ÷òî 
ñèãíàë, èçìåðåííûé íà ïîäøèïíèêàõ, áåç ïîâðåæäåíèé îòíîñèòñÿ ê 
ïåðñèñòåíòíûì ïðîöåññàì. Â òî æå âðåìÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ 
ïîêàçàëè, ÷òî çíà÷åíèå ôðàêòàëüíîñòè ìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçìåðîì 
ïîâðåæäåíèé ïîäøèïíèêîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Õåðñòà è 
ìåòîäà ÌÌÂÏ ìîæíî âûÿâèòü ñòåïåíü äåôåêòíîñòè ïîäøèïíèêà. Ïî 
ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû èìåþò îäèíàêîâûé 
õàðàêòåð ïðè ðàçíûõ ÷àñòîòàõ äèñêðåòèçàöèè 12 è 48 êÃö. Â ñâîþ î÷åðåäü, 
ýòî ëèøü äîïîëíèòåëüíûì îáðàçîì äîêàçûâàåò ñàìîïîäîáíîñòü ñèñòåìíûõ 
ïðîöåññîâ. ×àñòîòà äèñêðåòèçàöèè ïî ñóòè ýòî ìàñøòàá, à êàê èçâåñòíî, 
ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ ñîõðàíÿòñÿ. Ìåòîä R/S – 
àíàëèçà ïîêàçàë ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû âûÿâëåíèÿ äåôåêòîâ, ÷òî òàêèì æå 
îáðàçîì, äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü ïðèìåíåíèÿ ôðàêòàëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ 
òåõíè÷åñêîãî äèàãíîñòèðîâàíèÿ ïîâðåæäåíèÿ ïîäøèïíèêîâ. 
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